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Bemerkungen iiber Randableitungen positiver 
Potentialfunktionen. 
Von 


Stefan Warschawski in Géttingen.*) 


In einer vor einigen Jahren erschienenen Abhandlung hat Herr 
Carathéodory‘) unter anderem die folgenden beiden Siatze hergeleitet: 

I. Es sei f(z) eine in |z| <1 regulare analytische Funktion und 
f(z) 


f(z)|<1 in |z| <1. Dann existiert der lim — =a bei nicht tangen- 





*) [Anmerkung der Redaktion.] Die Arbeit des Herrn Warschawski ist in 
einer von der vorliegenden nur redaktionell, nicht sachlich verschiedenen Fassung am 
1. 8. 1981 der Annalenredaktion eingereicht worden. 

1) C. Carathéodory, Uber die Winkelderivierten von beschriankten analytischen 
Funktionen, Sitz.-Ber. d. Berl. Akad. 32 (1929), 8S. 839—54, siehe insbes. 8. 49, 50 und 
8. 51. OUnabhangig und nahezu gleichzeitig wurde der Satz I von den Herren Landau 
und Valiron in der gemeinsam verdffentlichten Note A Deduction from Schwarz’ 
Lemma, Journal of the Lond. Math. Soc. 4 (1929), S. 162—163 mit einem sehr 
einfachen Beweis hergeleitet. Der Satz I findet sich auch schon friiher in der Note 
von Herrn Woiff, Comptes rendus 183 (1926), S. 500—502. Weitere Beweise dieses 
Satzes wurden spiter von Herrn R. Nevanlinna veréffentlicht: 1. Comptes rendus 188 
(1929), S. 1027—1029. Bei dem hier angegebenen gleichfalls sehr einfachen Beweis wird 
das Poissonsche Integral verwendet, aber in anderer Weise wie wir es tun. 2. Uber be- 
schrankte analytische Funktionen, Commentationes in honorem Ernesti Leonardi 
Lindeléf, Helsinski (1929), S. 1—75, siehe insbes. S. 16 ff. 

Wahrend der Korrektur bin ich auf die folgenden Arbeiten aufmerksam ge- 
worden, die mit dieser Berihrungspunkte gemeinsam haben: 1. M. Riesz, Sur certaines 
inégalités dans la théorie des fonctions, Fysiografiska Sallkapets i Lund férhandlingar 1 
(1931), S. 1-21. Dort wird (S. 13, 14) ein auf dem Stieltjes-Poissonschen Integral be- 
ruhender Beweis des Carathéodoryschen Satzes I erbracht, mit dem der unsrige in den 
wesentlichen SchluBweisen iibereinstimmt. Im ibrigen enthalt diese Arbeit keines 
unserer Resultate. 2. 0. D. Kellogg, On the derivatives of harmonic functions on the 
boundary, Transact. Am. Math. Soc. 33 (1931), 8S. 486—510. Hier wird das Verhalten 
der Ableitungen (auch der hdheren) einer Potentialfunktion im Raume am Rande des 
Definitionsgebietes gleichfalls mittels des Poissonschen Integrals in Shniicher Weise, 
wie wir es tun, untersucht. Aus den Kelloggschen Resultaten folgt ein unserem Hilfs 
satz 1 nebst Zusatz analoger Satz und unser Satz 3 
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tieller Annaherung von z an 1 und ist entweder endlich und dann > 0 
oder co. Ist a endlich, so konvergiert f’(z) bei nicht tangentieller An- 
naherung von z an z=1 gegen a. (f(z) hat in z=1 eine ,,Winkel- 
derivierte“.) 

Mit Hilfe dieses Satzes beweist er den folgenden Satz: 

II. Es sei 7 ein einfach zusammenhangendes Gebiet in der w-Ebene. 
Es mége einen Randpunkt w, von 7 mit der folgenden Eigenschaft geben: 
Man kann zwei einander in 7’ beriihrende Kreise angeben, von denen (bis 
auf evtl. gemeinsame Randpunkte) der eine ganz in 7, der andere ganz 
auBerhalb von T liegt. Bildet z= q(w) T auf |z|<1 ab, so hat ’(w) 
bei nicht tangentieller Annaéherung von w an w, einen endlichen und von 
Null verschiedenen Grenzwert. 

Der I zugrunde liegende Sachverhalt wurde bisher, wie es scheint, nur 
als eine Tatsache iiber analytische Funktionen angesehen, und I wurde 
meistens auf rein funktionentheoretischem Wege bewiesen. Es gilt indessen 
ein ganz analoger Satz fiir im Eimheitskreise harmonische Funktionen. der I 
enthalt. Wir wollen im folgenden einen auf der Benutzung des Poissonschen 
Integrals beruhenden und daher auch auf raumliche Potentiale iibertragbaren 
Beweis des entsprechenden Satzes iiber Potentialfunktionen geben. Wir be- 
weisen namlich den folgenden 


Satz 1. Ist u(P)=—u(r, 3, q@) eine in der Hinheitskugel nicht iden- 
tisch verschwindende nicht negative harmonische Funktion, so gibt es zu 


jedem Punkte P, der Kugeloberfliche eine Zahl a, so dap lim™‘1-*-”) 


l—r 
bei ,,nicht tangentieller* Anndherung*) von P an P, existiert und =a ist. 
a ist entweder positiv oder +-co. Ist a endlich, so konvergiert die Normal- 


ableitung von u auf u = const. af P)— a bei nicht tangentieller Annahe- 
rung von P an P,. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann auch der eben genannte Satz II auf den 
Raum iibertragen werden, wo an die Stelle der Ableitung der Abbildungs- 
funktion die Ableitungen und insbesondere die Normalableitung der Greenschen 
Funktion treten. Wir erhalten den 


Satz 2. Hs sei T ein Gebiet im Raume, fiir das die Greensche 
Funktion (erster Art) vorhanden ist. Ferner mdge es einen Randpunkt P, 
von T geben, durch den man zwei einander in P, beriihrende Kugeln 
legen kann, von denen (bis auf evtl. gemeinsame Randpunkte) die eine 
ganz in T, die andere ganz auferhalb von T liegt. Dann hat die 


*) D. h. innechalb eines geraden Kreiskegels, dessen Achse der Radius in P, und 
dessen Spitze P, ist, und der sonst im Innern der Kugel liegt. 
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Greensche Funktion G(P, Q) (bei festem Q in T') in P, in jeder in das 
Innere von T weisenden Richtung eine endliche Ableitung. Insbesondere 
hat also G in P, eine Normalableitung - (P,). Ferner konvergieren 
=, +" ae gegen Grenzwerte und <6 (P) —S(P,) bet nicht tangentieller 
Anndherung von P an P,. 


Die Anwendung dieses Satzes liefert eine, wie wir glauben, sehr ein- 
fache Methode zur Untersuchung der Existenz und Stetigkeit der Normal- 
ableitung der Greenschen Funktion am Rande ihres Definitionsgebietes. 
Wir beweisen vor allem mit seiner Hilfe die beiden folgenden Siatze: 


Satz 3. Es sei S eine geschlossene Jordanfliche mit stetiger Normalen, 
und es mégen tiberdies die Richtungskosinus der Normalen der Bedingung 


|cos«,—cosa,,|<er, |cosf,— cosf,,|<er, 


| ¥y — , = - 4 
|cosy,—cosy,|Ser, r=PP’, 


(a) 


fiir irgend zwei Punkte P, P’ geniigen. Ist dann G(P,Q) die Greensche 
Funktion des Innern T von 8S, Q@ ein fester Punkt in T, so existiert 


s< (P) auf S und ist in T+ 8S mit Ausnahme des Punktes Q stetig. 


Satz 4. Die geschlossenen Jordanjlachen S,(m=1,2....) médgen 
mit m—+ co gegen die geschlossene Jordanflache S ,,konvergieren“*). Ferner 
mégen S,, und S stetige Normale besitzen, und es gelte dariiber hinaus 
fiir die Richtungskosinus der Normalen in je zwei Punkten P,P’ einer 
jeden Flaiche 8, resp. S mit der gleichen Konstanten c > 0 die Relation (a). 
Q sei ein fester im Innern T,, aller S,, und dem T von S gelegener Punkt, 
G,,(P, Q) resp. G(P,Q) die Greensche Funktion von T,, bzw. T mit dem 


»Aufpunkt* Q. Dann konvergiert gleichmapig im Durchschnitt T,,-T, 
P+ Q, 





G,(P,Q)34(P,Q), SP, 9) >24p, Q)4). 

Bei diesen beiden Siatzen, die an sich nicht neu sind,®) kommt es 
uns vor allem auf unseren Beweis an, der uns relativ einfach und daher 
vielleicht von Interesse zu sein scheint. 

Es sei noch bemerkt, da& wir alle Beweise fiir Potentiale im Raume 


fiihren, daB sie aber simtlich analog in der Ebene durchgefiihrt werden 
kénnen. 


’) Fir die Definition der ,Konvergenz von Flichen“ siehe weiter unten FuB- 
note *). 


*) Vgl. FuBnote *) weiter unten. 
») Vgl. zum Satz 3 weiter unten die FuBnote **) und zum Satz 4 die FuBnote **), 
wo gerauere Literaturangaben iiber diese Sitze gemacht werden. 


1* 
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§ 1. 
Ein Hilfssatz. 


Es sei g(#’, p’) eine auf der Oberfiiche der Einheitskugel, also eine 
in 8 und q’ mit 0< 0’ <a, 0< p< 2a, stetige Funktion (#’ Pol- 
distanz, m’ geographische Breite). Dann stellt bekanntlich das (iiber die 
gesamte Oberfliche der Einheitskugel erstreckte) Poissonsche Integral 


222 
1 #’, p’)(l—r* I O'.e')(i—r*) on 8'de' 
{f+ y )( “dom if geo) sin 8’dd' de’ 
0 0 


es J (1+r*—2reos y)? (1+ r*—2rcosy) 








(Kk 
(cos y = cos # cos #’ + sin # sin 3’ cos (gy — ~’)) 
eine in jedem inneren Punkte P(r, #, m) der Einheitskugel regulire Poten- 
tialfunktion dar. Allgemeiner liefert das mit einer auf der Oberfliche der 
Einheitskugel nicht negativen additiven Intervallfunktion F(o) gebildete 
Stieltjes-Poissonsche Integral*) 


iff J=2 a Ps) 


ry, 4 = . y)? 
ix’) ( r 2r cos} 





*) Solche Intervallfunktionen werden fiir die Untersuchung der Darstellung von 
in einer Kugel harmonischen Funktionen durch ein Stieltjes-Poissonsches Integral 
von Evans und Bray, A Class of Functions harmonic within the Sphere, American 
Journal of Mathematics 49 (1927), S. 153—180 betrachtet, und sind so definiert: 
Unter einem Intervall auf der Oberflache O der Einheitskugel werde die Punktmenge 
6,50'<%,, o,.597'S% (9S),< 8,52, 05 9,<%,522) verstanden. Dann 
heiBt F(c) eine auf O additive Intervallfunktion, wenn fiir jede Intervallsumme o von 
endlich vielen Intervallen s, (y=1,2,...,2) (08, << # <= 8!, 9, < y’S yi) ohne 
gemeinsame innere Punkte F(oc) definiert ist und wenn fiir zwei solche Intervall- 
summen o, und o, ohne gemeinsame innere Punkte 
(*) F(o,)+ F(o,) F (6, +44) 
gilt. (Zu dieser Definition ist zu zeigen, daB F(o) unabhingig von der Zusammen- 
setzung von o als Summe von Intervallen ist, was jedoch leicht auf Grund von (*) 
einzusehen ist.) — Ferner sei noch zur Definition des im Text auftretenden Stieltjes- 
integrals bemerkt: Ist f(0’,m’) eine auf der Punktmenge J(0,, 8): 0, cd < #, 
(09S 0, << 8,< x) von O stetige Funktion, so ist das Stieltjesintegral Sf f( 8, p’)d F(o) 

J) 


so definiert: Man nehme irgendeine Zerlegung von J(#,,0,) in endlich viele Inter- 


valle c,, 
¥ 


, , - / 
<0 Stv4i> ss? SPutr\ 
\ 
vor und bilde 
Df (2, ¢',) Foy»), << W<r Pps Pun S Purr 


ad ae oe +i = 


aa |, 
t 


> a 
SS ae ° 


Trt1 = 92, = 9, Pup. = 22 


1’ 


wo F(o,,) der Wert von F(c) ist, der dem Intervall 6,, zugeordnet ist. Bei immer 
fortschreitender Verfeinerung der Einteilung (Max(r,,,—t,), Max (9, 4:— 9) > 9) 
strebt diese Summe gegen einen von der Wahl der Einteilung unabhiangigen Grenz- 

(Fortsetzung der FuGnote *) auf n&chster Seite.) 
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gleichfalls eine in der Einheitskugel regulare Potentialfunktion. Im folgen- 
den wird es sich nun darum handeln, die partiellen Ableitungen dieser 
Potentialfunktionen nach r, # und @ daraufhin zu untersuchen, wann sie 
mit r—+1 einem Randwert zustreben. Bildet man nun diese Ableitungen, 








indem man unter dem Integralzeichen differenziert —- was fiir r< 1 ohne 
weiteres zu rechtfertigen ist — so erhilt man jedesmal eine endliche 
Summe von Integralen der Form 
4 ng 
{ \4Ag a ¥ . 
1 Sm ne ee F 6iz.0.0:%.0') 
+ g(? op) - % do 
ait F (1+ r?—2rcos;)? sin® -= 
(R, 2 
bzw. 
y b’ 
(1—r)* sin“ = sin” aii 
l 2 2 O(r,d.9; 9.97 ) 
i |] — ot dd F(o), 
7 (l+r*—2rcosy)? sin® “. 


(K)) 2 

wo @® jeweils eine geeignete stetige Funktion in den angegebenen Variablen, 
n, 4, u, ¥ jeweils passende nicht negative ganze Zahlen sind. Zur Ver- 
meidung von Wiederholungen schicken wir nun den folgenden Hilfssatz 
voraus, in dem wir ein einfaches Kriterium dafiir angeben, wann diese 
Integrale fiir r+ 1 — oder noch allgemeiner bei Annaherung von P(r, 0, ¢) 
an einen Randpunkt ,im Kegelraum“*) — einem Randwert zustreben. 
Dabei beschrinken wir uns auf die Betrachtung des zweiten Integrals, da 
es das erste als speziellen Fall enthalt; im iibrigen wiirde aber fiir das 
erste Integral die ganze Betrachtung analog verlaufen. 

Hilfssatz 1. He sei F(o) eine nicht negative additive Intervall- 
funktion auf der Oberjfldche der Einheitskugel mit konvergentem Integral 
(K,) sin? — 

Ferner set O der Mittelpunkt der Einhettskugel, P der Punkt (r, 0, —), 
r<l, Q(1, 8,9’), CPOQ=y, 0S ya, : 


’ 0 
we " i . “ Yl . » i 
(l—r)*sin 7) sin 9 





K(r, 3, op; 8, 9’) = P(r, 3, ¢; 2”, 9g’) 


, 


(1+r?- 27 cosy)? 
wo A, wu,» ganz, >O0undi+u+v=—nund schlieflich O(r, 0, p; 3’, p’) 
eine stetige Funktion in r<1, 0< #8, #' <a, OX gy, v'< 2a iat. 


wert, der als das Stieltjesintegral Site’) ad F(c) bezeichnet wird. Ist insbe- 
(J) 
sondere f(8’,@’) iiberall bis auf eventuell #’=0 stetig, so ist Sir, gy’) d F(o) 
(Z,) 
iiber die ganze Kugel K, als der jim, SJ £(®'.¢')d F(c) erklart, wo A, der Bereich 
(48) 


0<é< 0’< = ist, falls dieser Limes existiert. 
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LaBit man dann den Punki P(r,¥,p) im Kegelraum“*) gegen den ] 
Pol P, (#8 =0) der Kugel konvergieren, so strebt 





ny falls 1+0 ist, ( 
v= |x K(r,0,0;0 9 per ial [feoeeee 9) 6 F(e) fiir yan 
nid (K,) 2" sin? S 


Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daG fiir 3 2 k(1—r), & positive 
Konstante, unter J,, 0 < d< 2, die Punktmenge auf der Einheitskugel K, 
mit 0 << #<6 verstanden’) 


, ee) 


(1) K(r,0, 9; 8,9 er; 





| Se (3) 


(Ja) 


gilt, wo lim e ( (6) =0 ist. Bezeichnen wir namlich mit ¢,(5) bzw. a,(d) 


die Teilintegrale von V,, die iiber die Bereiche J, bzw. A, der Einheits- 
kugel fiir 0 < 6 < 2 erstreckt sind, wo J, die Punkte auf der Kugelober- 
fliche mit 0 < #< 6 sind und A, die Punkte mit 6 < # < 2 sind, ferner 
mit 1(d) bzw. a(d) die entsprechenden Teilintegrale von V, so ist 


|V,— V| =|#,(6) + a,(6) —#(d) — a(d)| 
S| a,(d) — a(d)| +] ¢(d)| +] ¢,(4)]. 
LaBt man nun P(r, 0, y)—+-P, konvergieren, so daB dabei # < k&(1 —r) 
ist, so strebt offenbar wegen #’> 4 der Integrand von a,(d) gleichmaBig 
in 0’, p’, p gegen den von a(d). Daher ist 


lim | V,—V| <|# i(d) )| + lim | #,(4 


Nach (1) und wegen der Konvergenz des Integrals V folgt hieraus mit 6 | 0 


lim | V,—V| =0, d. h. lim V, = V. 
Um nun (1) mz beweisen, nehmen wir alsbald 1—r so klein an, daB 
0<20<d<a ist. Fir OF 9 < 6, OS SS gilt 


cos y = cos # cos #’ + sin # sin ’ cos(w — yp’) < cos # cos #’ + sin # sin 9’, 
cos y < cos(# — 8’), 


wil? 


2sin® 2 — 1 — cosy > 2ein*~ -s 








nae 


. 7 . 
sin 5 > sin|—5 





”) Wir benutzen das von Herrn Ostrowski eingefiihrte Symbol a ta bzw. «ja, 
um das monotone Zunehmen bzw. Abnehmen von a-»+a@ zum Ausdruck zu bringen. 
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Daher ist fir 20<0'<0, “>*>% d0 
(2) sin2 > sin®. 


Nun bemerken wir, daB 


—+)* sin? Z sin 2. 
(1—r)* sin g sin 5) 


|% 


(l— r)* sin” 5 sin” 





\2) 0 


(141% 27 008 2) R [as +4rsin® 2° 


gesetzt, den Fall y —0 zunichst beiseite gelassen, fiir 
(1—r)*sin* 5 sin” 5) 


k’ 
= (4r)* 





0<08'<28: |L|<- ; 
(l—r)* (4 rsin ) (l—r)" 


und wegen der fiir 20 < 0’ <4 geltenden Relation (2) fiir 


- dein 2 sin” 2. 
(1—r)*sin g sin’ > “? 


™ (4r)°t° 





29<8' <8: |Li< 
(1—r)* (4rsin Z ry" (4r)” sin” 2 


sin Tr 
ist, wo x eine obere Schranke von 





= (8" <2) ist. Somit gibt es — auch 


fiir y = 0 — eine nur von k, n abhangige positive Konstante 1, so da® fiir 
isr<1|L\| SA ist. Ist ferner || < m*, so folgt, Am* = M gesetzt, 


[fee 9, 9: 8’. FO < 2s] fe aF(e) 
sin sin? & 


‘Ja) 
womit (1) bewiesen ist. 
Diesem Beweise entnimmt man leicht den folgenden 
Zusatz zum Hilfssatz 1. He set bes vorgegebenem n > 0 


(3) ie es" fiir © <a,(n) *), las” 


sin* 

















(Ky) 
m eine positive Konstante. Ferner sei bekannt, dafB durchweg 
|D(r, 9, p; 8, p’)|< m"*, 
m* positive Konstante. Der Punkt P (r, 0, p) mége wie im Hilfssatz 1 fiir 
O<k (l—r) gegen P, konvergieren. Dann gibt es zu jedem e>0 ein 





*) Wir wollen (7) als eine ,Konvergenzfunktion“ des ersten Integrals in (3) 
bezeichnen. 
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nur von «,m,m*,k,n und den Funktionen w,(») und K(r, 3, y; 0’, p’) 
nicht aber mehr von der Funktion F(o) — abhdngiges 5(e), so dag 


\V.—Vice fir 1—r<d(e) 
gilt. 


§ 2. 
Uber die Ableitungen positiver in einer Kugel harmonischer Funktionen. 


Satz 1. Es sei u(P)=u(r,0,q) eine in der Hinheitskugel r< 1 
nicht identisch verschwindende nicht negative harmonische Funktion. 
Dann gibt es zu jedem Punkte P, ihrer Oberflache eine Zahl a, so daf 


lim *! r, 0 
im - 
P,, existiert und =a ist. a ist entweder endlich und dann positiv oder +- co. 


-#) bei nicht tangentieller Anndherung*) des Punktes P(r,,q) an 


Insbesondere folgt hieraus: Ist a endlich, so ist im, u(P)=0 bei 


nicht tangentieller Annaherung*) und u(P) in P,(u(P,) = 0) in jeder in 
das Kugelinnere weisenden Richtung differenzierbar °). 
" ° . ou ’ 1 @u 4 
Zusatz 1. Ist a endlich, so konvergieren a5 (fs 0,9), and de (r, 3, p) 
Cu a : 
gegen 0 und ——(r, 8, y)—>a, wenn P—-P, im Kegelraum* strebt, so 


dafi also insbesondere bei dieser Anndherung die Normalableitung von u 
auf u = konst. 





—_ (ouy* 1 (33) 1 6u\? 
én \ér Fo 


in 38) * \vaind %) *% 
konvergiert. 

Beweis. 0. B.d.A. sei P,(1, %,,,) der Nordpol (@ = 0) der Ein- 
heitskugel. Wegen u(Q)>0 ist nach dem Gaufschen Mittelwertsatz das 
iiber die Oberfliche der konzentrischen Kugel K, mit dem Radius r <1 


erstreckte Integral 


Ff fim@ae=2 ff u(@)aq—u(0) < konst, 


(Ky) 
also gleichmaBig fiir alle r <1 beschrinkt. Daher gibt es eine nicht negative 
additive Intervallfunktion F(o) auf der Oberfliche der Einheitskugel, so 
da8 fiir P(r, 3, p) mit r<1 


1 —r*)dF 
u(P) = asf f | Soe ss) 5 
(4) xs (l+r*?—2rcosy)? 





cos y = cos i cos #’ + sin # sin #’ cos (gy — ¢’) 


*) Denn konvergiert P-» P, lings einer Geraden, die mit dem Radius in P, den 
PP, 1 


+ 


1— cos 8 








Winkel #, 0< b<s bildet, so strebt 
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gilt, wobei iiber die Oberfliche der Einheitskugel K, integriert wird und 
der Punkt Q(1, 8’,@’) die ,Integrationsvariable* auf dieser ist. Mit 
anderen Worten, u(P) |a8t sich durch das Stieltjes-Poissonsche Integral mit 
der nicht durchweg konstanten Belegungsfunktion F(o) darstellen*®). 


Wir zeigen nun: a) Wenn das Integral 


u(r, 


konvergiert, so existiert lim af bei nicht tangentieller Annaherung 


1 
von P an P, und ist =a und daher positiv. 
b) Wenn das Integral (5) divergiert — es kann nur gegen -+- co 
err’: 8, ; 
divergieren, da der Integrand > 0 ist —, so strebt me ®) oc bei der 


genannten Annaherung von P an P,. 


a) Wegen (4) gilt 
a(P) - 1 
‘=F 4a r 


woraus mit P—» P, nach dem Hilfssatz1 (n =3,4=u=0,»=3, ®=1+1) 
. u(P) 
lim — 
b) Es mége (5) divergieren. Es sei 0< k (1—r). Dann folgt fir 
o, = J, —J,™) fiir 6=(1—r)k bei hinreichend kleinem 1 — r wegen (4) 


(r, 3, @) 1 P (l+r)dF( ; £ dF(c) 
Pea ((—tst “yes = 
l—r 4a a ames’ exit 4a r/é@ ar wit 
fal r)°+4rsin @ | Ne) sin 2 | 


(or) (Gr) ’ 





=a folgt. 








10) In der Ebene wurde die Méglichkeit dieser Darstellung bewiesen fir positive 
Potentiale von G. Herglotz, Leipz. Ber. 68 (1911), 8. 501—511, F. Riesz, Ec. Norm. 
Sup. (3) 28 (1911), S. 60. Spiter wurde fiir beliebige Potentiale u(r, 3) bewiesen, da8 
die Beschrinktheit des Mittelwertes von |u| lings der Kreise r<1 notwendig und 
hinreichend fir die Darstellbarkeit durch ein Stieltjes-Poissonsches Integral ist, von 
A. Ostrowski, Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel fiir einige Fragen der 
komplexen Funktionentheorie, Acta Szeged 1 (1922), S. 80—87, siehe insbes. S. 83— 8&4, 
und Uber quasianalytische Funktionen und Bestimmtheit asymptotischer Entwick- 
lungen, Acta Math. 58 (1929), S. 255ff., A. PleBner, Zur Theorie der konjugierten 
trigonom. Reihen, Diss., Mitteilungen des Math. Sem. GieBen 1928, Heft 10, G. C. Evans, 
vgl. Logarithmic Potential New York 1927, S. 46. Der analoge Satz im Raume wurde 
in der in FuBnote *) zitierten Abhandlung von Evans und Bray, S. 168 hergeleitet. 

") J, (0<nS 2) bedeutet wie oben die Punktmenge $< » auf der Einheits- 
kugel. 
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Ferner gilt wegen 

cos y = cos # cos #’ + sin sin #’ cos (g~ — p’) > cos # cos 9’ — sin Psin 9’, 
0s y > cos (# + 9’), 1— cosy <1 —cos(# + 9"), Qsin*Z <2sin2®+* | 


und daher ist fir #’ >0, 0’ <> 
sin* > < sin’ 9’. 
Daher ergibt sich wegen 5 <>0’>S(1-r)k>0 


s(7. 4 9) 5 «| ale dF(o) 
rar aed La ano] ae 
)'+4sin* 0] 1 sin’ — 


(Fr) 





wo c eine passende positive Konstante ist. Daher strebt fiir r 1 das letzte 
Integral und damit auch ““*®) _. + 09, 

Hiermit ist Satz 1 bewiesen. Insbesondere hat sich beim Beweis als 
notwendige und hinreichende Bedingung ergeben, damit tim £C 9. 9) $9) bes 
nicht tangentieller Anndherung von P(r, 3,~) an P,(1,0, ¢) sndlich iat, 


daB das mit der Belegungsfunktion F(c) gebildete Integral { (23 SP(e) 
konvergiert. 





(Ky) 
Zum Beweise des Zusatzes zum Satz 1 bilden wir 


au 1 2rdFi(c) 1 8(1—r)*(1+r)dF(oc) 
©) Fo — al] i tae(f a 
_ [a —r)*+4rsin*® | . [a —1)*+4rsin* 2] 














tA 
2 (K;) 
bs | [ee 
4x ~ fa a a. 
oz) [(Q—r)*+4rsin® zy 
ferner 
(7) pam | eTeney. naa 
(1—r)* +4rsin*® 4 
| i —1*) cos 8 sin 3° te Q -#) dF (o ) 
[(—r)*+4rsin® 4 
(Ky) 2 
und schlieBlich 
(8) _— = sole 8r(1—r*) sin 0’ mie— ) aF(o). 
aq 
“a [a-r)" +4rsin 4 
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Die Integrale in (6), (8) sowie das zweite in (7) sind alle vom Typus des 
im Hilfssatz 1 betrachteten. Das erste in (7) hat fir @<k(1—r) die 


Majorante 
i= fie: (1—r)*d F(o) 
[(1-r) )?+4rsin*® a 
(Ky) 
die gleichfalls von diesem Typus ist und mit P—- P, gegen 0 strebt. Daher 
erkennt man nach diesem Hilfssatz sofort die Richtigkeit der Behauptung **). 


Die Anwendung des Zusatzes zum Hilfssatz 1 auf jedes der Integrale 
(6), (7), (8) liefert weiter das folgende Resultat. 
Zusatz 2 zum Satz 1. Ist 


dFi(a Fio 
(9) wa {- “<n fir w< a(n), al ee ) < 
sin*—- sin? 


(Je) 











so gibt es fir O< k (l—r) zu jedem e>0 ein nur von e, m, k und der 
Funktion w,() — nicht aber weiter von F(o) — abhdngiges 6(«), so dap 


|ow 


sn (% 9) —S(1,0,9)|Se fir 1-1 Sd(e) 
gilt. 

Denn nach jenem Zusatz gibt es zu «> 0 ein nur von e, m, k und 
@,(9) abhangiges 6(¢), so daB in (r, 8, ~), r<1, 
| Ou e 1 | dw | & 1 
la t+*|Se FF lae| Se 


Tr 


1 @ul|vTe - 
sind dp | 23 fir 1—r<d(e), 





und daher (wegen a > 0) 


(55) ~2°+=9(55) + (Fain Se) | 
VG me) +3 = (55) + (san be) + 


1 | du 1 du! 
$5 Ly & 7 \o0 & raind d¢| 








du 


Fe (r5 9.9) —a| = 








+a 

















<€é 


gilt. 
Bemerkung. Wir haben beim Beweise des Satzes 1 uns vor allem 
zunachst eine Darstellung fiir u(P) durch ein Stieltjes-Poissonsches Integral 


#2) Untersuchungen iiber die radial genommene Ableitung des Poissonschen 
Integrals in der Ebene finden sich bei A. PleBner, Zur Theorie der konjugierten tri- 
gonometrischen Reihen, Diss. GieBen. Vgl. auch meine demnachst in der Math. 
Zeitschr. erscheinende Dissertation: Uber das Randverhalten der Ableitung der Ab- 
bildungsfunktion bei konformer Abbildung, Hilfssatz 14 und die Einleitung zu dieser 
Arbeit, wo auf die Méglichkeit der hier ausgefiihrten Uberiegungen hingewiesen wird. 
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n (4) verschafit. Ist nun iiber w(P) auBer der Tatsache, daB es >0 in 
r <1 ist, noch etwa bekannt, daB es stetige Randwerte auf der Kugel- 
oberfliche hat, so kann man natiirlich fiir u(P) die Darstellung durch ein 
gewohnliches Poissonsches Integral mit stetiger Randfunktion verwenden 
und im iibrigen ganz analog wie oben weiterschlieBen. (Der Hilfssatz 1, 
der beim Beweise angewendet wird, gilt ja analog auch fiir gewéhnliche 
Riemannsche Integrale.) Wir werden nun im § 4 den Satz 1 beim Beweise 
von Satz 2 benutzen; die Funktion u(P), auf die Satz 1 dort angewendet 
wird, hat auf der Kugeloberfliche stetige Randwerte. Will man also nun 
den Satz 1 nur als Hilfsmittel zum Beweise von Satz 2 verwenden, so 
gentigt es, Satz 1 unter der zusdtzlichen Annahme, daB u(P) stetige Rand- 
werte auf r=1 hat, zu beweisen. Man kann dann alle vorkommenden 
Integrale als Riemannsche Integrale schreiben und kommt also beim Be- 
weise von Satz 2 und somit der folgenden Anwendungen mit wesentlich 
einfacheren Hilfsmitteln aus, als es hier (mit Riicksicht auf die Vollstandig- 
keit der Formulierung des Satzes 1) angegeben wird. 

Fiir den Fall, daB die Darstellung (4) von u(P) in ein gewohnliches 
Poissonsches Integral iibergeht, lassen sich auch einige bisher benutzte 
Formeln, in denen Stieltjes-Integrale auftreten, durch solche mit gewohn- 
lichen (Riemannschen oder Lebesgueschen) Integralen ersetzen. Fiir die 
spatere Anwendung sei dies noch kurz angegeben. Damit (4) in ein ge- 
wohnliches Integral (im Lebesgueschen Sinne) iibergeht, ist es bereits hin- 
reichend, daB die Belegungsfunktion F(c) totalstetig ist (was z. B. sicher 
der Fall ist, wenn u(P) stetige Randwerte hat, oder auch nur, wenn 
u(P) in r <1 beschrankt ist)**). Dann laBt sich F(o) als Integral iiber eine 


integrable Funktion g(P) darstellen: F(c) = Sf o(P)aP, 44) und wir er- 
halten aus dem Satz 1 als notwendige und hinveichende Bedingung, damit 
lim sf) bet nicht tangentieller Anndherung von P(r, 3, p) an P,(1, 0, ¢) 
extstiert und endlich ist, die Konvergenz des Integrals 


1p aFeo) _ 1 ppoyap (9, 9’) 
ia { am wa [oa 3’ oN er sin dd" dg’ 
sin * — sin® sin * — 
(E,) 2 (k 


' » 


ina 


g (8, ee 3’ , ’ 
~ af J cos = d8' dg 














sin * — 


**) Vgl. die in FuBnote *) zitierte Abhandlung S. 176 u., 177, 179 o. 
**) o bezeichnet die Intervallmenge, tiber die integriert wird, J f g(P)dP ist ein 

. . . (o) 
gewobnliches Doppelintegral im Lebesgueschen resp. Riemannschen Sinne. 
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Ferner kann in diesem Falle die Voraussetzung (9) des Zusatzes 2 so um- 
geschrieben werden: 


= Pe a dy’ <7» fir w¢a,(n), 
sin? 
1 nx (0, 
g y 
ot hye 7 cos 5 68’ do’ <m. 
J sin? 7) 
0 0 S 


Weiterhin bemerken wir noch, daB wenn man in dem Satz 1 die 
Einheitskugel durch eine Kugel von beliebigem Radius / > 0 ersetzt, diese 


2 o pee : 
Integrale mit > zu multiplizieren sind. 
SchlieBlich heben wir hervor, da8 simtliche Sitze und Beweise analog 
fiir die Ebene gelten. Die im Einheitskreis |z| = |re'®| <1 nicht negative 


harmonische Funktion u(z) 148t sich durch das Stieltjes-Poissonsche Integral 
mit einer monotonen Belegungsfunktion F'(#) resp. in speziellen Fallen durch 
das Poissonsche Integral mit den Randwerten g (i?) 


na a 


] (1—r*)dF(#) bow 1 (l1—r*)g(8)dé 
22 1+r*—2rcos(d—¢) " 22 1+r* —2rcos(d— op) 
ss 


—x 


darstellen, und an die Stelle von (5) tritt 


1 f dF(#) DF hoi 
Feo baw. a: | aa. 
sin? sin*® 
e 9 A 2 
§ 3. 

Folgerungen. 


1. Es sei die in r<1 nicht identisch verschwindende harmonische 
Funktion u(r,#,@)<1. Dann existiert stets der 
li 1—u(r, b,¢) 
l-—r 
bei nicht tangentieller Annaiherung von P(r,3,q) an den Randpunkt 
P,(1, 05, ~,) und ist entweder + oo oder endlich und eg a —_ nur 
von P, ab. Ist a —- so konvergieren u(r, 0,p)—1, ~(P)—a, 


l 
“ (P)--0, aie ae 
Dies folgt aus dem Satze 1 und Zusatz 1, da 1—u(r,3,p)>0 in 
r<l1i ist. 


“(P)—+0 bei der erwihnten Annaherung von P an P,. 
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2. Der eingangs unter I genannte Carathéodorysche Satz kann folgender- 
maBen gefolgert werden. Es sei f(z) = u(z)-+¢v(z). Da 1— u(z) wegen 
\f(z)|}<1 im |z|<1 beschrankt ist, so hat 1— u(z) bekanntlich nach 
dem Fatouschen Satze fast iiberall auf |z|—1 radiale Randwerte 
g(?) = lim (1—u(re*®)) und 1a8t sich durch das Poissonsche Integral 


mit den Randwerten g(#) darstellen*®). Wir betrachten hier das Integral 


(10) 9) a8 
sin*® id 
2 


(vgl. die Bemerkung am Schlusse von § 2). Ist dieses Integral konvergent, 
so folgt nach dem Satze 1 (in der Ebene) die Existenz einer positiven 


f 
Zahl a, so da8 lim a elrs ‘== @ und daher lim u(re‘*®)=1 und wegen 


\f(z)| <1 auch f(z)—-1 gilt, wenn z=re'* ,im Winkelraum“ gegen 1 
strebt. Nach dem Zusatz 1 zum Satz 1 folgt weiter, dab 


bo 


6u(r) du(z) 
—_— -——. : 


er eed 


of dé 
a0 dz 





du éu\ 1 
= (+ — ir=) i —a 


—0 ’ f(z) — 
bei dieser Annaherung z—+1 konvergiert. Aus der fiir jedes z bei gerad- 
liniger Integration geltenden Relation 

1 


1—f(z)=Jfr'(t) de 


Zz 
folgt daher auch leicht die Behauptung lim 2) =a bei Annaherung 
von z an 1 in jedem festen Winkelraum. 
Es mége nun das Integral (10) divergieren. Dann fo!gt weiter nach 
Satz 1, daB 


Le] 
ae 


bei nicht tangentieller Annaherung von z—+1 gilt. Da bekanntlich bei der 
Annaherung von z—+1 in einem festen Winkelraum lz—~|<e bleibt, 


wo c eine von der Offnung dieses Winkelraumes abhangige positive Kon- 
stante ist, so strebt daher auch 
| 1—w(z) | 


- —~|—»-+ 00 
1—z | : 





**) Will man den Fatouschen Satz und Lebesguesches Integral beim Beweise 
vermeiden, so kann man 1 — u(z) in einem in z=1 den Ejinheitskreis von innen be- 
rihrenden Kreise betrachten und das Poissonsche Integral fiir diesen Kreis ansetzen. 
Auf diesem Kreise ist 1—u(z) stetig bis auf eventuell in z=1, ist aber durchweg 
beschrankt und daher nach Riemann integrabel. 
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und somit auch 





1—f(z)| V(1— ucz))*+ v®(2) > 1— u(z) 
i—-s | jl—2| & }1-32| 





gegen +-co, womit der Satz bewiesen ist. 


§ 4. 


Das Analogon zum Carathéodoryschen Satze iiber die 
Greensche Funktion im Raume. 


Satz 2. Hs set T ein Gebiet, fiir das die Greensche Funktion (erster 
Art)**) vorhanden ist. Ferner mége es einen Randpunkt P, von T mit der 
folgenden Higenschaft geben: Man kann zwei einander in P, beriihrende 
Kugeln K, und K, angeben, von denen (bis auf eventuell gemeinsame Rand- 
punkte) die eine (K;) ganz in T, die andere (K,) ganz auBerhalb T liegt. Dann 
hat die Greensche Funktion G (P,Q) bei festem Q in P, in jeder in das Innere 
von T weisenden eis eine endliche Ableitung. Insbesondere - also Gin P, 


2G ip 


eine Normalableitung — én o (P,) . Ferner konvergieren o(P), << (P), 3; (P) 


gegen Grenzwerte und ze (P)— £6 (Py) bet nicht caidas Anndherung 


von Pan P,. Es gilt fiir Q auBerhalb von K, insbesondere die Darstellung 











82x é’ 
20 , ‘ "G(L, 8, @'; Q) cos > 
x7 + ’ , 
On > (P) ~~" ea he) dd dp F 
Je sin 3 


wobei G(l,3',p’; Q) die Werte von G(P,Q) fiir P auf der Oberflache 
von K, sind und P, als der Nordpol (#’=0) von K, aujgefapt wird. 
Zum Beweise bemerken wir zunichst allgemein: Es seien 7’ 
und 7” zwei Gebiete, fiir welche die Greensche Funktion existiert**), und 
es liege T in 7’. G(P,Q)=++4u(P), @'(P,Q)=++u'(P), r= PQ, 
seien die Greenschen Funktionen von 7' bzw. 7” mit dem ,,Aufpunkt“ Q. 
G — G@’ ist offenbar eine in 7 regulire Potentialfunktion. Ist nun P, ein 
Randpunkt von 7’, so ist bei beliebiger Annaherung von P— P, aus T 
jim G(P,Q)=0, lim @'(P,Q) 20 und daher lim (G(P,Q) —@’ (P,Q) <9. 


*®) D. h. es gibt fiir jeden Punkt Q in T eine Funktion G(P, Q) = * +u9(P), 


wo r= PQ und ug(P) bei festem Q eine in T eindeutige und regulire Potentialfunktion 
ist, mit der folgenden Eigenschaft: Ist P, ein Randpunkt von 7’, so ist tim, G( Pf, Q) 


fiir jede Punktfolge P!-» P, (v=1,2,...) aus 7 vorhanden und = 0. 
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Daraus folgt, daB auch in TG —G’'< 0, G(P,Q) < G'(P, Q) ist. Fiir den 
Fall, daB der Rand von T eine geschlossene Jordanfliche ist, folgt dies un- 
mittelbar aus dem Maximumprinzip. Sonst ergibt sich dies aus der folgen- 
den Bemerkung: 


Ist U(P) eine in einem Gebiete T eindeutige, reguldre nicht konstante 
Potentialjunktion, und ist bei beliebiger Anndherung aus T an einen jeden 


Randpunkt P, von T lim, U(P)<1,420, so ist in T: U(P) <i.) 


Hat 7 nur einen Randpunkt, so darf man annehmen, da dies der 
unendlich ferne Punkt ist. Dann ist bei vorgegebenem «> 0 auberhalb 
und auf einer Kugel mit hinreichend groBem Radius U(P)<4-+-« und 
daher nach dem Satz vom Maximum auch in ihrem Innern, woraus die 
Behauptung folgt. Man darf also die Existenz von mindestens zwei Rand- 
punkten voraussetzen, von denen der eine als der unendlich ferne Punkt 
angenommen werden darf und soll. Ware nun die Behauptung falsch, so gabe 
es einen Punkt A, von 7’, so daB U(A,) = u, > A wire. Es sei r, der Radius 
der gréBten Kugel um A,, die in 7 Platz hat. Wir beschreiben um A, die 


Kugel &, mit dem Radius “. Dann gibt es nach dem Satze vom Maximum 


auf §, mindestens einen Punkt A,, so daB U(A,) = wu, > U(A,) = mw, der 
gréBte Wert von U(P) in und auf §, ist. Es sei r, der Radius der gréBten 
Kugel um A,, die in 7 Platz hat, und &, die Kugel um A, mit dem 


Radius Dann gibt es auf §&, mindestens einen Punkt A,, so dab 


T; 
9° 


U(A,) = 4s > #, der gréBte Wert von U(P) in und auf S, ist. A, liegt 
sicher auferhalb von &,, da ja U(P)< 


Radius der gréBten Kugel um A,, die in 7 Platz hat, und es sei &, die 


, in und auf §, ist. r, sei der 


als Radius. Dann gibt es auf §, einen Punkt 4,, 


Kugel um A, mit 
so daB U(A,)=4,> m4, das Maximum von U(P) in und auf &, ist. 
Dabei liegt wiederum A, auferhalb von &, und &,. So fortfahrend er- 


halten wir eine Folge von Punkten A,, A,, A,,... mit 


U(A,) = wu, < U(A,) = uw, < U(A,) = uy <.-. 


und eine Folge von Radien r,,r,,7,,..., 80 daB A,,, auBerhalb aller 


Kugeln &, mit dem Radius 2 um A, fiir »=1,2,..., liegt. Jeder 


> 


Haufungspunkt der A, ist ein Randpunkt von T. Denn sei A,, eine kon- 


*7) Fir den absoluten Betrag komplexer analytischer Funktionen (in der Ebene) 
wurde dies von E. Phragmen und E. Lindeléf in der gemeinsamen Arbeit: Sur une 
extension d’un principe classique de l’analyse, Acta Math. 81 (1908), S. 381-406, 
insbesondere S. 381, ausgesprochen. 





— © fD ~~ - ket * bee fe 


no A s&s =_— 
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vergente Teilfolge der A,, 0, = 71,, die Folge der zugehérigen Radien, wo 
(v,) eine monoton wachsende Teilfolge der (») ist, A der Grenzpunkt. Dann 


liegt auch jedes A, auBerbalb der Kugeln um A, mit dem Radius M Om 


mit m =1,2,3,...,*. Angenommen, A wire innerer Punkt von 7. Dann 
sei R der Radius der gréBten Kugel um A, die in 7 Platz hat. Alle A,, 
liegen von einem x an, etwa fiir x >~x,, im Innern der Kugel k mit dem 


Radius 4 um A. Der A, zugeordnete Radius 0,, ist offenbar > ; R, 
und daher liegen alle folgenden A,, mit x >x,-+- 2 sicher auBerhalb der 
Kugel mit dem Radius _R um A, . Diese enthalt aber die Kugel & in 


ihrem Innern, also auch alle A,, mit x >x,. Dies ist aber ein Wider- 
spruch. Es mu also A Randpunkt sein. Dann gibt es Punkte P= A, — A 
in T mit x—+ oo, so daB U(A,,)=w,,>m, ist. Fir diese Folge wird 
also lim U(A,,) >, > 4 — im Widerspruch zu der Voraussetzung. 


Ohne Beschriankung der Allgemeinheit werde vorausgesetzt, daB die 
beiden Kugeln KX; und K, in P, den gleichen Radius 7 haben und daS 
ferner das Innere der AuBenkugel K, ganz auBerhalb von T' liegt. Weiter 
darf man / so klein annehmen, daB der fest gewahlite ,Aufpunkt“ Q auBer- 
halb der Innenkugel K;, liegt. Wir wihlen fiir 7” das AuBere von K,. 
G'(P,Q) sei die zugehérige Greensche Funktion. Nun sind G’(P,Q) und 
G(P,Q) in K, nicht negative und nicht identisch verschwindende harmoni- 
sche Funktionen. Da ferner G’(P, Q) bekanntlich in P, eine endliche Normal- 
ableitung besitzt, so mu nach der Bemerkung am SchluB von § 2 das 
Integral 


2x2 , 











, _— 2 p 
' F Pa’ (L, 8’, p’; Q) cos = 
a. mee 9’ 7 
8al F di dq 
Jd ¢ sin* = 
00 2 


konvergieren, wobei unter G’(1,#’, m’; Q) die Werte von G’(P,Q) fiir P 
auf der Oberfliche von K, verstanden sind und P, als Nordpol (3 = 0) 


von K, aufgefaBt ist. Nach dem oben Gesagten ist G(P,Q)< G'(P, Q), 
so daB aus der Konvergenz dieses Integrals sofort die von 


1 (PP G(t, 0.05) W 20, 
Tar Reser” cos x ad dy 
e si s__ 
0 0 ’ 


folgt, unter G(l, 8’,p’; Q) analog die Werte von G auf der Oberfliche 
von K, verstanden. Daraus folgt aber die Behauptung iiber die Differenzier- 
barkeit von G auf Grund jener Bemerkung nach Satz 1. Aus dem Zusatz 1 


Mathematische Annalen. 107. e 
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ergibt sich wegen der in K, geltenden Relationen 


0G 26 tr , 2690 , 06 og 
a) a a8 dx ap ex 

: - 0G @aG a4 2aG 

die Behauptung iiber + SR. SF aE - 


Oz” oy’ Oz” On~ 


p> eee 


Fiir das Folgende ist es niitzlich, die Funktion G’(P,Q), die man ja 
explizite angeben kann, fiir P auf der Oberflache von K; genauer abzu- 
schitzen. Es ist, wenn R den Abstand von Q vom Mittelpunkt O von K,, 


@ den von P, y (0<y <2) den Winkel bezeichnet, den die Strahlen OP 
und 00 miteinander bilden, und 





PQ =d=Vo?+ R*—2Rocosy, Vi'+R*o?—2RIocosy = d’ 
gesetzt wird, 


Rin 4 2, 
d d dd’ 
Erweitern wir den letzten Ausdruck mit d’ + Jd, so wird 
2 372 2_ gy?) 
11) @' (P,Q) = ‘FP ie-5 


dd'(dl+d 
Hat nun Q von P und von der Oberfliche von K, mindestens den Ab- 
stand 6,>0, so ist d>4,, d’> Ro — ’>I1R “7 =1(R—1)S1-6,, 
also der Nenner in (11) >6)126,1>26;1°. Liegt nun P(1, 0’, ¢:’) 
auf der Oberfliche von K,, so erkennt man leicht, daB 


eo —l< 8lsin’ a a 
ist. Daher ist wegen (9 +1<31+1= 41) 


SRB =e yy 
' 7 
(12) G'(1, 8, )s—ip <= rr sin*—» 


5, Minimalabstand von Q von K, und P, R = OQ, O Mittelpunkt von K,. 


1*) Aus der untenstehenden Figur, die einen ebenen Querschnitt durch die Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte der beiden Kugeln darstellt, folgt wegen 


, 


9 
x= 2isin* >, y = 2isin*—, r+y<4lsint S, 


somit ist fir 





3 3’ 
< (es. —1< RS] sin? — 
09S5°sS 5: e—ls 8lsin 2 
und sonst 


e-l<3l-I=21. 
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§ 5. 
Anwendungen. 

Wir stellen uns zunachst fiir das Folgende einige geometrische Tat- 
sachen zusammen’**). Es sei S eine Jordansche Flache mit durchweg stetiger 
Normale, cose, cos, cosy die Richtungskosinus der Normalen und w(r) 
ihr ,Stetigkeittemodul“, d.h. es sei fiir zwei Punkte P, P’ auf S mit dem 
Abstand PP’< r 


; |cosap —cose¢p'|<w(r), |cosBp — cosfp'|< aw(r), 

we) | COS yp — cosyp'| Sw(r), 

wo w(r) eine monotone mit r|0 gegen 0 konvergierende Funktion von r ist. 
Bekanntlich gibt es eine Zahl 9, > 0, so dab die Kugel &, mit dem Radius og, 
um jeden Punkt P, von S die folgende Eigenschaft hat: Jede in dieser 
Kugel parallel zur Normalen in P, gezogene Strecke trifft die Flache in 
héchstens einem Punkte. Wir bemerken: Die Zahl 0, hdngt nur von der 
Funktion w(r), nicht aber weiter von der Fldche S ab*°). 





1*) Das Ziel dieser geometrischen Betrachtungen ist der Beweis des Hilfssatzes 2; 
da8 man auf einer Fliche mit (15) eine Kugel von innen und auBen abrollen lassen 
kann, ist bekannt. Wir fiihren diese Uberlegung nur deshalb durch, weil wir spiter 
die Tatsache brauchen, daB der Radius / nur von c, sonst aber nicht weiter von der 
Fliche abhiangt. 

°) Zum Beweis wihlen wir ein r, so, daB fir ror w(r)S5h5 
kann man 0, -3 setzen. Angenommen, diese Behauptung wire im Punkte P, von S 


ist. Dann 


nicht richtig, es gibe also eine ganz in der Kugel &, um P, mit dem Radius 9, 
liegende, parallel zur Normalen in P, verlaufende Strecke s, welche die Flaiche in 
mindestens zwei Punkten trifft. s werde so wie die AuBennormale n in P, orientiert. 
A, und A, seien zwei — dann sicher vorhandene — isolierte aufeinanderfolgende Schnitt- 
punkte, die AuSennormalen in ihnen n, und n,. Das Stiick A, A, von s liegt ent- 
weder im Innern oder im AuBern von S. Daher kann nur eine der beiden Normalen n, , n, 


. . ° : ° a P : a 
mit der orientierten Strecke s einen Winkel <5 bilden, sagen wir <(n,,8)< a ° 
Nun gilt, unter cosa,... die Richtungskosinus von n, unter cosa,,... die von m 
verstanden, 


cos (n,, 8) = cos(n,, n) = C08 «, Cos « + cos f, cos 8 + cos y, cos y 
und 


1 — cos(n,, s) = 1—cos(n,, n) = cos*a + cos*f+ cos*y — cos(n,, n) 
= C08 « (cos « — cos a, ) + cos # (cos 8 — cos B,) + cosy (cosy — cosy, ), 
also auf Grund der Voraussetzung 
s (n,, 8) : (m,, 7”) 5 3 
si. pent Fad ae <— 
2 sin 9 2 sin 9 S3(r)S ioe 


und wegen der fir 0 u — geltenden Relation u <= + sin u ist daher 


3 4 
(a) £(m,m)=£(m, 0) S25 0(0) <2 Vata. 


(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 
9* 
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Ferner erinnern wir daran, da8 man bekanntlich in jedem Punkte P, 
von S ein ,lokales* Koordinatensystem (x,y,z) einfiihren kann, derart, 
daB die Tangentialebene die x, y-Ebene und die AuBennormale die z- Achse 
ist. Fiir hinreichend kleine |x|, |y| kann eine gewisse Umgebung von P, 
der Fliche S durch eine mit stetigen partiellen Ableitungen versehene 
Funktion z = z(2z,y) dargestellt werden. Wir betrachten nun die Gesamt- 
heit 2 aller Punkte von S, die im Innern der Kugel &, um P, liegen. 
Dabei sei der Radius 9, von &, so klein gewahlt wie in *°) angegeben wird. 
Projiziert man diese auf die Tangentialebene, so entstehen evtl. mehrere 
Gebiete, von denen das P, enthaltende mit 2, bezeichnet werde. (Jeder 
»Projektionspunkt“ ist innerer Punkt. Denn da sein Originalpunkt auf S 
im Innern der Kugel liegt, gibt es noch, wie leicht zu sehen, eine Um- 
gebung von Q, so daS das Lot auf einem Punkte dieser Umgebung auf der 
Tangentialebene S gleichfalls nur in Punkten im Jnnern der Kugel trifit.) 
k, sei der gréBte Kreis in der Tangentialebene um P,, dessen Inneres ganz 
in 2, Platz hat. Die Peripherie von k, enthalt mindestens einen Rand- 
punkt Q’ von 2,, so daB das Lot auf der Tangentialebene Q’ S auf der 
Kugeloberflache trifft. 

Die Funktion z(z, y) kann nun wegen der Wahl von go, aus der Um- 
gebung von P, in das ganze Innere von k, fortgesetzt werden. Es ist fiir 
jeden Punkt P(z,y,z) mit z,y in k, 

cosa = — , cof = ———, 

J1+22+ 2} yl+23+ 27 
und somit wegen (13) 
22+ 22< 2w*(r)(1+23+-23), (23+-23)(1—2w%(r)) S$ 2m%(r), 
also fir w(r)<}, 1— 2m*(r) >} 
Jz2+23?<2a(r). 
Verbindet man den Punkt P, geradlinig mit Q(z,y), so wird 
2(z,y)=2-2,(027,0y) + y-2,(0z, dy) (0<#<1), 


2y 1 
cos y = — ————_—— 
yl+ 2+ 2} 





(14) le(z,y)| <2w(r)¥2*+y?<2ra(r) (falls w(r) <3). 
Ferner _— fiir A, und A, gelten 

sg (1, My) mm 
(b) 2 sin* ——— <8a(n)< 18 <7° 


da ja A,A,<r, ist. Nun ist aber der Winkel zwischen », und der orientierten 
Strecke s 25 und < x und daher mit Riicksicht auf (a) 


x 8 1 
—-=—2> = 


a 
X(m MZy-% 8 8 


a, 


also 
2 sins <™, ™) > 2sin* _ as Z 
im Widerspruch zu (b). . 
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Hilfssatz 2. Es sei S eine geschlossene Jordan{lache mit w(r) = cr, 
c positive Konstante. Dann gibt es eine nur von c, nicht aber sonst von 
der Flache abhdngige Konstante 1 > 0, so daB sich auf S eine Kugel vom 
Radius | von innen und aufen abrollen laft. 

Zum Beweise bemerken wir zuniachst: Es sei F ein Flachenstiick mit 
einer Tangentialebene in P,. Notwendig und hinreichend, damit es eine 
Kugel K gibt mit der Eigenschaft, dab K F in P, beriihrt und daB8 
sonst F auferhalb von K bleibt, ist die Existenz einer positiven Konstante C, 
so daB fiir alle Punkte P+ P, auf F 


t<Cr* 


gilt, wo r= P,P, ¢ der mit Vorzeichen versehene Abstand von P von 
der Tangentialebene in P, ist, positiv gerechnet, wenn P auf derpelben 
Seite der Tangentialebene liegt wie die Kugel K. Fiir den Radius der 


Kugel darf jede positive Zahl < ;*, gewihlt werden"). 
Es sei nun P, ein Punkt auf S; wir beschreiben um P, die Kugel ®, 


_ (siehe oben). Ist 2, das oben eingefiihrte Ge- 
biet, so hat wegen |z(z, y)|< 2er*< 2co; in k,, wie man leicht sieht, 


_ > 3 in der Tangentialebene um 


P, ganz in Q. Platz. Beschreibt man dann mit / = * um den Punkt M, 
der Innennormalen in P, die Kugel K durch P,, so liegt K innerhalb &, 
und innerhalb des geraden Kreiszylinders Z, mit dem Radius o, und der 
Normalen in P, als Achse. Daher kann K von der Flache S héchstens 
den innerhalb von &, und Z, gelegenen Teil 2 treffen. Diesen trifit K 
aber nur in P,. Denn wegen (14) und w(r)=cr gilt fiir die Punkte 


mit dem Radius 9, < 


der Kreis mit dem Radius o,= 9,cos 


von 2 |z| < 2er*, und wegen 1< i kann K keinen anderen Punkt von 


Q treffen. Also trifft K die Flache nur in P,. K \a®t sich also von innen 
auf § abrollen. Analog folgt die Behauptung iiber das Abrollen der Kugel 
von auBen. 


**) Hat naémlich P, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Koordinaten (0,0, 0), 
P die Koordinaten (z, y,z), der Mittelpunkt M, von K die Koordinaten (0,0, @), 
20 bleibt F offenbar dann und nur dann auBerhalb von XK, wenn fir P+ P, 


z*+y*+(z—0)*>0* (o Radius von K), 
oder also, wenn 


z*+y*+2*>2oz, s< ahr? 
20 


ist. Vergleiche hierfiir auch W. Seidel, Uber die Randerz .ordnung bei konformer 
Abbildung, Math. Annalen 104 (1931), 8. 183—243, insbesondere 8. 214. 
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Satz 3. Es sei S eine geschlossene Jordanflache mit stetiger Normalen, 
und es mégen iiberdies die Richtungskosinus der Normalen der Bedingung 
|cosap —cosa¢p:|<cr, |cosfp —cosfp:'| Se-r, 

|cosy, —cosy,.|Ser, r=PP’ 


fiir irgend zwei Punkte P,P’ geniigen. Ist dann G(P,Q) die Greensche 
Funktion des Innern T von S, Q ein fester Punkt in T, so existieri 


26 (P) auf S und ist in T+ S mit Ausnahme des Punktes Q stetig**). 
DaB& 6 (P) fiir P auf § existiert, folgt sofort aus dem Satze 2, wenn 


(15) 


man beachtet, daB man wegen (15) in jedem Punkte von S eine die 
Flache von inner-(XK;) und eine von auBen beriihrende Kugel (X,) mit 
einem fiir alle Punkte P auf S festen Radius 1 >0 finden kann. Hat Q 


von S mindestens den Abstand g > 0, so kann und soll / = Min e= 4) 


gesetzt werden; dann liegt Q auBerhalb jeder Kugel K; und hat von ihr 
mindestens den Abstand £. Die Stetigkeit von °(P) in P+ mit Aus- 


nahme von Q ergibt sich sofort aus der Tatsache, daB die Randwerte 


aG 


von =~(P) bei Anniherung von P an den Rand lings der Normalen 


»gleichmaBig“* angenommen werden, in dem im folgenden Zusatz prizi- 
sierten Sinne: 

Zusatz zum Satz 3. He sei D der Radius einer Kugel, innerhalb 
deren die Flache S Platz hat, 9 der Minimalabsitand des Punktes Q von 8. 
Dann gibt es zu jedem e>0 ein d= 4(e,c, D,e), das nur von « und 
den Konstanten c, D, @ abhdangt, so da fiir alle Punkte P’ auf S und P 
auf der Innennormalen von S in P’ mit P’P< 6 

oe a | 
(16) 26 (Pp) —S2(P’)|<e 
gilt. 





Ferner gibt es eine nur von c, D, 0 abhdngige Konstante M, so daf 
auf 8 |°2| < y ist. 





**) Dieser Satz ist nicht neu, sondern in allgemeineren Siatzen der Potential- 
theoric enthalten. Vgl. hierzu: A. Korn, Sur les équations de |’élasticité, Ann. de 
L’Ecole Norm. Sup. (1908), 8. 9—75, den Enzyklopidieartikel von Herrn Lichtenstein, 
Konforme Abbildung und Potentialtheorie, 8. 248, Paul Lévy, Sur l’allure des fonctions 
de Green et de Neumann dans le voisinage du contour, Acta Math. 42 (1919), S. 207 
bis 267, und die kiirzlich erschienene Arbeit von Herrn Schauder, Potentialtheoretische 
Untersuchungen I, Math. Zeitschr. 83 (1931), S. 608—640, insbes. Satz IV (S. 635). 
In der Ebene wurde ein analoger Satz von Herrn Seidel in der in **) zitierten Ab- 
handlung, 8. 217 —226, bewiesen, und unser Beweis beruht auf dem gleichen Grund- 
gedanken wie seiner. 
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Beweis. Wie wir bereits vorher erwahnt haben, ist, unter G’(P, Q) 
die Greensche Funktion des AuBengebietes der in P’ die Fliache von 
auBen beriihrenden Kugel K, verstanden, fiir P in T 


G(P,Q)<@' (P,Q). 


Fir G'(P, Q) = Gp (1, #, y’) gilt nun fiir P auf der Oberfliche von K, 
die Abschitzung (12). Da S innerhalb einer Kugel vom Radius D liegt, 
kann die hier vorkommende Zahl RI 2D-+-21<3D (da 21< D a 


und ferner darf die Zahl 6, >> £ S- (wegen der obigen Wahl von i<4 
vorausgesetzt werden. Mithin st 
Gp-(l, 0’, o') S Gp-(1, 8, y) < AO” sin? 


= 9° 


Daher gilt 


2x "a 


= 1 p(t, 8’, 9’) 00 D* 
(17) m| {= a 08 5 d8'dg << ; -~@ (wo >0), 


0 0 ell 
so daB man die aes py des Integrals (17) o,() = 500 D* 
a ; ‘800 D 
4 p(4, 0’, ¢ ons 


™ 1 2 8002 D* 
und fiir das Integral Sat std A dd’ dg’ die Schranke —y 


eu sin? — 











wihlen kann. Man beachte, daB nach “der obigen Festlegung / nur von c 
und g abhingt. Hiernach folgt die Behauptung aus dem Zusatz 2 zum 
Satz 1, sowie der Bemerkung am Schlusse von § 2 mit 


9(9’, ') =Gp-(l, 8’ 9’), k=0 


und dem angegebenen Werte von m und der angegebenen Konvergenz- 


gg A 300 x D* : 
funktion w, (7). Fiir M darf offenbar —— gewahlt werden. 


§ 6. 
Ein Konvergenzsatz. **) 


Satz 4. Die geschlossenen Jordanjlachen S,, (m=1,2,...) médgen 
mit m—» co gegen die geschlossene Jordanflache S konvergieren**). Ferner 


*) Konvergenzsitze von allgemeinerem Charakter hat Herr Lichtenstein in der 
kiirzlich erschienenen Abhandlung: Uber einige Hilfssitze der Potentialtheorie IV, 
Ber. der Leipz. Akad. der Wiss. 82 (1930), S. 265—344, insbes. S. 330 auf ganz anderem 
Wege hergeleitet. Der vorliegende Beweis diirfte vielleicht wegen scines elementaren 
Charakters von Interesse sein. 

*4) Ist S eine geschlossene Jordanfliche, ¢ >0 eine beliebige Zahl, so beschreiben 
wir um jeden Punkt P von S die Kugel mit dem Radius «. Die Vereinigungsmenge 
der Innengebiete dieser Kugeln soll als ,,e-Umgebung von S“ bezeichnet werden. Die 
geschlossenen Jordanflichen S,, konvergieren gegen S, soll dann bedeuten: fiir jedes 
#> 0 liegen fast alle 8, in der e-Umgebung von S. 
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mégen 8S, und § stetige Normale besitzen, und es gelte dartiber hinaus 
fiir die Richtungskosinus der Normalen in je zwei Punkten P, P’ einer 
jeden Flache S,, resp. S mit der gleichen. Konstante c > 0 


|cosa@p —cosap'|<ecr, |cosBp—cosfp:'|<er, 
| cos y, — cosy,,| Ser, r= PP’. 
Q sei ein in dem Innern T., aller S,, und dem T von S gelegener Punkt, 


G,, (P,Q) resp. G(P,Q) die Greensche Funktion von T,, bzw. T mit dem 
Aufpunkt* Q. Dann konvergieren gleichmafig in T,-T, P+Q 


G,,(P, Q@) + G (P, Q), oP, Q)— S (P,Q). *) 


Beweis. a) Zunichst bemerken wir, dab es zwei feste positive 
Zahlen K und y gibt, so daB fiir alle Punkte P’ auf S,, (fiir alle m) 


a 


resp. S und alle P auf der Innennormalen in P’ mit PP’ <7 
(18) |@,(P, Q)|=|@,(P, @) — @,(P’, Q)| << K-PP’ 
bew. |G(P,G)|=|G(P,Q)—G@(P’, Q)|S K-PP’ 

gilt. Da namlich S beschrankt ist und die Flachen S, im Endlichen ver- 
laufen und gegen S konvergieren, gibt es eine Kugel mit dem Radius D, 
die alle S, und S enthalt. Ferner gibt es ein 9 > 0, so daB die Kugel 
mit dem Radius 9 um Q dem Innern aller 7,, und dem von 7 angehért. 
Nach dem Zusatz zum Satz 3 gibt es daher ein nur von c,o,D ab- 
hiangiges M, so daB fiir alle P’ auf S, bzw. S 

| 0G, ’ eG ry | 

Srp’) (<M, |S (P')| <M 
gilt. Aus der Behauptung (16) dieses Zusatzes folgt weiter die Existenz 
einer Zahl » > 0, so daB fiir die oben genannten P mit PP’ < n 

|%=(P)| <2M, sat, |<2m 


{| on 


gilt. Nun ist 


G,, (P,Q) — G,,(P’; af: Fe ( )ds, 
od 


wo <= (8) die im Punkte s auf der Normalen in P’ in Richtung der 


Innennormalen in P’ gebildete Ableitung von G, (P,Q) bezeichnet und 





*) D. h. zu jedem «>0 gibt es ein nur von «, nicht aber vom Punkte P ab- 
hangiges m,=m,(e), so daB fiir alle m>m, und alle P im Durchschnitt 7,-T 
von T, und T 


|G, (P)—G(P)|<e, Fe (PIF) Se 


gilt. 
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von P’ nach P — dieser Normalen integriert wird. Wegen 


Sz (s)| SSE (e)<2M—K 


folgt hieraus die erste cd die zweite ergibt sich analog. 

b) DaB nun G, (P,Q)>G4(P,Q) in 7, T, P+Q gilt, ergibt sich 
nun so: Es sei e >0 vorgegeben. Es gibt bekanntlich eine geschlossene 
Jordanflache, welche ganz in T liegt und den Punkt Q sowie alle Punkte von 
T im Abstande > + von S fir 5 = Min (n, oR) im Innern enthilt. S* sei 


eine solche Flache. Wir wahlen m, so groB, daB alle S, mit m>m, S* 
im Innern enthalten und da8 ferner alle Punkte von 7. im Abstande > 6 
von S, im Innern von S* liegen. Ist nun P ein auBerhalb von S* oder 
auf S* gelegener Punkt von 7, 7, so ist nach (18), da sein Abstand von 
S,, bzw. S< 6d ist, 
IG(PMi<z |4(PQi<z. 

also 
(19) 1G (P,Q@)-—G(P,.@)|\Se, meam,. 
Da nun die Differenz G,,(P, Q@) — G(P, Q) eine im Innern von S* regulire 
harmonische Funktion ist, so gilt nach dem Satze vom Maximum (19) 
auch im Innern von §", also fiir alle P in T,, T, w.z.b. w. 

Insbesondere folgt hieraus bekanntlich**), daB in ay ganz in T 


enthaltenen Teilbereich R von 7, P+Q, on (P)> 0 (P) konvergiert. 
c) Um nun die gleichmaBige sasiliie von 200 (p) in a T, P+ Q, 
zu beweisen, setzen wir zur Abkiirzung = Gm (p) ~9.(P), 20 (P) )=(P) 








%) Zuniachst folgt bekanntlich [siehe z. B. O. D. Kellogg, Foundations of Potential 
Theory (Julius Springer, Berlin 1929, S. 248f)}, daB es zu jedem e> 0 ein m,(¢, R) gibt, 
so daB fiir alle P in R, P+ Q und alle m=™m, 

| 0G, 6G| _ é 0G, <ls4 |aG,,_@@| 
= y > oy 


, | Se 
| Oz oz |= 3 | éy 


| az ~oz |= 


‘ aG _, Ge |. #' e ., OG , 
— = ——_— < — — 
gilt. Ist nun = (P)=0, so ist = (P) ) 8 9 ey ist = (P)+0, so ist 
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und bemerken zunichst: Nach dem Zusatz zum Satz 3 (vgl. auch den 
Anfang unseres Beweises) gibt es zu jedem ¢>0 ein d(e), so daB fiir 
irgend zwei Punkte P, P’ mit PP’ < 4(e), P’ auf S,, resp. S, P auf der 
Innennormalen in P’ 


(20) \n(P’)—Pa(P)| Se, |e(P’)—(P)|<e 
gilt. Dabei hangt 4d(¢) nur von c, D,o@ ab, wobei diese Konstanten die 


in der Formulierung des Satzes bzw. am Anfang des Beweises genannte 
Bedeutung haben. Entfernt man aus 7' das Innere der Kugel k um Q mit dem 


Radius 4, so ist p(P) in 7 +S —k& stetig und daher gleichmibBig stetig. 


Wir wollen annehmen, daB 6(¢) auch schon so klein gewiahlt ist, daB die 
zweite der Relationen (20) fiir irgend zwei Punkte P, P’ in T+-S—k 
gilt. Dieses 5(e) hangt dann nur noch von c, D, 0, k und der Flache S, 
jedenfalls aber nicht weiter von den Flachen S,, ab. 

Bekanntlich gibt es nun fiir ein passendes o >0 eine duBere (S,) 
und eine innere (S;) ,,Parallelflaiche* von S im Abstande o von S, d.h. 
zwei geschlossene Jordanflichen, die entstehen, wenn man von jedem 
Punkte P’ von S die Strecke o auf der Innennormalen bzw. AuBennormalen 
von P’ aus abtrigt. Wir denken uns diese Flachen konstruiert fiir 


1 e o i 
6<G%5)) 8<p F<@ 

wo | der Radius der Kugel ist, die man unter den Annahmen des Satzes 
lings S,, und S abrollen lassen kann. Sodann wihlen wir m, so grob, 
daB bereits alle S,, mit m=, innerhalb des von S,; und S, begrenzten 
Gebietes liegen. Da nach der oben gemachten Bemerkung in S; y,, (P) => (P) 
konvergiert (P + Q), so brauchen wir nur noch die gleichmaBige Konvergenz 
in den Punkten P von 7. 7 zu beweisen, die auferhalb von S; liegen. 

Es sei nun P ein solcher Punkt, P’ der ihm zunichst liegende Punkt*’) 
auf §. P liegt dann auf der Innennormalen n von S in P’. Ist P” der P am 
nachsten liegende Schnittpunkt von n mit S,, so ist P”P<o< io (5) 
und somit 
(21) |p(P)—~(P")| <5- 

Es sei P,, der P zunichst liegende Punkt**) von S,, so daB also P 
auf der Innennormalen von S,, in P,, liegt. Auf dieser werde von P,, aus 
die Strecke P,,P, = 30 abgetragen. Der Punkt Py hat dann von der 





*) Da PP’ <1 ist, berihrt die Kugel mit dem Radius PP’ um P 8 nur in P’ 
und liegt sonst in ihrem Innern. Daher gibt es nur einen dem Punkte P zunichst 
liegenden Punkt von 8. 

**) Vgl. die FuBnote *’). 
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Fliche S,, den Abstand 3c, da wegen 30</ die Kugel mit dem 
Radius 30 um P,, die Flache S,, nur in P,, beriihrt und sonst in ihrem 
Innern verlauft. Daher liegt P,, im Innern von S,. Wegen 


Pi P<20< 5(5) und Py P, =30< 5(=) 


gilt 
Pu(P)—%n(PIISE>  |ou( Po) — Pu (PSS 4 
und somit 
(22) | a(P) — %, (Pax)|Sz- 
Ferner gilt fiir m > m, (}: 6), da ws dem Innern 7, von S, angehért, 
wegen der gleichmaBigen Konvergenz von y,,(P)—(P) in 7, 
(23) | Pu (Px) — P(Pm)| Sz 


SchlieBlich bemerken wir, daB 
PLP” < PUP + PP” <30+0=40<8(5) 
ist, und da8 daher (wegen der Stetigkeit von »(P)) 


é 


(24) |\e(Pa)—e(P")|S5 
gilt. Somit ist wegen (21), od (23), (22) 
|? (P) — a (P)| Sl e(P) — e(P")| +1 e(P") — ¥ (Pa) 

+1 9(Pa) — Pm (Pa) | +1 Pm (Pm) — Pm (P)| 
fiir m > Max(m,, m,) = M(e). 


lA 


(Eingegangen am 5. 11. 1931.) 








Uber beschrinkte analytische Funktionen und die 
Randverhiiltnisse bei konformen Abbildungen. 


Von 


C. Visser in Sliedrecht (Niederlande). 


Bei einer Beschaftigung mit der Frage nach dem Verhalten von kon- 
formen Abbildungen eines Gebietes in der Nahe des Randes ergaben sich 
einige Siatze iiber beschriinkte analytische Funktionen, welche ich in der 
vorliegenden Arbeit darstelle. Der erste Teil der Untersuchung handelt iiber 
eine gewisse Klasse von in einer Halbebene definierten analytischen Funk- 
tionen. Im zweiten Teil wende ich die im ersten Teil bewiesenen Sitze an 
bei der Betrachtung konformer Abbildungen von Jordanschen Gebieten auf 
das Innere eines Kreises in der Nahe eines Randpunktes, in welchem der 
Rand eine Tangente besitzt. 


Erster Teil. 
§ 1. 


Es sei die Funktion u(z)=u(z+ yi) fir z>0 harmonisch und 
beschrankt. Dann ist bekanntlich fiir jedes z mit z > 0 
(1) u(z) = - 


- fun dt 


mit y = are tg—, wo u(t¢) der in allen Punkten ti, auBerhalb einer 


gewissen Nullmenge, bei geradliniger Annaherung existierende Grenzwert 
lim u(z) bedeutet. 


zt 


Die Funktion Y ist harmonisch fiir x > 0 bei jedem festen ¢ und hat 


als konjugierte Funktion . mit @=|ti —z|. Es folgt, daB bei jedem 


v, (3 


to 
—_€ 
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festen b die Funktion 
b 
u, (z) =: | u(ti) Sat 


harmonisch ist und daB die Funktion 


» 


b 
-, 1 de 
b 


zu ihr konjugiert ist. Es folgt aber nicht, daB eine zu u(z) konjugiert- 
harmonische Funktion darstellbar ist durch 


x J ulti Sat 
weil sogar die Konvergenz dieses Integrales nicht zu bestehen braucht. 
Trotzdem 1a8t sich eine in allen Fallen giiltige Integraldarstellung fiir die 
zu u(z) konjugierten Funktionen ableiten. Es gelingt dies in folgender 
einfacher Weise. 


, - £2 1 ree 
Ebenso wie rT ist fiir z>0O die Funktion - ae — > bei jedem 


festen ¢ zu ~ konjugiert. Daraus folgt, daB fiir jedes b> 1 die Funktion 


-1 


P l af 3 1 1 "1 O¢ 
wand fan[ht—Farst fo u(ti)- ~ oq t+ - fi (te) ) er dt 


konjugiert-harmonisch ist zu 
b 
u,(z) = . fucas “dt. 


—b 


Aus der Beschrinktheit von u (tz) ergibt sich leicht die gleichmaBige Konver- 
genz von u,(z) und v,(z) in jedem beschrankten Teilbereich des Gebietes x > 0 
fiir b —- oo. Es folgt, daB eine zu u(z) konjugiert-harmonische Funktion v (z) 
bis auf eine additive Konstante darstellbar ist in der Form 


—1 1 


19 ey flée 1) ml -, 1 do d -\; 1 Go 
) . ah ° b { Ae 
(2) v(z)= = u(t#)| > = — Farts fu(est ae4e fucesyit 


—o@ —1. 1 


~ 


Analoge Verhiltnisse liegen vor, wenn u(ti) eine auf der imaginaren 
Achse beliebig gegebene, reelle, beschrinkte, in jedem endlichen Teilintervall 
integrierbare Funktion ist und u(z) fiir 2 >0 definiert wird durch (1). 
Eine zu u(z) konjugierte Funktion wird dann dargestellt durch (2). 
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In beiden Fallen besteht der bekannte, im folgenden zur Anwendung 


kommende 


Satz 1. Hat u(tt) fiir t—-—co und t-—-+ 0 einen Grenzwert l, 
dann ist in der ganzen Halbebene u(z)—>l fiir z—- oo. 


Der Beweis ist einfach und wird ohne Miihe mit Hilfe von (1) gefiihrt. 


§ 2 

Es sei die Funktion f(z) = f(2-+y#) fiir > 0 regular analytisch; 
f(z) verschwinde in keinem Punkte, und es sei irgendein willkiirlich ge- 
wahlter Zweig von argf(z) beschrankt: | argf(z)| < G. 

Die Entwicklungen in § 1 sind dann giiltig fiir die harmonische Funk- 
tion argf(z) und die zu ihr konjugierte Funktion —log f(z)|. Es ist 
also fir z > 0 


(3) arg f(z) =— f arg r(ti) ar, 
~1 1 
1 [1 de 1 1 tl 
(4) log f(z) = aa f arg (ea) (4 3 —zlat—- fore r(ea) + $8 at 
—@ =i 


1 ’ tomts eo 
— =| arg f(ti)(> 5° —T]ar+K, 


2 
1 


worin y = arc tg< 4, o =|tt—z!/ und K eine reelle Konstante bedeutet. 


argf(tt) ist der auBerhalb einer Nullmenge bei geradliniger Annaherung 
existierende Grenzwert lim argf(z). Fiirs Folgende ist es niitzlich, in den 
z->ti 


Punkten t7, wo argf(t?) nicht definiert ist, zu setzen: argf(t?) ==, falls 
t>0 und argf(ti) = — =, falls t<0. 
Aus (4) folgt 


Satz 2. Es tst fir y beschrankt (12 < M) und z--+ co gleichmafig 
jz] 
(5) log| f(z) | = bf mele —serit) ag 4 O(1). 
1 
Beweis. Zuerst ist fiir z—» co 
6e@ 
5, at—0. 


“ 1 fag f(t#) 


Ul 
e 
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Weiter gilt fiir =| <M 


=) oc @ 
1 1 ée 1) -G | 1 de 1 | _@ | t—y 1 
# fre (¢8) gat tt at\<@ |i; “Fj s l+G-y #|F 
z z jz| 
“+? 
y oo 
G {1 i—g  \ ,@ (f__t-y 1 
i. J \t 70—-y) * j \x*+(#—y)* 7) at 
Ve+y* ery 
Gril Qu*+2y*—Qypx*+y? 1 22+ y?) 
se 


<2 [5 log(2+2M*—2MV1+M*) +5 


Ebenso zeigt man 
—\z 


1 fl do 1) / 
— = f org r(riy( 2 26 — ? dt == O(1). 


4 


Weiter ist, wie man leicht nachrechnet, fiir beschrankt und z— co 


-1 


i . arg f(ti)- 5; at = O(1), _ : arg f(ti)- i dt = O(1), 
also ist fiir 2 beschrankt und z— co 
z| -1 
log | f(z)! = a) se at + J= peat tow 
a 7 
— [ seGaces f—#) 944 O(1). 


a 


Satz 3. Ist noch arg f(t) — arg f(— ti) +a fiir t — oo, 80 ist in 


jedem Winkelraum # <M gleichmafig fiir z — 


log f(z) _. 4 
log z , 





Beweis. Es seie>v. Es gibt eine Zahl R>1 so, dab 


arg f(ti) — arg f(— ti) =2+98,e (|0,! <1) 


fiir alle t> R. Also ist fir |“) < M und |z|> R nach (5) 
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R \2| z 
log | f(z) a 1 f melt) erg Hot gy 4 1 f sary 1 {tae + 00) 
1 R R 
6-2G-R | . ; : ; 
= ——— + log|z| — log R + Oe log|z — 0 log R + O(1) 
mit |6| und |6’|<1. So daB 
log |f(z)|__—«s« @-2G-R 11 log R 1 0’'e—O6'e log R- Ol) 
log |z| ss log |z| ' log |z| | log | z| log |z | 


=1+ 26% (|0”| <1) 
fiir |z hinlanglich groB. Endlich ist fiir z+ co 


log f(z) _ log f(2)| also 08 (2) _. 4. 

log z log |z| log z 
Eine logarithmische Transformation gibt den 
Satz 3°. Ist f(z)=/{(x+yi) im Streifen |y|< z 
abgeschlossenen Streifen \y| < 3 stetig, ist Yf(z) beschrénkt und ist 
Sf(z+ 


jedem Teilstreifen \y|<% —d (8>0) © +1 fiir z+ +00. 


regular, im 


3 i) — ¥ Fla —s i) —a2 fiir x—-co, dann ist gleichmafig in 


Satz 4. Hs set arg f(tt) + — 3 fiir t—+- —oo, arg f(ti) — _ fiir 


t—-co und es sei OS a< = Dann ist gleichmafig fiir alle » mit 
P| Se 


| 9)! - 
fe 4 inne fir r— oo. 
Beweis. Es ist nach (4) 
— ; 
log mo ’| = log | f(r e**) | — log| f(r) 


@ 
a ae oe t—rsing 7 
= f arg f(t*)| aoa ar rip 18 Ortsing |? 


—c& 


| 
| 


Ist fiir? >0 arg f(t#) = 
so darf man weiter setzen 


@ 


\f(re*’)| 1 samt 8 t—rsing 7 
log ei or w(t) | aA dt. 


r*4+¢2—2ritsing | 


“ + (td), fiir 1< 0 arg f(tt) = —5 + u(tt), 


Es sei nun ¢>0. Es gibt eine Zahl R so, daB {u(ti)| <e fiir 
\t} > R. Fir r hinlanglich groB ist 
K 


: f__é t—rsing 7 
|x eee ee <e. 
-R 
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Weiter ist fir r>R 


co 








| @o 
1 2 t¢—rsing } t—rsing 
x Ce <+]| ae ar + ¢#?—2résing | dt 
R R 
r 
ae _t t—rsing | t—rsing _ t 
~!{lata- r?+ ¢2- —tridng|* + “fl; ?+ #?—2résin p — papa | at 
R 
8 r>—re? 8 ré?—r8 
Ss a hacmire —Grtsin ay? ; ae 
R r 
dt dt / 
<= f ee of - f —— —; < Ae (A konstant). 
ax Jr(l1—sin* a) x r* cos? a + (t—r) / 
R r 


Eine analoge Abschatzung gilt fiir das Integral von —oco bis —R. 
Es ist daher gleichmaBig fiir alle » mit |\y|<« 


lo f(re?") —0 also | ree | 


fir) < Fir) —1 fir r—-oo, 


Aus den Voraussetzungen des obigen Satzes folgt nicht, da fiir 
# beschrankt der Quotient 40. fiir z—+ co gegen einen Grenzwert strebt. 
Mit Hilfe von (5) kann man niamlich leicht Beispiele von Funktionen 
geben, die den samtlichen Voraussetzungen des Satzes 4 geniigen und wofiir 
ie auf keinem Halbstrahl in der Halbebene x > 0 einen einzigen Grenz- 


wert besitzt. Am Ende des zweiten Teiles kommen wir darauf naher zuriick. 

Es gilt aber der 

Satz 5. Hrfilli f(z) die Voraussetzungen des Satzes 4 und gili 
auBerdem eine der beiden folgenden Annahmen: 

a) Es gibt eine Zahl T so, dap argf( (ti) <= 5 fir t>T und 
arg f(ti) > —3 fir t< —T, 

b) Es gibt eine Zahl T 80, dap arg f(ti) > 5 fir t>T und 
arg f(tt)< 5 fiir t< —T, 
dann ~ in jedem Winkelraum | - | <M< © gleichmafig der Grenz- 
(2 


wert lim Dieser Grenzwert ist im Falle a) endlich und dann positiv 
z-~2 


oder Null, im Falle b) unendlich oder endlich und dann positiv'). 


1) Im Falle a) steht dieser Satz bei J. Wolff, Comptes Rendus de l’Ac. des Sc. 
de Paris 188 (1926) S. 500—502; E. Landau und G. Valiron, Journal of the London 
Math. Soc. 4 (March 1929). 


Mathematische Annalen. 107. 3 
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Beweis. Es sei u(t#) arg f(tt)— = firt>0, uw (tt) = argf(t?)+— 
fiir ¢< 0. 
Fiir z = x positiv ist nach (4) 


log M)| _ hog f(x)| —log|z 
-1 1 
1 af 8 1) 1 , t 
- a f n0)[at—a-3 dt —  fu(ti) ata dt 
— co -1 


co 


1 ar. = _— 
= fucals wT = ; | at + K. 
1 
Das zweite Integral strebt fiir s—+ co gegen Null. Zusammennehmung 
des ersten und dritten Integrals ergibt also 


log MS) * {fu (ts) — p(—t8))[2 a serene O00) + K. 


x t z*+ et?) 


1 
Im Falle a) ist uw(tt#)— w(—tt)<0 fiir t>T7, im Falle b) ist 
u(tt) — w(—tt)>0 fir t>T7. Es folgt daraus, daB bis auf einen Term, 
g ft) im Falle a) abnehmend ist, 
| | 
wenn zx wichst, im Falle b) zunehmend. Es hat also log |“) itz) 


der fiir z—+co gegen Null strebt, 'o 


, also 


fir z—+co einen Grenzwert. Aus Satz 4 folgt, daB fe) diesen Grenz- 
wert gleichmaBig in jedem Winkelraum - < M besitzt. Anwendung des 


Satzes 1 auf die harmonische Funktion arg f(z) — argz gibt 
arg /‘*)_. 9 fir z—-oo, 
woraus die weiteren Behauptungen unmittelbar gefolgert werden. 
Satz 6. f(z) erfiille die am Anfang dieses Paragraphen erwdhnten 
Voraussetzungen. Dann ist fiir x > 0 


f(z) 1 paelde 


f(z) at J (28s 


(6) :.. 


Beweis. Es ist 
log f(z) = log | f(z) | + ¢arg f(z). 
Nach Einsetzung von (3) und (4) und Differentiation entsteht (6). 


Satz 7. Ist argf(ti)—- —— fiir t+ —co, argf(ti)—+ = fiir tov, 


dann ist in jedem Winkelraum | 2 |< M < co gleichmafig 
f*(z) . 
7(2) —1 fir z-oo. 
a 


a. 
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Beweis. Es sei e>0. Es gibt eine Zahl R so, dab 


arg f(tt)= = +4 6,< firt>R, argf(ti ~+6,e fir t<—R (|0,)< 1). 
Nach (6) ist 
R 1 R R 
"(2 z 2 2 60 os y f(t 
i f dt + J t.o4 = (are f(t) a, 
f (2) at (z—ti)* a z—ti)* aty (z—ti)? 
. 4 as —R 
7 
Fd 2 z F 6,¢ 
—~—dt+ =, | dt 
nt (z— tt) uty (z—ti 
R R 
-R 
] z Ge \z dt O° 2RG\z 1 z 
~ 22+Ri x J xz*+(y—t) xv 2z—Ri 
0” e z f dt 
a i z*+ y t 
mit |6|, |6’| und |@”|<1 Im Winkelraum . < M ist dies fiir |z| hin- 
langlich groB =1+0” Ae (|6”|<1, A konstant). 
Satz 8. Es sei f(z)=f(x-+ yt) fiir x>0 reguldr, f(z) — fiir 


z— co. Es bestiize f(z) im Punkte z = co eine Winkelderivierte 4 (welche 
. ° ° . ° - y . . 
auch unendlich sein darf), das heiBt: in jedem Winkelraum ~|& M<nx 


, : ia. ae — ; . 

tst gleichmapig AS —i fiir z—- co. Auferdem existiere der Grenzwert 
, ‘(z) : 
lim arg f > 


z-<« 


Null und unendlich verschieden ist). Dann ist gletchmdBig in jedem 


in jenem Winkelraum (was stets der Fall ist, wenn 4 von 


> y . , 
Winkelraum |=|< M< oo f'(z)—A, sogar 
a — 


*(2) ss ° 
FA —1 fir z—c.*) 


Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei lim arg [t2) == 0 


7 


angenommen. Es sei M< M’'< =. Wiederum bedeutet es keine Be- 


schrankung, wenn vorausgesetzt werde, daB f(z) im Winkelraum < M’ 
nicht verschwindet und daB arg f(z) da beschrinkt ist. Es sei 
2 are tg M' 2 are tg M’ 


zga2(f)=¢ * 5 tr a 1) 


*) Fir 4+0 und +00 kommt der Satz vor bei: G. Valiron, Sur un théoréme 
de M. Julia étendant le lemme de Schwarz, Bulletin des Sciences math. 53 (1929), 
8. 70; L. Ahlfors, Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung und der ganzen 
Funktionen, Acta Societatis Scientiarum Fennicae (Nova Series A) 1, No. 9, S. 28. 


8* 
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und fiir RE >0 


»(¢) =[r{2(s)}] 
Auf die Funktion y(¢) kénnen wir Satz 7 anwenden. Es ist also fiir 


jarg¢| < ry <tr arc tg M 
: 9’(¢) 
ft om 


Zuriicktransformiert ergibt dies 
- f(z) 
Jim f (z) 

; z 


=1 fiir |argz| < arctg M. 


Zweiter Teil. 
§ 3. 


Es sei I’ eine einfache geschlossene stetige Kurve in der komplexen 
Ebene. Im Punkte £8 von I" besitze I" eine Tangente 1, das heiBt: Es gibt 
eine Gerade / durch £ mit der Eigenschaft, da8, wenn l’ und 1” zwei 
andere, von / und voneinander verschiedene Geraden durch f sind, es eine 
Umgebung von f gibt, deren Punkte, insofern sie zu I" gehéren, in den- 
jenigen zwei von 1’ und I” gebildeten Winkelriumen liegen, in denen 
auch / verlauft. 

Durch die Funktion g(¢) werde das Innere des Einheitskreises |¢| = 1 
auf das Innere G von I" konform abgebildet. Nach einem bekannten Satz 
von Carathéodory laBt sich die Funktion y(¢) auf |¢'=1 so definieren, 
daB sie eine eineindeutige stetige Abbildung der abgeschlossenen Kreis- 
scheibe |¢|< 1 auf das abgeschlossene Gebiet @ +- I” vermittelt. 

Es sei y(«)= 8. Der Einfachheit halber nehmen wir an — und das 
bedeutet fiir das Folgende keine Einschrinkung —, daB « = 6 = —1 ist 
und daB die Tangente / senkrecht auf der reellen Achse steht. 

Wir machen die Transformation 


= 


(7) 


C+l=—-, 

wodurch die Kreisscheibe |[! <1 schlicht abgebildet wird auf die Halb- 
ebene fiz >0. Dem Punkt ¢ = —1 entspricht der unendlichferne Rand- 
punkt der Halbebene. Es sei ferner fiir Rz> 0 

2 


. 2 
(8) fs) = Seayei ~~ 73-1 
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Die Funktion f(z) ist eine solche, wie wir in § 2 betrachtet haben. 
AuBerdem gilt fiir reelles t 

. e a . ° nu 

_jim arg f(tt) =z, jim, arg f(tt)=—Z. 

Wenden wir den Satz 1 an auf die harmonische Funktion arg f(z) — arg z, 


so folgt 
argf(z)—argz—-0 fiir z—+co. 


Das ergibt im Kreis |¢|< 1 fiir die Funktion (¢) 


arg{ (¢) — 6) — arg[t — «] = arg[p(¢) +1) — arg (¢ +1] +0 
fir (a= —1. 


Die Abbildung ist mithin in « und f winkelireu*). 


o 


§ 4. 


Mit Hilfe der in § 3 ausgefiihrten Transformation leitet man leicht 
aus den Satzen 3, 4, 5 und 7 Sitze ab, die einen Einblick geben in die 
Verhiltnisse, die in der Nahe von « und # bei unserer Abbildung herrschen. 

Die Abbildung hei®e in « und § konform, falls bei Annaherung an « 
innerhalb jedes Dreiecks, das « zur Ecke hat und sonst ganz im Innern 
des Einheitskreises liegt, der Grenzwert 
(9) lim w (0) B =; 
existiert und einen von Null und unendlich verschiedenen Wert besitzt. Die 
Zahl 4 heiBt das Vergréferungsverhdlinis der Abbildung im Punkte ¢ = «. 

Es braucht aber die Abbildung in den Punkten a und # gar nicht 
konform zu sein. Einfache Beispiele mit 4 = © und 4 = oo sind leicht zu 
erbringen*). Sogar braucht der Grenzwert (9) nicht zu existieren, wie ich 
im folgenden § 5 nachweise. 

Aus Satz 7 folgt mit Hilfe der Transformationen (7) und (8), daJ, 
falls der Grenzwert (9) existiert, gleichviel ob er endlich, Null oder Un- 
endlich ist, bei der angegebenen Weise der Annaherung an « auch 


lim g’() = 4 
und daB in allen Fallen 


hin 
roe o( ay =} 
——- 


*) C. Carathéodory, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, 8. 38—41. 
*) Siehe Carathéodory loc. cit. *), 8. 51. 
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In zwei wichtigen Fillen, namlich wenn f eine Konvevitdtsstelle oder 
eine Konkavitdtsstelle von I" ist, existiert der Grenzwert (9). Das geht 
unmittelbar aus Satz 5 hervor. 

Eine Konsequenz des Satzes 4 ist: wenn saimtliche Punkte eines Drei- 
ecks D, auBer dem in z= a liegenden Eckpunkt, dem Innern des Ein- 
heitskreises angehéren, dann nehmen die Bilder von in D liegenden Kreis- 
bégen mit Mittelpunkt in « 
bei abnehmendem Halbmesser 
mehr und mehr die Kreis- 
bogengestalt an. Die Bilder 
von Kreisbégen mit unendlich- 
kleinem Radius, die im Innern 
des Einheitskreises um «@ be- 
schrieben werden und deren 
Endpunkte auch im Kreis- 
innern liegen, sind also wieder solche um #. Es sei bemerkt, da dies un- 
abhingig von der Existenz des Grenzwertes (9) gilt. Es ist ja bei jeder 
winkeltreuen Abbildung der Fall. 





- 


§ 5. 
Beispiel. Der Grenzwert (9) braucht nicht zu existieren. — 
Es bezeichne G das _,,Streifengebiet“: 





y >; fir z<0, 
1 = 1 
y|\<gte2 fir 0<2zg5, 
ye oe a at 
¥i< gts fie 5 <2zg2°, 
2 (aetgdg Ve) et 
- +1 2" \ Qn" gn+i / n+ 
Fist 1)" i i - 
Qn gavrt 
@ a 1 1 
fiir a <960" +—+—5 (n =1,2,...), 
y\< (8) me 246.4 cee 
= gn+t 9" pnt. 
(wn =1,2,...) 


Es sei w=u+vi=w(z)=w(z-+yi) die Funktion, welche G 
konform abbildet auf den Streifen | v| < +, derart, daB fir r—++0, 
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u-—++oo. Auf die Funktion w(z) wenden wir zwei Ungleichungen von 
Ahlfors®) an. 

Ist 6(2) die Lange des Stiickes, das die Gerade Rz=—2 mit G ge- 
meinsam hat, so folgt aus der ersten Ungleichung, daB 


(10) u(x) — w(0) 2 fis —4 4, 


wenn nur 
z 


dz 
To 
f (z)~ ~ 
0 
und aus der zweiten, daB8 


(11) v(a) —u00) $f f+ Q, 


wobei Q in unserem Fall (wie unmittelbar aus der Beschaffenheit des Randes 
von G hervorgeht) eine Konstante bedeuten darf. 

Es sei nun in (10) x =2° ". Aus der Gestalt von @ ergibt sich dann 
leicht 








9 2n qin a2n-1 |] 
9° —_ "a a ~s 9° 
u(2° )—2 u(0)>2 5 
qin qa@tn-—1 1 1 l 92 los 
+ {2° aif? "saa. " Settee "+ oo fiir n-—-co. 
2° 2 _ 
gen 
qaitin+1 
Weiter folgt aus (11) fir += 2° . 
P Qn+1 9 2n+1 gin 
s(3* )-—2" u(0)<2* "2 
es qe. ar ~—.) —, — Pe ee a al 
2 @n+1 
gee gtati/ 
gin+i 


fir n—-oo. 


Also hat fiir x—+oo die Differenz u(x) — 2 keinen Grenzwert. Mit 
Hilfe einer einfachen Transformation folgt daraus leicht, daB in § 4 der 
Grenzwert (9) nicht zu existieren braucht. 


5) L. Ahlfors loc. cit. *). 


(Eingegangen am 17. 10. 1931.) 








Untersuchungen iiber schlichte Abbildungen. 


Von 
Arnold Marx in Spetzgart bei Uberlingen (Bodensee). 


Die Forderung, daB eine im Innern des Einheitskreises (E.K.) regu- 
lare Abbildung 


(1) f(z) =2+>d'e,2" 
n=2 


schlicht sei, unterwirft bekanntlich den Verlauf der Funktion und ihrer 
Ableitung Beschrankungen, die ihren Ausdruck in den Koebeschen Ver- 
zerrungssatzen finden’). Die geometrische Bedeutung dieser Sitze ist be- 
kannt. In der vorliegenden Arbeit wird auBer den schlichten Funktionen (1) 
selbst der Wertevorrat gewisser anderer mit diesen nahe verwandter Funk- 
tionsbildungen untersucht, insbesondere der im E.K. gleichfalls regularen 
(aber keineswegs notwendig schlichten) Funktionen 

9) z _ n 

(2) Tay > | +S d,2 ; 

eine Fragestellung, die u. a. auch zu geometrisch interessanten Resultaten 
fiihrt. Ihre Ubertragung auf Funktionen, die den E.K. sogar sternjérmig 
in bezug auf den Punkt f(0) bzw. den E.K. konvex abbilden, fiihrt zu 
weiteren und teilweise scharferen Ergebnissen. 


I. Abschnitt. 


Inhaltsiibersicht. 


Wir bezeichnen im folgenden mit © die Gesamtheit der im E.K. re 
gularen und schlichten Funktionen der Gestalt (1); 


*) Vgl. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, zweite Auflage 
(Leipzig u. Berlin 1931), 8S. 71—83. Dieses Buch wird im folgenden kurz ,B.“ zitiert. 
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mit St die Teilmenge von © der Funktionen, die den E.K. in bezug 
auf den Punkt f(0) sternférmig abbilden; 


~ 


mit & die Teilmenge von © (aber auch von Gt) der Funktionen, die 
den E.K. konvex abbilden. 

Unter einer Funktion f(z) wollen wir, sofern nichts anderes gefordert 
wird, stets einen Reprisentanten der Klasse © verstehen, ebenso denken 


wir uns z bei Fehlen anderer Festsetzungen auf den offenen E.K. |z|<1 
beschrankt. 





Setzen wir 
2) ae. er. — n 
(3) H(s)— 7 1+ 24s : 
so folgt bereits aus den Ungleichungen 
|2| |z 
{4 = ee) a 
) ath <inyis el 


des Verzerrungssatzes*), daB die Ungleichungen 


(5) 0< |u(z)|<4 
gelten. 

Wir bezeichnen ferner mit Gz(r) (bzw. Ge:(r), Ge(r)) die kleinste 
Menge der komplexen Ebene, die den gesamten Wertevorrat der Funk- 
tionen u(z) fiir |z| << r<1 enthialt, wenn r fest ist und f(z) samtliche 
Funktionen der Klasse S (bzw. St, %) durchlauft. Die Vereinigungsmenge 
der Gz(r) (bzw. Gar (r), Ge(r)) fiir alle r <1 sei mit Ge (bzw. Ge, Ge) 
bezeichnet. Es ist dann zunichst klar, daB fiir jedes r die Menge Ge,(r) 
in Ge(r), Ge(r) in Ger), also auch, daB Ge, in Ge, Ge in Ge ent- 
halten ist. Eine weitere triviale Eigenschaft der Mengen © ist ihre Sym- 
metrie zur reellen Achse. Sie folgt daraus, daB mit f(z) stets auch f(z) 
zur Klasse © (bzw. St, ®) gehért. 

Wir versuchen, die Gebiete (daB es sich um solche handelt, ist auch 
ohne die folgenden Ausfiihrungen leicht einzusehen) % abzuschatzen bzw. 
zu ermitteln und erhalten dabei die folgenden Resultate: 


Satz A. 1. Ge ist identisch mit der punktierten offenen Kreisscheibe 
0 <|u|<4. (Die Ungleichungen (5) kénnen also fiir |z|< 1 nicht ver- 
scharft werden.) 


2. Ge(r) liegt ganz im abgeschlossenen Innern der Kurve 


(6a) u=(1+e'*)’ (0S p< 2a), 


*) Vgl. B., S. 78. 
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wobei 


(6b) 0 = |) log i 


2 l—r 





gesetzt ist. 
Satz B. Gz,(r) ist identisch mit dem abgeschlossenen Innern der 
Kurve 
(7) u=(1+re'*)’ (O< p< 2z). 
Satz C. Gg(r) ist tdentisch mit dem abgeschlossenen Innern des 
Kreises 
(8) u=1-+re'’ (0s p< 22). 


Im II. Abschnitt dieser Arbeit wird der Satz A bewiesen. Der Beweis 
seines ersten Teils beruht auf einer Verallgemeinerung einer von Herrn 
K. Léwner herriihrenden SchluBweise. Herr Léwner wandte sie an ge- 
legentlich der Abschatzung der sog. ,, Verschiebung“ bei schlichter konformer 
Abbildung des AuBeren des E.K.*). 

Der zweite Teil des Satzes A, der fiir geniigend kleine 1 — r wegen 
(4) trivial ist, ist bereits in einer friiher veréffentlichten Note enthalten, 
deren Inhalt hier ausfiihrlich reproduziert wird‘). 

Als wichtigste Anwendung dieses Satzes behandeln wir die Frage nach 
der sog. Sternschranke. Es ist eine bekannte Aufgabe, die gréBte Kreis- 
scheibe um den Nullpunkt der z-Ebene zu ermitteln, deren in der w-Ebene 
gelegenes Bild bei jeder Abbildung w = f(z) aus © konvex bzw. beziiglich 
w=0 sternformig ausfallt®). Die Radien dieser Kreise seien mit R, 
(Rundungsschranke) bzw. R, (Sternschranke) bezeichnet. Wahrend nun 
Herr R. Nevanlinna*) die Zahi R, zu 


(9) R,= 2 — 73 = 0,2679... 
ermittelt hat, steht die Bestimmung der Sternschranke R, noch aus. Den 
Zusammenhang mit der hier behandelten Fragestellung zeigt das leicht zu 


beweisende Kriterium: Es ist dann und nur dann |z|=r< R,, wenn 
fiir sémtliche Funktionen aus S 


(10) RE ~ 9 


%) Vgl. G. Pélya und G, Szegé, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, Bd. II, 
(Berlin 1925), Abschnitt IV, Aufgabe 145, S. 25, 26, 200. 

*) A. Marx, Zwei Satze iiber schlichte Funktionen (Sitzungsber. d. Pr. Ak. d. 
Wiss., Phys.-Math. Klasse 1929, 8. 96—100), hier kurz mit ,M.“ zitiert. 

5) Vgl. B., 8. 82—83. 

*) R. Nevanlinna, Uber die schlichten Abbildungen des Einheitskreises (Oev. av 
Finska Vetensk.-Soc. Férh. 1919—1920, Avd. A, No. 7). 

%) M., S. 97. z 
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Die im folgenden zu beweisende Abschitzung der Sternschranke lautet: 
Es ist 


(11a) tr< R,, 


wobei t die positive Wurzel der transzendenten Gleichung 


l+r r? r’ ¢* 
aa? | pe S ol. pee. eae © ae 
(11b) rlog —— = 2(* e+... +g +...) ol 
bedeutet*). Es ist r= 0,6479.... Eine interessante Erganzung hierzu ist 


die von Herrn G. Szegé”) herriihrende obere Abschatzung: Hs ist 
(lle R,<4y2 —5 = 0,6568.... 


Ihr Beweis beruht auf der Betrachtung der Funktionen 


z+¢2z? 


(12a) f(z) = : 


die nach einer Bemerkung von Herrn Szegé*) dann und nur dann zu © 
gehéren, wenn 
(12b) le +. < 


gilt. Tritt hier das Gleichheitszeichen ein und ist c + —1, so stellen die 
Funktionen (12a) die — bis auf Drehungen des Bildgebietes — allgemeinste Ab- 
bildung des E. K. auf die lings einer Halbgeraden aufgeschlitzte w-Ebene dar. 

Die Theorie der im III. Abschnitt behandelten sternférmigen und kon- 
vexen Abbildungen hangt eng zusammen mit der Theorie der im E.K. 
regularen Funktionen von positivem Realteil. Denn das Bestehen der Un- 
gleichungen 





(13) Re >0 

bzw. 

(14) gor > 0 
(Zz) 


ist bekanntlich®) notwendig und hinreichend fiir die Zugehérigkeit von f(z) 
zu St (bzw. F(z) zu &). Hierauf beruht die Aufklérung so vieler Funk- 
tionseigenschaften dieser speziellen Klassen, die bei den Funktionen aus © 
noch nicht gegliickt ist. 

Beachtet man, daB die Funktionen 





(15) f(z) = _ - (je| =1) 
y (l1— ez)* 
*) Vgl. M., S. 97. Dort findet sich nur die schwichere Ungleichung t < R,. 
®) Ohne Beweis in einer etwas anderen Formulierung mitgeteilt M., S. 100 (FuB- 
note *), 
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zur Klasse Gt*®) und die Funktionen 
(16) F(z) =; (je| =1) 
zur Klasse  gehéren™) und da8 fiir sie 


‘7 eo , , .% ~ 
(17) ef {z)_ La. + 
f(z) F’ (z) l—ez 


gilt, so erkennt man auf Grund der bekannten Abbildungseigenschaften von 
(17), daB fiir die Bildung z f(z): f(z) (f(z) aus St) bzw. (z F’(z))’: F’(z) 
(F(z) aus &) die Funktionen (15) bzw. (16) die genauen ,,Bildschranken“ 
liefern **), 

Die Satze B und C lehren, da8 dieselbe Eigenschaft den Funktionen 
(15) und (16) auch bei der so viel einfacheren Bildung f(z):z bzw. F(z):z 
zukommt. Der Beweis ist nicht schwierig. Satz B erweist sich als aqui- 
valent mit einem Satz von Herrn W. Rogosinski**). Satz C folgt aus B, 
wahrend andererseits B keine Folge von C ist. 


Wir beschaftigen uns im Abschnitt III weiterhin mit einigen Folge- 
rungen aus diesen Satzen. 


Die Voraussetzung (13) ergibt bekanntlich scharfe Schranken fiir den 
Ausdruck §(z/'(z))’: f° (z).**) Es war dagegen nicht bekannt, welche 
Bedingungen umgekehrt aus der Voraussetzung (14) fiir den Ausdruck 
z F’(z): F(z) folgen. Wir geben die genauen Bildschranken fiir diese Funk- 
tionen an. Insbesondere gilt 

F’(z) 1 
) : - 
(18 Rs (2) > 2° 

%*) Diese Funktionen, die auch die scharfen Schranken der Ungleichungen (4) 
itefern, bilden den E.K. auf die volle w(=f(z))-Ebene ab, mit Ausnahme einer 
Halbgereden mit dem Endpunkt —#:4, deren Verlingerung durch w= 0 geht. 

1) Hier ist das Bildgebiet eine Halbebene, deren Begrenzungsgerade im Ab- 
stande 1:2 vom Nullpunkt durch den Punkt —¢:2 geht. 

%) Vgl. W. Rogosinski, Uber Bildschranken bei Potenzreihen und ihren Ab- 
schnitten (Math. Zeitschr. 17 (1923), 8. 260—76), Satz I. 

18) In der eben zitierten Arbeit, Satz IV. 

*) Vgl. B., S. 76 und 81. Wie aus S. 76 hervorgeht, folgen diese Abschatzungen 
schon aus der Schlichtheit der zu betrachtenden Funktionen. Da das Gleichheits- 
zeichen nur fiir die Funktionen (15) eintritt, liefern sie auch fiir die Klasse St die 
scharfen Schranken. Der genaue Wertevorrat der Funktionen (2 f’(z))’:f’(z) ist in- 
dessen, auch fiir die Klasse St, nicht bekannt. — Die Kenntnis des Minimums des 
Realteils dieses Ausdrucks reicht bereits zur Ermittlung der Rundungsschranke R, 
aus, die, wie sich auf diese Weise zeigt, von den Funktionen (15) angenommen wird, 
also fir die Funktionen aus St die gleiche ist wie fir die Funktionen aus G. 
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Die Zugehérigkeit von F(z) zur Klasse % zieht also die Zugehérigkeit von 
F*(z):z zur Klasse Gt nach sich**). 

Wahrend die genauen Schranken fiir den Flacheninhalt J(r) des Bild- 
gebietes von |z| <r <1 bei einer Abbildung aus Ct bzw. & unmittelbar 
aus dem ersten Bieberbachschen Flachensatz**) und dem Majoranten- 
charakter der Funktionen (15) bzw. (16) folgen, kannte man bisher die 
genauen oberen Schranken fiir die Bogenldnge L(r) des Bildes eines 
Kreises |z} =r <1 bei einer Abbildung der hier betrachteten Art nicht. 
Es 1a8t sich zeigen, daB auch hier die Funktionen (15) bzw. (16) die 
oberen Schranken liefern. (Die unteren liefert natiirlich die identische Ab- 
bildung f(z) = z.**)) 

Eine weitere Bemerkung betrifft das Drehungsproblem der Abbildungen 
der Klasse Gt. Herr Bieberbach hat die Frage nach der maximalen 
Richtungsanderung eines Linienelementes bei einer schlichten Abbildung 
des E.K. gestellt und im wesentlichen beantwortet**). Es handelt sich hier 
um eine Abschitzung des Argumentes von f’(z). Wahrend Herr Bieberbach 
a. a. O. gezeigt hat, daB fiir die Klasse & wieder die Funktionen (16) die 
Rolle der Schrankenfunktionen iibernehmen, ist ihm der Beweis der gleichen 
Eigenschaft der Funktionen (15) fiir die Klasse Gt zwar fiir den ganzen 


15) Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die ungerade Funktion F(z*):z. 
16) Vgl. B., S. 80. Der Flacheninhalt J(r) des Bildes des Kreises |z| or<l 
bei einer Abbildung aus © hat den Wert 


(19) J(r) =2(r*+2\ ce, |*r4+...+n/\¢ 
woraus sich unmittelbar der erste Flachensatz 

(20) J(r)2=xr* 
ergibt, mit dem Zusatz, daB in (19) das Gleichheitszeichen nur fiir f(z) =z eintritt. 
Ebenso folgt aus (19), unter Beriicksichtigung der Ungleichungen | c,|<n fir die 
Klasse St, bzw. |c,| <1 fiir die Klasse & (vgl. B., 8. 94),.daB das Maximum von 
J(r) von den Funktionen (15) bzw. (16) erreicht wird. 


17) Dies gilt fiir beliebige im E.K. regulire Funktionen f(z) mit f’(0)=1. In 
der Tat folgt aus 


22 
, ] , , 
1=f'(0) P| rire')dg (OsSr<l) 
ya | ” 
0 


fir r>0 

21) i<- f'(r 9)! dg = — L(r) 

\ wi Oe ve ee fa , 
v 


1%) L. Bieberbach, Aufstellung und Beweis des Drehungssatzes fiir schlichte kon- 
forme Abbildungen (Math. Zeitschr. 4 (1919), 8S. 295-305). Vgl. auch die neuere 
Bemerkung von M. Késsler, Eine Verschirfung des Drehungssatzes von L. Bieberbach 
(Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. 41 (1931), 8. 80—82). 
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E.K. |z| <1, nicht aber fiir die einzelnen Kreise |z| << r<1 gelungen. 
Diesen Beweis fiihren wir fiir geniigend kleine Werte von r. Hierbei be- 
stitigt sich eine von Herrn Bieberbach geaduBerte Vermutung’’). 

SchlieBlich erwihnen wir noch, daB sich aus dem Satz C auch Bild- 
schranken fiir die Abschnitte der Funktionen f(z):z (f(z) aus St) bzw. 
F(z):z (F(z) aus) herleiten lassen. Es handelt sich dabei im wesent- 
lichen um eine Ubertragung eines von Herrn Rogosinski herriihrenden Satzes 
auf unser spezielles Problem *®). 


Il. Abschnitt. 
$1. 
Beweis von Satz A, 1. 


Wir beweisen zunichst den folgenden 

Hilfssatz. Zu jedem Paar von Zahlen py (0S p< 22), n(n >0) 
laBt sich eine fiir 0 < |z| <1 regulare und schlichte, nicht verschwindende, 
auf |z|= 1 stetige Funktion 


(22 2)=+44,+4,24 +a.2 + 
22) p(z)=>+a@+4,2+... z tne 


finden, die die Ungleichung 


(23) p(e*)+4\<y 
erfillt. 

Um dies einzusehen, betrachten wir die diesen Voraussetzungen ge- 
niigenden Funktionen p (a:f,6;z), die den E.K. |z| = 1 auf einen ,,huf- 
eisenférmigen“, die Punkte 0; —a(a >0); —«—1id(d>0); --e«+p—i6 


(0 <<a) verbindenden Schlitz abbilden. Diese Funktionen hangen 


stetig von den Parametern «: 8 (1< = 


kannten Satzen gilt fiir jedes £ 
(24) lima = 4. 


é->vu 


< oc} und 6 ab, und nach be- 


Die Gleichung 
p(zd; e'*) = «—56 


hat fiir jedes feste Wertetripel a, 8,46 genau zwei Lésungen ¢,, und diese 
Lésungen hangen stetig von den Parametern ab. Insbesondere ist p, = 0 
eine Lésung fiir « = 6,*) wahrend fiir p-+0, d6-—+0 die Zahlen y, gegen 


+2 konvergieren, da dann p gegen die Funktion : —2-+z strebt. Aus 


1) L. Bieberbach, Neuere Forschungen im Gebiet der konformen Abbildung 
(Glasnik hrv. prirod. drustva g. XXXITI g. 1921, S. 18). 
20) A. a. O. FuBnote **), Satz II. 
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einfachen Stetigkeitsbetrachtungen folgt daher, daB jeder Wert e'*» mit einem 
P, des halboffenen Intervalls 0< ~<a oder 2< gm<2z in den Wert 


—a _ 6 iibergefiihrt werden kann. Die Betrachtung des Grenzfalles 


£8 =0, 6=0 und der Ubergang zu der Funktion p ergeben dasselbe Re- 
sultat auch fiir ¢,—2 und die Werte des Intervalls 2 < m<2a oder 
0<oy<za. Mit Riicksicht auf die Grenzwertgleichung (24) ist daher die 
Erfillbarkeit der Ungleichung (23) nachgewiesen. 

Fiir r, << r <1 folgt hieraus, sofern 1 — r, geniigend klein ist, 


p(re'*)t+4\/<yn. 
AuBer den obigen Werten » und » sei nun weiter eine Zahl # vorgegeben, 
0<#<1. Bei geeigneter Wahl der Parameter a, 8, 6 liegt dann der 
Punkt —4{1— #) auf dem obigen Schlitz, so dab p(z)+4(1— 8) fiir 
z|< 1 nicht verschwindet. Setzt man schlieBlich 


so gehért f(z) zur Klasse ©, und es gilt 

'¢ 

re _ seteip(re*) +4 (1-8). 

f(re‘?) 

Die letzte GréBe unterscheidet sich bei passender Wahl von » und r, be- 
liebig wenig von —4#@e'*, womit Satz A,1 bewiesen ist. 

§ 2. 


Beweis von Satz A, 2. **) 


Es sei f(z) eine beliebige Funktion der Klasse ©. Die zu beweisende 
Forme! lautet dann 


(25) 0, 


~ 
e 
| 
_ 
lA 


wobei 9 die Bedeutung (6b) hat. Nach einer Bemerkung von Herrn 
G. Faber**) ist mit f(z) auch die ungerade Funktion 


4 (>?) - | »3 1 ,2n-1 
ff? (2°) =2-+ 4,2" +... re 


schlicht. Also liefert 
(26) 9g z) = f~4(27*) 


eine schlichte Abbildung des AuBeren des E.K. z >1 und besitzt eine 


*t) Vgl. M., S. 98, 99. 
#2) G. Faber, Neuer Beweis eines Koebe-Bieberbachschen Satzes tiber konforme 
Abbildung (Miinchner Ber. (1917), 8. 39—42). 





lA 





48 A. Marx. 


Entwicklung der Form 


ey b b, b 
(27) g(z) =2+-+54+..- +335 +.... mi 
- 2 ab 
Nach dem zweiten Bieberbachschen Flachensatz**) ist also 
(28) |b, |7+ 3) b, |? +...+(2n—1)|b,,_,|°+...<1. ™ 
Nun folgt fiir |z| >1 aus (26) und (27) 
re 
_a7* _ /g(z)\" 
f@-) Vs / ge 
und, wenn man auf beiden Seiten z* durch z ersetzt, fiir |z| < 1 
m 
(29) 75) =(1+6b,2+b,29+...+06,, ,2"+...)* di 


Zum Beweise von Satz A, 2 geniigt es hiernach zu zeigen, daB fiir |z| =r < 1 











' e a ' [r l+r 
(30) | b,2 + 62° +...+56,,_,2 +...|Se=/zlogi— P 
gilt. Aus der Schwarzschen Ungleichung b 
(31) a, B, + 4,8, +..-+a,8,+... 
S Val + as 4+... 4a +... Vp? 4 p2+ — pi+... , 
wobei «, > 0, 8, >0 (n=1, 2,...), folgt aber fiir f 
(32) «, = Y2n—1\b,, ,|; 6,= —— (n =1, 2, 3,...) ( 
2n 
die Ungleichung " 
(33) |b,2+ b,2°+...+6,,_,2"+...| ( 
<|b,|/r+ |b, |r?-+ 1b,,_,)7° + 
- $$ atl cece cee memes ¢ 
! {3 ‘ 3 ‘ ‘ 13 /2 r r 
b,[°+3)b,\/°+...+(2n—1)]b,,_,/?+... Yr +o+...+¢— + 
woraus sich, unter Beriicksichtigung von (28), die Behauptung (25) ergibt. : 
§ 3. | 
zf'(z) 


Die Funktionen 7 und Fay’ 


1. Herr R. Nevanlinna hat den folgenden Satz bewiesen™): Ist f(z 
eine Funktion der Klasse G, so ist 
r l—g¢ zf’(z)} l+r 
(34) i¢r =| 72) | Sir 


das Gleichheitszeichen tritt nur bei den Funktionen (15) ein. 


(jz) =r< 1); 


*) B., 8. 72, 78. 


**) R. Nevanlinna, Uber die konforme Abbildung von Sterngebieten (Oev. av 
Finska Vetensk. — Soc. Férh. 1920—21, Avd. A, No. 6). 





Schlichte Abbildungen. 49 


Die Ungleichungen (34) lassen sich, wie man mit Hilfe von (4) un- 
mittelbar erkennt, als spezielle Folgerung aus einem allgemeineren Satze 
ableiten: 

f(z) durchlauje sdmtliche Funktionen aus S. Dann erfiillen die 
zf'(z) 
i 


Werte der Funktionen auf der Kreisscheibe \z|< r<1 einen Be- 


reich R(r), der mit dem im Verhdlinis 1:(1—1r*) vom Nullpunkt aus 
gestreckten Bereich Gz(r) tibereinstimmt. 

Zum Beweise betrachten wir eine feste, im iibrigen beliebige Stelle z, 
mit |z,|< 1 und eine beliebige Funktion f(z) aus G. Wir bilden dann 
die Funktion 


([— 2+ 2, \ 

f\ ae) ~f) e 

(or oo “0% / o 24 

(35) kh(z)=— Pa(Iolal* =2+4d,2°+...+d.2°+..., 
“0 |“o! 





die offensichtlich auch zu © gehdrt. An der Stelle z, bestehen zwischen 
beiden Funktionen die Beziehungen 


2 l 
h (2) — , i a i@ ; h'(z,) er ts $\2° 
f'(%) 2 |") f (2) (1 — | 29 ")* 





Hieraus folgen die Gleichungen 


2 zof’(z 1 Zy 
(36a) of ie)... 1%. 
f (2) 1 —| 2|" A(z) 
und 
2A Zo 12 zh’ (2) 
3¢ =, 
(36b) F(x) (1—|2,|°) hay’ 


die die Richtigkeit unserer Behauptung in Evidenz setzen. 


2. AuBer den Ungleichungen (34) verdient die nachstehende Folgerung 
des soeben bewiesenen Satzes Interesse: 


Jede fiir die Klasse S universelle Abschdtzung des Argumentes von 
is - bet festem z zieht die gleiche Abschdtzung fiir das Argument von ft) 
nach sich und umgekehrt*). 

Eine derartige Abschitzung wird fiir ein gewisses Intervall von Werten 
| z r durch Satz A erméglicht. In der Tat folgt aus der fiir jedes x 


mit |2| <1 geltenden Ungleichung 


(37) arg (1+ 2)| < arcsin|2| 


*) Fir die hier und im folgenden auftretenden mehrdeutigen Funktionen 
argx=Qlogz, arcsinz usw. denken wir uns stets deren Hauptzweig eingesetzt, 
d. h. es soll arg1=0, aresin0=0 usw. gelten, und die tibrigen Funktionswerte 
sollen aus diesen speziellen durch stetige Fortsetzung hervorgehen. 
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50 A. Marx. 


fiir **) 


die Abschatzung 


(38) Ae 2arcsing. 


Insbesondere gilt daher, 7 o <1 ist, also fiir r << r, = 0,8335 ..., die 
auch geometrisch interessante Abschatzung 


(z)| _ 
| arg |< 2 


| z | 


3. Bemerkung. Die Existenz universeller Schranken fiir die Funk- 
tionen | arg | *”) im ganzen Einheitskreise |z| <1 folgt schon aus (4). 
In der Tat la8t sich diese Ungleichung in der Form 


1 





log —— r < log | me = R log —— ce < log - 





(1- "a 
schreiben, woraus sich in bekannter Weise Schranken fiir 


(2 (z) 
f = | Glog | 


| arg 
ergeben. 

Eine zweite Moglichkeit, zu dem gleichen Resultat zu gelangen, besteht 
in einer naheliegenden Verallgemeinerung des Ansatzes in § 2. Man betrachte 
an Stelle der Funktionen (26) die ebenfalls im AuSeren des Einheitskreises 
regularen und schlichten Funktionen 
(26°) g,(2)=f *(27”) (y = 2,3, 4,...), 
die sich offenbar in der Form 
(27°) g,(2)=2+6,_,2°°*7+...45, 2 °°" +... (|2|>1) 
darstellen lassen. An die Stelle von (29) tritt hier die Gleichung 
(29°) =(1+6,_,2+6, 


Fa) peat? t..- +b, 2" +...” (j2] <1). 


**) D. h. fir r<r,, wobei r, die zwischen 0 und | gelegene Wurzel der trans- 


zendenten Gleichung 








r 1+r r*® ff an 
Ne ee ee Beas Mairi 
bedeutet. Es ist r, = 0,8335... . : 
*) Also natiirlich auch fiir die. Funktionen | arg oo ° 








oy 


— 


wo-™ wc 


se fe Ae al 
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Wegen 
(28) (»—1)|b,_,|*+(2»—1)|6,,_,|/?+...+(ny—1)|b,,_,/*+...51 
ist es méglich, die Zahl » bei festem |z| =r <1 so zu wihlen, daB 
(30°) [o,_,2+6,,_,2°+... +5, _,2°+....S0e<1 
ist. Dann ist (vgl. (29) und (37)) 


(38’) | arg (2) < varcsing,. 
| 


= | 
§ 4. 
Untere Abschitzung von R,.**) 
Nach dem Kriterium (13) bildet die der Klasse G angehérende 


Funktion f(z) den Kreis |z|=r<1 dann und nur dann in bezug auf 
den Nullpunkt sternférmig ab, wenn auf diesem Kreise die Ungleichung 
: zf"(z) ~ 
(39) gir’ >0 
erfiillt ist. Insbesondere ist also (vgl.die Definition von R,, 8.42) dann 
und nur dann |z|=r< R,, wenn (39) fiir sdimtliche Funktionen aus © 
gilt. Auf Grund dieses Kriteriums hat Herr R. Nevanlinna die Abschiatzung 
(40) R, > 0,47 
gefunden **). 
1. Zur unteren Abschitzung von R, stehen uns die Ungleichungen (38) 
zur Verfiigung. Es geniigt danach in der Tat, |z| =r so zu wahlen, dab 


: r l+ro02 
2aresin // 5 log7— <5, 


1 
ae <i 
l—r 





d. h. 
r log 





gilt. Bezeichnen wir also (vgl. 8.43) mit r die zwischen 0 und 1 gelegene 
Wurzel der transzendenten Gleichung 





fg? + en 
(41) rlogitt =2(T+o+..t¢505+-)=1, 


l-r 
so ist zunachst die Ungleichung 
(42) tsR, 
bewiesen. Um die Richtigkeit von (11a) einzusehen, haben wir nur noch 
zu zeigen, daB bei den verschiedenen zum Beweise von (42) benutzten 


**) Vgl. M., 8. 99. 
2°) R. Nevanlinna, a. a. O., FuBnote ™), 
4* 
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52 
Abschiatzungen nicht durchweg das Gleichheitszeichen eintreten kann. Wir 
werden erkennen, daB eine in |z| >1 mit Ausnahme des unendlich Fernen 
reguiare Funktion g(z) der Gestalt (27), die all diesen Bedingungen ge- 
niigt, keine schlichte Abbildung von |z| > 1 vermittelt. 

Nehmen wir im Gegenteil an, dies sei der Fall! Da mit f(z) stets 
auch éf(ez) (|e, =1) zur Klasse © gehért, diirfen wir z. B. voraussetzen, 
daB die durch (26) definierte Funktion f(z) an der Stelle r der Gleichung 

Tt 
Te) 
geniigt. Dann mu8 sowohl in der Ungleichung (37) als auch in der 
Schwarzschen Ungleichung (31) das Zeichen = eintreten. In (37) ist dies 
nur dann der Fall, wenn die Vektoren 1, 2, 1+-2 ein rechtwinkliges Dreieck 
bestimmen, wenn also wegen (29) die Vektoren 


(43) 


n 


1, b,r+5,r°+...+6,, ,2°+..., 1+6,1+),r°7+...+5,,_,r°+... 


ein gleichschenkligrechtwinkliges Dreieck mit dem i als Hypotenuse 


i 


bilden. Der mittlere Ausdruck mu8 danach gleich —.— —* sein. 





1 
oder 5 
Wir kénnen annehmen, indem wir nétigenfalls / (z) statt e z) betrachten, daB 


1+% 


(44) br +6, r*+...+6,, 0° +...= ——- 


ist. Bei der Schwarzschen Ungleichung (31) tritt das Gleichheitszeichen 
nur fiir zueinander proportionale Zahlenreihen «,, 8, (n =1, 2,3,...) ein; 
unter unserer Annahme folgt also aus (32) 
(45) b=A5, b=AZ,..., = Ags 
Danach ist auch 
46) br+b,r°+...+5,,_,r"°+... 
g* : a ' , SPS ows i 
A (c? + z TF ooo Tt 


2n—1 a! Ne 


Durch Vergleich von (44) und (46) findet man 


(47) A=—(1+2). 
Durch (45) und (47) ist g(z) eindeutig bestimmt; und zwar ist 
b, Bone - ya o\(t r? , - ‘4 : 
3 - ; “— ove T yen=1 +...=2—(l | Ns - $250 °° a (2u—1)2*—2 +...)3 
+ ne 5 
(48) g(z)=2—-— Vt log —=. 
t 


i- = 


= 





Di 


ode 


sch 


ist. 
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Die so gefundene Funktion g(z) ist auch auf dem Kreise |z| = 1 regular. 
Ware nun g(z) in |z| >1 schlicht, so wiirde aus der Bedingung 


|b, |°+3|b,|°+...+(2n—1)|6,,_,|°+...=—1, 
der die Koeffizienten von g(z) geniigen, folgen, daB das Bild des Kreises 
\z|=-1 bei der Abbildung g(z) ein zweimal durchlaufener analytischer 


Jordanbogen J ist. An den Stellen von |z|= 1, die den Endpunkten von J 
entsprechen, hért die Winkeltreue der Abbildung auf, so daB an diesen 
Stellen g’(z) = 0 sein mu8. Es ist aber 





g'(z) ==— +0 (fiir |z| = 1), 


so daB g(z) tatsachlich keine schlichte Abbildung von |z| > 1 liefern kann. 
Damit ist die Ungleichung (11a), d. h. 

49) R,>t 

bewiesen. 

2. Bemerkung. Zum Beweise der oben angefiihrten Abschatzung (40) 
hat Herr R. Nevanlinna wesentlich die Ungleichungen (34) herangezogen. 
Es ist bemerkenswert, daB sich auch bei Benutzung des Kriteriums (39) 
mit Hilfe des Flachensatzes ein wesentlich scharferes Resultat erzielen laBt. 
In der Tat folgt aus (26) und (27) nach einer leichten Rechnung die in 
|z|<1 geltende Identitat 

zf’(z) 1—b,2—8b,2*—...—(2n—1)b,,_,2*- 


n—i*~ 


f(z) i 1+6,s+6,2°+...4+6,._.8*+... 











Die Bedingung (39), die sich also auch in der Form 
|1—b,z—...—(2n—1)b,,_,2"- 








| 1+60,2+...+06,,_,2"+... +1| 
_ |1-—b,2-—...—(2n—1)b,_,2*—-... 
- 1+6,2+...+0,,.,2°+... -1| 
oder 
|1—b,z*—...—(n—1)b,,_,2"—...| 
> |b,2+26,27+...+nb,,_,2"+...| 
schreiben laBt, ist fiir |z| =r <1 erfiillt, wenn 
[6,|r +3], |r? +...4+(2n—1)[b,, ,[r°+...<1 


ist. Aus der Schwarzschen Ungleichung (31) folgt aber fiir 
a= y2n—1|b,, ,|, B,—V2n—I1r" (n=1,2,3,...) 
[b,|r+ 3b, |r? +...+(2n—1)]d 


at ore 





< Vb, |? + 348, |*+...+(2n—1)]b,,_,/?+..- 





< fr?+3rt+...4+(2n—1)r?*+... 


> 
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so dab, wegen (28), nur 


3 - *(1+1r*) 
24.3984 4 (Sn —1) rt... ete 1 
re +3r*+ + (2m oh (1-8? 


V3 


erfiillt zu sein braucht. Dies ist fiir r< -—— = 0,5773... richtig. 


§ 5. 
Obere Abschitzung von R,. 


Die obere Abschitzung von R,, die im folgenden bewiesen wird, be- 
ruht auf der Betrachtung gewisser spezieller Funktionen der Klasse ©, 
auf die mich Herr Szegé aufmerksam gemacht hat- 

Die Abbildungen w= f(z) der Form (15) liefern bekanntlich ein 
Bildgebiet in der w-Ebene, das von einer Halbgeraden begrenzt wird. 
Zu S gehérige Abbildungen dieser Art wollen wir kurz ,geradlinige Schlitz- 
abbildungen“ nennen. Wir stellen uns zunichst die Aufgabe, den expliziten 
Ausdruck samtlicher ‘geradlinigen Schlitzabbildungen zu ermitteln. 

Die Funktion 

a 


(50) k(z)=*°* (D0, |e|=1, e9 +1) 


bildet den Einheitskreis |z|< 1 schlicht auf eine Halbebene 9 ab, die 
den Nullpunkt enthalt bzw. nicht enthilt, je nachdem #>1 bzw. <1 
ist. Wir betrachten nun die Funktionen 

l+e0d 
aX(zs)-1 *"~@ 


2(1—-e6) (1-2)? 


z? 





(51) f(z) = 








Sie gehéren dann und nur dann zur Klasse ©, wenn # <1 ist. Die Funk- 
tion (51) in der zuletzt angegebenen Form behialt ihren Sinn’ auch fiir 
e%®=1. Sie reduziert sich dann auf die (zu & gehdrige) Funktion 








(52) f(z) =;—. 
Fiir 
(53) — ttt? me 


folgt hieraus die Richtigkeit der Bedingung (12b) fiir die Schlichtheit der 
Funktionen (12a). 

Fiir # = 1 (wir schlieBen den Fall « = 1 wieder aus) liefern die Funk- 
tionen (51) geradlinige Schlitzabbildungen. Wir behaupten, da& diese, bis 
auf Drehungen um den Nullpunkt, die allgemeinsten Funktionen dieser 
Art sind. In der Tat geht bei der Abbildung (51) (mit ®@=—1) der Ein- 
heitskreis |z|=—1 in eine Halbgerade S, iiber, deren Endpunkt unserer 
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Herleitung zufolge der Bildpunkt von z= (d.h. k(z)=0) ist. Aus 
(51) folgt 


e? me 


& 


o| = 


ve 
- 7s 
(== 








1 
Siaf- 


Durchlauft also das Argument g von é das Intervall 0< p< 22, so 
durchlauft f(¢), d. h. der Endpunkt von S,, die Parallele zur imaginaren 
Achse durch den Punkt —+. Weiter ist (bei beliebigem Vorzeichen der 
Wurzel ) 
Fe ie 
((@#) — =? = — 
(1—7*)? ‘ 
so daB jeder der Schlitze S, durch den Punkt — } geht. 

Es sei nun eine geradlinige Schlitzabbildung w = f(z) des Einheits- 
kreises vorgelegt. Der Schlitz in der w-Ebene sei mit S bezeichnet. Dann 
enthalt S jedenfalls einen Punkt im Abstand } vom Nullpunkt. Denn 
anderenfalls hatten simtliche Punkte von S einen gréBeren Betrag als 3. 
und das Bildgebiet bei der Abbildung w = f(z) enthielte eine von einer 
Geraden im Abstande $ vom Nullpunkt begrenzte Halbebene, was durch 
die Existenz der Funktionen (16) ausgeschlossen ist. Durch eine Drehung 
von § in S’ lat es sich dann erreichen, daB ein beliebiger der héchstens 
zwei Punkte vom Betrage 4 auf S gerade den Wert — +4 erhalt. Wir wahlen 
ferner diesen Punkt so, daB der Schlitz S’ mit einem der Schlitze S, eine 
Halbgerade gemeinsam hat. Dann miissen aber S’ und S, ganz zusammen- 
fallen, da sonst wieder das Bildgebiet einer Funktion aus © das einer 
anderen enthalten wiirde. Die zugehérigen Funktionen stimmen dann 
natiirlich auch iiberein. Damit ist die Behauptung, daB die Funktionen (51) 
fir #—1 die allgemeinste geradlinige Schlitzabbildung liefern, bewiesen. 

Wir nutzen nun unsere Kenntnis der Funktionen (51) zur oberen 
Abschatzung von R, aus. Nach § 3 ist fiir eine derartige Abschitzung 
der Radius jedes Kreises |z| =r <1 brauchbar, auf dem an einer Stelle z 
fiir eine geeignete Funktion f(z) aus S 


Waa = 9 


gilt. Wir bestimmen den kleinsten Radius * dieser Art fiir siamtliche 
Funktionen (51) (Je| =1, 0< #<1). Die Bedingung 
(54) gH >0 
5 * 
oder 
R(1 —z)*(2—7-—F87z)>0 
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ist bei festem z fiir alle « (je| = 1) und alle # (0< #<1) dann und 
nur dann erfillt, wenn 


R(1—2)*(2—z)>r|1—2)? 


gilt. Hieraus folgt iibrigens schon, daB 7 von einer geradlinigen Schlitz- 
abbildung angenommen wird. Die letzte Bedingung la8t sich — mit der 
Bezeichnung z= 2 — in der Form 


2—r—r?'—(5—2r+r*)x+42?>0 


schreiben. Das Minimum der linken Seite in z liegt fiir —co < 2 <oo an 
der Stelle 
5—3r+r° 


~ > 


die, z. B. fir 0,6 <r <1 (auf solche Werte diirfen wir uns wegen R, > 0,6 
beschrinken) unterhalb von r bleibt. Die Ungleichung (54) ist daher (in 
dem von uns betrachteten Intervall) gleichwertig mit 


game — pt — (S— 27+ Lg 
16 
oder 
7+4r—14r?-—12r*?—r'>0. 
Die Zahl 7 ist somit die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der biquadra- 
tischen Gleichung 


(55°) r6+12r°+ 14r*9-—4r—7 =(r+1)*(r?+10r—7)=0, 
d. h. der quadratischen Gleichung 
(55) r?+10r—7=0. 
Sie hat den Wert 
F=—4/2—5=—0,6568.... 
Damit ist die Behauptung (11c) bewiesen. 

Es sei bemerkt, daB sich auch auf Grund des Kriteriums (39) fiir 
die obere Abschitzung von R, mit Hilfe der Funktionen (51) kein besseres 
Resultat erzielen laBt. In der Tat bilden die in § 3 betrachteten Funk- 
tionen f(z) und A(z) den Einheitskreis |z|<1 auf einander dhnliche 


Gebiete ab, so daS in unserem Falle die Funktionen A(z) wieder gerad- 
linige Schlitzabbildungen sind. Fiir die Gesamtheit der geradlinigen Schlitz- 





abbildungen stimmt aber nach § 2 das Maximum von |arg aoe | bei 


| 
festem z mit dem Maximum von jarg 2) | iiberein ®), 


*°) Es ist natiirlich méglich, in der soeben fiir die Funktionen (51) gelésten 
Minimumsaufgabe das Gleichheitszeichen zu diskutieren. Man erhalt auf diese Weise 
die, bis auf Drehungen um den Nullpunkt und Spiegelungen an der reellen Achse, 

(Fortsetzung der Funote *) auf n&chster Seite.) 
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III. Abschnitt. 


> 


§ 1. 
Beweis von Satz B. 


Der auf S. 44 erwaihnte Satz von Herrn Rogosinski lautet: 
Die Funktion 


(56) g(z)=a,z+a,27+...+4,2"+... 
sei im Einheitskreise |z| <1 regular, und es sei daselbst 
57) Rzg'(z)> —1. 


Dann nimmt g(z) auf der Kreisscheibe |z| << r<1 nur Werte aus dem 
abgeschlossenen Inneren der Kurve 


u(y) = 0g (0< oy < 22)*) 


7 re'¥)® 


an. Nur die (den oben genannten Voraussetzungen geniigenden) Funktionen 





“3 (je| = 1) 


l 
(58 ) g(z) = log — 
‘ (1 —ez)* 
erreichen diese Schranken. 
Es sei nun f(z) eine beliebige Funktion der Klasse St. Dann hat 


die in |z| <1 regulaire Funktion 





g (z) = log L* 


die Gestalt (56) und geniigt der Bedingung (57), da 


P zf'(z) 
l+2zg (2) =F 
f 


ist. Die Funktionen (58) liefern also Bildschranken fiir log i), und da 


g(z) auf einen Streifen der Breite 22 parallel zur reellen Achse beschrankt 
ist, so daB der Ubergang zur Exponentialfunktion erlaubt ist, liefert auch 


eindeutig bestimmte geradlinige Schlitzabbildung f,(z), fir die der Ausdruck ® (f'(z):z) 
fir einen Wert des Kreises jz] =7r=4)2-—5 verschwindet. Aber auch diejenige 
geradlinige Schlitzabbildung f,(z), die den Kreis |z|=7 nicht mehr sternférmig ab- 
bildet, fiir die also an einer passenden Stelle von jz)=7 ® (z f(z): f(z) =0 ist, 
ist auf Grund der Ausfiihrungen in § 3 durch /,(z) eindeutig bestimmt (in demselben 
Sinne wie f,(z)). Es ergibt sich, daB der Endpunkt des zu /,(z) gehérigen Schlitzes 


1 
den Betrag 8 ¥4+ 2, der Endpunkt des zu /,(z) gehérigen Schlitzes den Betrag 
5 A 
ad ¥4+ 2 hat. 
%) u,(y) durchliuft bei festem r, 0< y<2-2 eine konvexe Jordankurve, die 
innerhalb eines in bezug auf die reelle Achse symmetrischen Streifens der Breite 2 x 
symmetrisch zur reellen Achse verlauft. 
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ae Bildschranken fiir 4). Damit ist Satz B bewiesen und zugleich 
—#z) z 


erkannt, daB nur die Funktionen (15) die gefundenen Bildschranken wirklich 
erreichen. 

Es ist ohne weiteres klar, daB sich auch umgekehrt der Rogosinskische 
Satz aus B herleiten laBt. 


§ 2. 
Beweis von Satz C. 


1. Es geniigt, den Satz C in der Gestalt 


(59) gf) y 


< 


rol = 


zu beweisen, wobei F(z) eine beliebige Funktion der Klasse & ist. In der 
Tat hei®t das, daB die Funktion 9 F(z) —1 im Einheitskreise |z| <1 


einen positiven Realteil besitzt, so daB ihre Werte im Kreise |z| <r <1 
in dem Kreise gelegen sind, der aus |z| =r durch die Abbildung w = a 
entsteht**). Das ist aber identisch mit der Behauptung von Satz C. 

Auf Grund des Kriteriums (14) sind fiir eine beliebige Funktion F(z) 





aus & die Funktionswerte (}z| <1) auf den Bereich Ge, also, nach 


Vy - | <1 beschrankt. 
F’ (z) 


(jz) <1) 





’(z) 


Satz B, die von / = auf die Kreisscheibe 
(z) 
Daraus folgt, da8 





| 


2 


gilt, so daB die Funktion 
2 F’(z) — = @(z)=1+a,z2-+ @,2°+...+4,2"+... 


in |z| <1 gleichfalls von positivem Realteil ist. Man hat 
F(z) =f (29+ ae 
= 2 S* 
0 


Nun kann man eine derartige Funktion ®(z) als die Grenzfunktion 
einer passenden Folge von rationalen Funktionen der Gestalt 











* . 1+ » f = 
? (2) =) 9. (9, > 9, 29,=1, é, m8) 
v=1 24 , os 


darstellen, wobei die Folge in jedem Kreise |z| <r, r<1, gleichmaBig 


*) Vgl. W. Rogosinski a. a.0., FuBnote **), Satz IL. 





kon 


geb 
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konvergiert. Dann konvergiert aber die entsprechend mit den Funktionen 


@* +1 3 bs 
F*(z) = {(Fo+) de 
0 


gebildete Folge von F(z), und zwar wieder gleichmaBig in jedem Kreise 
|z| <r, r<1. Es ist aber 


o z n n 
Se Von 8 yy Gr Ip " 
rex) @ -/> > (i-e,t)a- wey eS 


y=l «=i 


z 
" / 


rie) f(¥ 
v=1 


VU 








so daB es geniigt, die Ungleichung (59) fiir die spezielle Funktion 


z 


— ag 
F(z) =f; st) (1—e,t) 


v 





nachzuweisen. Dieses Integral ist gleich 


1 l—«e,z Z 
log ——— bzw. 
&, — 8, l-e 


2 (l—e,z)’ 





je nachdem ¢, +e, bzw. e,=e, ist. Im zweiten Fall ist die Behauptung 
klar, wir kénnen uns also auf den ersten Fall beschrinken. Unsere einzige 
Aufgabe ist es also, die Ungleichung 


iia 1 l—nz_ 1 hist i) 
(60) R jz 8 7 ez 2 ee 





zu beweisen **). 
2. Durch die Substitution 
z=eén tg! 
(bei beliebiger Wahl der Wvrzel) geht die linke Seite von (60) tiber in 


1 1 1—(n@)*2’ 
on See Ss 
(je)t—(2)? os 





eg 
1—(He)*z 
Wir setzen 


¢ 


1 i 
(ne)? =e (0O<p<az). 

%) Die somit als hinreichend fir die Richtigkeit von Satz C erkannte Be- 
dingung (60) ist auch notwendig. In der Tat liefert die Funktion 


l box Gott & 


@— l—ez 








| i. 


eine konvexe Abbildung des Einheitskreises, und zwar, wie’ man leicht erkennt, die 


allgemeinste Abbildung aus ® von |z|<1 auf einen von zwei parallelen Geraden be- 
grenzten Streifen. 
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Beim Beweise von (60) diirfen wir uns auf die Betrachtung von z-Werten 
vom ; Betrage 1 beschranken, fiir die der Logarithmus regular ist. Wir 
setzen also 

2’ =e" (—a<@0<72). 
Die Behauptung lautet dann 





9 ei? | 1 ei(+@) 
p(y, 0) = R——, oe as 
(61) (4-0) - 
t _ 1—e*'! +@ 1 
a {t.<-> = > = P+, P+ —o). 
2 sin 1—e'?-9~ @ Poe, OS—¢) 





Die Funktion w = ~ a bildet den Einheitskreis | z’| < 1 auf eine Halb- 


ebene 9 ab, die den Punkt w=1 im Inneren enthalt und deren Be- 
grenzungsgerade durch w = 0 geht. Die Neigung dieser Geraden erhalt man 
leicht, wenn man # = —2a+ setzt. In der Tat ist dann 

1 -¢!'-*+2%@) 1+e?'? 


i¢ 
- = cosge ’. 
j1—e~** 2 


w= 


Das Argument der Punkte der Begrenzung von © ist also p bzw. p — 2. 
Da bei der Abbildung von |z’| <1 auf § z’=e~‘*? in w=0, z’=e"® in 
w= oo iibergeht und der Umlaufssinn erhalten bleibt, ist das Argument «, 
der Randpunkte von 9 genauer 


fii y 
(62) ae ee 
g—a fir |d\|<g. 


Die Behauptung (61) geht demnach iiber in 








i (7-0) 1 1—el(@+@) /2 
9) =— Ro {<1 ma Sf a 
P(9, %) m 2sing \2 - 1 —e!?-9) Ty 
— cos (d+ ¢) 


1 ; 1 
"- {sin Blog ; 


1 
Tan —2a,cos} > 5. 


— cos (d——) 
Die Funktion p(y, #) ist in & gerade, so daB es geniigt, die Intervalle 
0Sd<y, gp<bgn 


zu betrachten. Wir zeigen, daB fiir 0 < # < ein absolutes Minimum von 
p(y, @) als Funktion von # an der Stelle # = 0, fir p< <a an der 
Stelle # =a liegt. Dies folgt aus 
ép(y,d) {2° fir 0Sd<g, 

a0 <0 fir p<8Ex. 





(63) 4 sin p 


Es ist aber 


, ép(oy,d 1 —cos (#+ 2 sin # si 
(64) sing SPF") — cos P log -—wonte te) 4 Zaeeane 





+ 2a,sind 
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und 





ap(¢, °) __ 2sin 0 (cos*y -- 1) 


. a . 
(65) 55 (#8in p a0 ~~ (cos & — cos g)* S°. 


Die Ungleichung (63) ist daher fiir alle p, 0 < » < 2, erfiillt, wenn sie fiir 
<q an der Stelle p—z, 
&>q an der Stelle p=0 


gilt. An beiden Stellen ist aber auf Grund von (64) und (62) 


op(y,%) _ 4 


4 sin gy — a8 


Fir 6 =a bzw. = 0 geht dann (61) in die triviale Behauptung 
> 1 
sin » 
bzw. (0<p<a) 
az—@ ) 1 


sing  sin(z—@) ~ 
iiber. Damit ist (61) bewiesen. 
Fiir die Funktionen 


bildet 


den Kreis |z| <1 auf die volle Halbebene 


Rw>s 


ab, so daB diese Funktionen fiir die Funktionen =) und FG) der Klasse § 


die genauen Bildschranken liefern. Damit ist Satz C vollstindig bewiesen. 


§ 3. 

Ermittlung der Bildschranken von coe 

Ist F(z) eine Funktion der Klasse &, so liefert die nach der Vor- 
schrift der Formel (35) mit F(z) gebildete Funktion H(z) gleichfalls eine 
zu § gehdrige Abbildung des Einheitskreises. Die in II, § 3 bewiesenen 
Satze behalten also ihre Giiltigkeit, wenn man iiberall das Wort ,,schlicht“ 
durch die Worte ,schlicht und konvex“ ersetzt. Insbesondere ergibt sich 
also aus (36a) mit Hilfe von Satz C fiir jede Funktion F(z) aus & 





od 2F’(z)~ 1 a aa 
(66) Ra) e7a"-")-W>3 (jz; =r <1), 
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und da fiir die Funktionen (16) 
zF’(z) 1 


F(z) 1—e2 (je| = 1) 





ist, ist die Schranke } in (66) genau. Daraus folgen wegen des a. a. 0.**) 
angefiihrten Satzes von Herrn Rogosinski die gesuchten genauen Bild- 
schranken. 

Fiir die Funktion 


(67) (2-7 O—s 
folgt aus (66) 


2 


2f'(2)_ og 2F (2) _ 
"ae 

so daB die Aussage (66) mit der Zugehérigkeit der Funktion (67) zur 
Klasse St gleichwertig ist. 





§ 4. 
Untersuchung der Tragweite der in diesem Abschnitt 
bewiesenen Sitze. 


Wir wollen jetzt zusammenfassend die gegenseitige Beziehung der Be- 
dingungen untersuchen, die in den Siatzen B und C sowie in dem in § 3 
bewiesenen Satz vorkommen. Wir betrachten also die in |z| <1 regularen, 
durch F(0)=0, F’(0)=1 normierten Funktionen F(z), deren Ableitung 
nicht verschwindet, und die ferner in |z|<1 einer der folgenden vier 
Bedingungen unterworfen sind: 

a) ® ore) >0O (notwendig und hinreichend fiir die Zugehérig- 

(z) , 
keit von F(z) zur Klasse &), 
2 F'(z) ~ 1 


b) RG) 





(notwendig fiir die Zugehérigkeit von F(z) zur 
Klasse &, notwendig und hinreichend fiir die 


i F*(z) = 
Zugehérigkeit von —-— zur Klasse St), 


| 


9 a7, 1 
c) ® VF‘(z) 73 (notwendig fiir die Zugehérigkeit von F(z) zur 
a) g Fe) >s Klasse &). 


Wir zeigen den folgenden Sachverhalt: In der hier angegebenen Reihen- 
folge zieht jede der drei ersten Ungleichungen die auf sie folgenden nach 
sich, und jede von ihnen ist von den auf sie folgenden unabhingig. 


*) FuBnote **); Satz II. 


der 
He 


di 
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DaB zunichst a) die drei iibrigen Beziehungen zur Folge hat, bildete 
den Inhalt der vorhergehenden Ausfiihrungen (§§ 1—3). Insbesondere ist 
c) wegen (13) und (14) mit Satz B identisch. Nach der in § 2 erfolgten 
Herleitung von Satz C ist also auch klar, daB d) aus c) folgt. 

Weiter ist leicht einzusehen, daB d) aus b) folgt. Wir brauchen zu 


diesem Zweck nur Satz B auf die Funktion a anzuwenden. Aber auch 
c) folgt aus b). In der Tat ist ja 


F’(z) F(z) 
VP(2)=Vagy 


so daB wir nur den leicht zu bestatigenden Satz anzuwenden haben, daB 
das (geeignet definierte) geometrische Mittel zweier komplexer Zahlen u,, u,, 
die der gleichen Halbebene 





Russ 


angehéren, ebenfalls in dieser Halbebene enthalten ist®). 

Um nun die Unabhangigkeit der Ungleichungen a) bzw. b) bzw. c) 
von b), c), d) bzw. von c), d) bzw. von d) einzusehen, geniigt es nach 
dem eben Bewiesenen offenbar festzustellen, daB a) von b), b) von c), 
c) von d) unabhangig ist. 


1. Wir setzen zunichst 


F(z) = == = Se Zr cece 
- Yi-2 
Dann ist 
zF(z)_ 1 (zF’(z))’ — 1422? 
Fe) ~T=3 ey oat 


so daB b) erfiillt ist, a) dagegen nicht, da der letzte Ausdruck fiir z= 
den Wert —4 annimmt. 


2. Weiter setzen wir 





1 1+-z 1 s 
= — — . = 
F(z) z 8 ai. z+. 
Dann ist 
or 1 

VF’(z) zs T_2 

also c) erfiillt. b) ist jetzt nicht richtig, da 
2F’(2)_ 4 1 





F(z) = (1—2*)? 1) l+z 2 


l—z‘ 1-28 


%5) Dies folgt aus der Konvexitét des Bildbereiches ‘von Ru > bei der Ab- 


bildung u’=logu, was wiederum mit der Zugehérigkeit vor log = = — log (1—z) 
zu & gleichwertig ist. 
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fiir z=# den Wert 





erhalt. 


3. SchlieBlich gilt fiir die Funktion 
F(z) - 
die Ungleichung d), nicht aber c), da 


+7 1 + Zz 
VF'(z) io ; 

fiir z= 7% verschwindet. 
Damit sind unsere Behauptungen véllig bewiesen. 


5 9. 
Weitere Folgerungen aus Satz C. 


1. Nach Satz C ist fiir eine beliebige Funktion F(z) der Klasse § 


die Funktion 
®(z) = q Ft) —1 


fiir |z!< 1 von positivem Realteil. Man kann sie also als die Grenz- 
funktion einer Folge von rationalen Funktionen der Form 
4 n 
=< / P* (2) " 1+e,z g,>9, S9,=1 
(68) @*(z)=—2! —l|]=— s’ = r=1 


2 aot “1-82 
val 


e|=1 


darstellen, wobei die Folge in jedem Kreise |z| <r, r< 1, gleichmaBig 
konvergiert. Fiir F*(z) folgt aus (13) 


’ 
(69) F*(z) =z) —*— 
v=l - 
und 
n 
a , 7 . 
(70) f*(z)=2F"* (z) 5 -_& 


schlieBlich 
7 oy) St, _ 12 
(71 fo (z)= at Iv ie, 2)" 


Zz) 
1 


, 
. . * " . ‘ 
Die Folge der ®*(z) bzw. F*(z) entsprechenden Funktionen f*(z) kon- 
vergiert gegen eine Funktion f(z) der Klasse St, und umgekehrt ist jede 
Funktion f(z) von St in dieser Weise darstellbar. 


— <a h6hhlUlO 
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Um die Bogenliange L(r) der Bilder der Kreise |z|=—r<1 bei 
den Abbildungen aus &% bzw. St abzuschitzen, geniigt es, dies fiir die eben 
eingefiihrten rationalen Funktionen zu tun. Man hat 


rdq (z=re'®) 





e,re'®?) 


2s 22 a 
ms =| F*(re'*)|rdp = } Sao 
0 0 : 


ae d 
< 0, { “* 


\1 ere? |2’ 





0 
d. h. 

27 

dq Qnur "3 . » 
72) L(r <rf Cee ie cool (fiir die Klasse &), 
a }1—re‘'?|? 1—r* 

0 
und entsprechend erhalt man 
™ a l14re'?| i ‘ ’ = 
(73 L(r)<r ——dg (fiir die Klasse St). 

- |1—re‘®|8 


Uv 


Diese Schranken lassen sich nicht verbessern, da sie von den Funktionen (16) 
bzw. (15) erreicht werden. 


Die Ungleichung (72) besagt, daB die Bogenlinge der Kreislinie 
lz] =-r<1 bei der Abbildung w= f(z) aus & héchstens im Verhiltnis 
1:(1—r*) vergréBert wird. (73) zeigt, daB bei der Klasse St die Bogen- 
lange L(r) (fiir r—+1) héchstens wie 1:(1 —r)* unendlich wird. Der Ver- 
zerrungssatz (4) wiirde nur 1:(1 —r)® liefern**). 

2. Wie bereits in der Einleitung (S. 46) erwahnt wurde, vermutet 
Herr Bieberbach, daB bei der Abschitzung der Drehung fiir die Ab- 
bildungen aus Gt die Funktionen (15) die scharfen Schranken liefern. 


%) Wie Herr Szegi bemerkt hat, kann die Bogenliinge L(r) auch bei den 
Funktionen der Klasse © nicht stirker unendlich werden als 1:(1—r)*. Dies folgt 
aus einer bekannten von Herrn J. E. Littlewood (On inequalities in the theory of 
functions, Proc. of the London Math. Soc. (2) 23 (1924), S. 481—519, insbes. S. 498, 
Theorem 20) herriihrenden Abschitzung des sog. Hardyschen Mittelwertes fiir die 
Funktionen aus ©, im Verein mit der oberen Abschitzung (34). Man erhilt so 











=7 22 : 
L(r) rf ircejag =f ices) rf (re'*) ie 
f(re'*) 

v 0 
2x 

1l+r , l+r . 

St! [ ircreyiag< etee tc gi. 

0 
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Wir wollen diese Vermutung dahin erweitern, daB die Funktion 





os a l+z 
(qi =) cot —z)* 
fiir die Ableitung f’(z) der Funktionen der Klasse Gt die genauen Bild- 
schranken liefert. Als Begriindung mége hier einerseits die Bemerkung 
dienen, daB, falls eine solche Funktion in der Klasse St iiberhaupt existiert, 
diese nur die Funktion (15) sein kann, da diese bereits das Maximum und 
Minimum des Betrages annimmt, was fiir die Bildschrankeneigenschaft not- 
wendig ist. Andererseits zeigen wir, daB diese Funktionen die erwahnte 
Rolle jedenfalls in einem Teilbereich von |z| <1 spielen, und zwar sicher 
in dem Kreise |z| << @ <1, dessen Inneres von der Funktion 


1+z 

(1—z)® 
schlicht, und konvex abgebildet wird. Die Existenz einer derartigen Kreis- 
scheibe liegt auf der Hand. Die Richtigkeit der Behauptung folgt un- 
mittelbar aus (71), da die Funktionen auf der rechten Seite von (71) nur 
1+re‘? 
(1—re‘?)8 


annehmen. Fir |z| <0 erreicht dann auch der Ausdruck 


Werte aus der konvexen Hiille des Wertevorrats von fiir |z|<r 
| arg f’(2)| 


bei den Funktionen (15) sein Maximum. Dies ist indessen auch noch auf 
jedem Kreise |z| =r <1 der Fall, auf dem 


WAY F 1+z 
(74) Ra-ys 20 
gilt. Wegen 
l+re'? ; 
arg ; < 4arc sinr (r< 1) 
(1—re'®)* 





ist (74) fiir jeden Wert z mit |z| =r <1 erfiillt, fiir den 


e a 
4 arc sinr < 


==9°? 


d. h. 


r <sin= = 0,382... 
ist. 
ee . ° ° F(z) +f f(z) , 
3. Fiir die Abschnitte der Funktionen —*, F’(z)=——, f(z) 


usf. lassen sich Bildschranken angeben, die in gewissen Teilkreisen von 
|z|< 1 durch keine besseren ersetzt werden kénnen. Bezeichnen wir nam- 
lich mit S,(z) den n-ten Abschnitt von F(z), mit s,(z) den n-ten Ab- 


Schlichte Abbildungen. 67 


schnitt von f(z) (n=2,3,...) usf., so liefert der auf S. 46 zitierte 
Satz von Herrn Rogosinski*’) das folgende Resultat: 
Das Bild der Kreisscheibe |z| << r<1 bei der Abbildung w = 


st*) bzw. w= s,(z) usf. liegt in der konvexen Hiille 


S,(z). 
z 


+? 
bzw. w = S,(z) = 


des Bildes dieses Kreises, das von dem Polynom 


(75) wmlt+s+s°+...4+2""* 

bzw. 

76 w=1+ 22+ Sa" A... 4 n2"~? 
bzw 

(77 w 1+ 42 T Os" +-...+n' 8" : 


f. entworfen wird. Diese Schranken sind jedenfalls fiir solche Werte 
(\z| << r<1) genau, fiir die die durch das Polynom (75) bzw. (76) bzw. 
77) usf. bewirkte Abbildung von |z| <r konvex ausfiallt. 


7) Bzw. eine sinngeméBe Ubertragung dieses Satzes auf ahnliche Funktionen- 


typen. 


(Eingegangen am 27. 11. 1931.) 
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Sur les suites de polynomes bornés sur une courbe. 
Von 
F. Leja in Warschau. 


Ii résulte du théoréme connu de Weierstrass sur l’approximation des 
fonctions continues par des polynomes qu’une suite de polynomes 


(1) P,, (2) =a.” +a-z+... +a 2" (xn = 0,1, 2,...) 


n 
peut étre bornée sur une courbe simple fermée sans étre bornée a son 
intérieur. Une telle suite peut méme étre convergente a |’intérieur et sur 
la frontiére d’un domaine sans étre bornée ( uniformément) dans ce domaine. 

Néanmoins les suites de polynomes bornées sur une courbe quelconque, 
fermée ou non, jouissent de certaines propriétés assez remarquables et 
Pétude de ces propriétés constitue lobjet du présent travail. Je vais 
notamment établir dans ce qui suit les propriétés suivantes de ces suites’): 


Si une suite de polynomes (1) est bornée presque partout sur une 
courbe quelconque C, fermée ou non, de longueur aussi petite qu'on veut 
et si Ton se donne un domaine borné D tout a fait quelconque, les valeurs 
maxima des modules des polynomes (1) dans le domaine D 
(2) M,, = max| P, (z) | (sn =0,1,...) 

dans D 
sont telles que la suite 
(3) Vi, YM,,..., VM... 
est toujours bornée, quelque grand que soit D. 

La limite supérieure de la suite (3) dépend naturellement de la 
courbe C et du domaine D mais, ce qui est remarquable, elle est toujours 
finie si la longueur de la courbe C est positive. Au contraire, nous verrons 
quil existe des suites (1) bornées dans un ensemble de points partout 
dense dans le plan entier et telles que la suite (3) n’est jamais bornée, 
quelque petit que soit le domaine D. 


*) Les résultats de ce travail constituent une généralisation de certaines pro- 
priétés des séries de polynomes énoncées sans démonstration dans les Compt. rend. 
198 (1931.), p. 506—509. 
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Le résultat précédent permet d’espérer que la suite (3) doit étre 
encore plus spéciale si la courbe C est fermée et si le domaine D est 
identique avec l’intérieur de la courbe C. Observons que, si une suite de 
polynomes (1) est uniformément bornée ou normale dans un domaine D, 
la limite supérieure de la suite (3) ne surpasse pas l’unité. Or, il y a des 
suites de polynomes beaucoup plus générales qui jouissent de la méme 
propriété. Nous verrons que: 

Si une suite de polynomes (1) est bornée*) presque partout sur une 
circonférence quelconque 

|jz—al=r 
la limite supérieure de la suite (3) formée des modules maxima des poly- 
nomes P.(z) dans le cercle |z—a|<r ne surpasse jamais lunité. 

J’ajoute que la démonstration de ce dernier théoréme, donnée plus 
loin, ne s’applique pas au cas ow la suite (1) est bornée (non uniformément) 
sur une courbe simple fermée différente d’une circonférence, donc le 
probléme reste ouvert, si, dans ce cas aussi, la suite (3) correspondant 
& Vintérieur de cette courbe jouit de la méme propriété que dans le cas 
d'une circonférence. 


I. Propositions auxiliaires générales. 
Nous aurons 4 nous appuyer dans la suite sur deux lemmes concernant 
les courbes rectifiables quelconques. 
Lemme 1. Si @ chaque point z d'un arc rectifiable C de longueur 
1>0 correspond un nombre positif M,*) il existe, pour chaque nombre 


e > 0, un ensemble E des points de C et un nombre positif M tel qu’ona 
1° M.< M pour chaque z de ensemble E, 
2° mesE>l—e, 
ou E = E-+-les points limites de E.*) 
Démonstration. Soit C un arc rectifiable de longueur / et soit M, 
le nombre correspondant d’aprés l"hypothése au point variable z de C. 
Désignons par E, l’ensemble de tous les points z de C pour lesquels 
M,<v et posons _ 
E, = E, + les points limites de £,. 
Chaque point z de larc C appartient & presque tous les ZH, et, par 
suite, & presque tous les EK, et on a évidemment 
E,cE lim E, = C 


¥+1? 








*) On ne suppose pas que cette suite soit uniformément bornée. 

5) Il suffit de supposer que la fonction M, de z soit définie presque partout 
sur C, c’est-a-dire partout & exception d’un ensemble de mésure nulle. 

*) Ce lemme ne différe pas au fond d’une proposition de M. F. Hartogs, Math. 
Annalen $2 (1906), p. 5. 
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donc, les ensembles EF, étant mesurables, on a 
mes E >, 
d’ou il résulte que, étant donné un nombre « > 0, il existe un indice p 
tel qu’on ait es 
mes E> —e. 

Lensemble E,= E et le nombre p= M remplissent les conditions du 
lemme, car, si z appartient 4 Z,, on a M,< p. 

Lemme 2. — Etant donné, sur un arc rectifiable C de longueur l 


et de diamétre d, un ensemble E de points tels que Tensemble fermé E 
remplisse la condition 


(1) mesE>I— +, oi 0<e<d, 
tl existe, pour chaque nombre naturel n, une suite de n+-1 points 
(2) = 7errey & 
appartenant a Tensemble E et tels qu'on ait 
: , d—e . 
(3) |z,—2)2(j7—k)-— (j>k=0,1,...,n). 


Démonstration. Soient a et b deux points de l’arc C dont la 
distance |a — b| est égale au diamétre d de C et soit m un nombre naturel 
quelconque mais fixe. 


Considérons une suite de n-+1 nombres positifs »,, 7,,...,7,, quel- 
conques mais tels qu’on ait 
(4) Nott +--+, <=> 
et désignons par y, le point (ou un des points) de l’ensemble E tel que 
le module |y,—a| soit égal & la distance 5(a, E) entre le point a et 
Pensemble E. Si y, appartient 4 ZH posons 

2 =Y% 

et dans le cas contraire désignons par z, un point quelconque de ZH qui 
satisfait 4 linégalité *) 
(5) |29 — Yol < %- 
Observons que, si y, +a, aucun des points de l’arc C situés dans le cercle 
(6) |jz—al|<e, ot e=—|y,—al, 
ne fait partie de ensemble fermé E. 


Désignons par Z, la partie de Z située en dehors ou sur la frontiére 
du cercle 


(7) |jz—al<r,, ov r,=|%—a|+5—, 


*) Un tel point z, existe car, dans le cas considéré, y, est un point limite de £. 
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et soit y, le point (ou un des points) de E, tel que 

\¥, 7 a|= 6 (a, E,). 
Si y, appartient 4 Z, posons 

4—-% 

et dans le cas contraire désignons par z, un point quelconque de Z, pour 
lequel Vinégalité 
(8) la—nl<m 
est satisfaite. Observons que, si |y, —a|>1,, aucun des points de l’arc C 
situés dans la couronne circulaire 


(9) r,<|z—al<rte, ot 4 =—|y,—al—r7,, 
ne fait partie de l’ensemble E. 

Désignons maintenant par EZ, la partie de HZ située en dehors ou sur 
la frontiére du cercle 
(10) |z—al<r,, ou = |s,-0/+—. 
et observons que, si n > 2, l’ensemble Z, ne peut pas étre vide. En effet, 
il suit de (10) que 





Acs d—e 
r, S|z,—%|+]¥,—a@|+ -_ 
donc on a d’aprés (7), (8) et (9) 
Dine 
2S |2,—a|+e,+9, +2 —. 


Mais, il suit de (5) et (6) que 


[29 — @| S| 2% — %| +|Yo— 41 < + % 

donc 
(11) te S (eo +8) +(e +m) +2. 

Or, il suit de lhypothése (1) qu’on doit avoir ¢, +, < z car la 
longueur des parties de l’arc C situées dans le cercle (6) et dans la 
couronne (9) est au moins égale 4 «,-+-«, et ces deux domaines sont 
dépourvus de points de lensemble F. D’autre part on a, d’aprés (4), 
No + 11 < + donc il suit de (11) que 
8 d—s & 
gy +3-—<é—-7, 
et cette inégalité montre que la partie de l’arc C située en dehors du 
cercle (10) ne peut pas étre dépourvue de points de l’ensemble Z, car sa 
longueur surpasse =: 

L’ensemble Z, n’étant pas vide il suffit de considérer le point y, de E, 
tel qu’on ait |y,—a|—6(a, E,) et de continuer le raisonnement qui 
précéde pour définir le point z,, et ainsi de suite. Aprés n-+-1 pas on 
obtiendra n+ 1 points (2) satisfaisant aux inégalités (3). 





f<- sin >2, 
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II. Suites bornées sur une courbe quelconque. 
i 
Considérons une suite quelconque 
(1) Fafa), F(a), 02 Fi {8), «+: 
de polynomes *) L 
(2) P, (2) = ag” + a1" -2+...- a," >2" 0 
et un arc C quelconque mais rectifiable. 
Théoréme 1. Sit une suite de polynomes (1) est bornée en chaque ; 
point — a un ensemble de mesure nulle prés — Wun arc rectifiable C q 
de longueur aussi petite qu'on veut, mais positive, il existe, d chaque 
domaine borné D, un nombre positif 4=A(C, D) tel que la suite d 
(3) P, (2), P,(z)-l, ..., P,(z)-0",... ( 
est uniformément bornée dans le domaine D lorsque |\1|< 4. Le nombre ‘ 
4(C, D) satisfait a Pinégalité | 
(4) 4(C, D)>a-% 


ou d est le diamétre de arc C et R est le diamétre de lensemble C +- D. 

Démonstration. Supposons que la suite (1) soit bornée presque 
partout sur un arc rectifiable C du longueur / et du diamétre d. 

A chaque point z de C, excépté un ensemble de points de mesure 
nulle, correspond un nombre positif M, tel qu’on a |P,(z)|< M,, pour 
n = 0,1, 2,..., donc, en vertu du lemme 1, 4 chaque « > 0 il existe sur C 
un ensemble £Z tel que la suite (1) est uniformément bornée dans Z et que 


(5) mes E >1 — ; , 

D’autre part, il resulte du lemme 2 que, & chaque nombre naturel n, il 

existe dans EZ une suite de n-+-1 points 

(6) Bas B55 0005 S, 

remplissant les conditions 

(7) |z,—2/2G—k)<*, of j>k=0,1,...,n. 
Soit M un nombre fixe tel qu’on ait 

(8) | P,(z)|< M, n=0,1,..., pour chaque zeZ, 

et soit m un nombre naturel quelconque mais fixe. Posons 

(9) 4;(z) = (2 — 25) (z — 2,)...(2 — %_) (2 — 2 4,)---(2 — %) 

(j =0,1,..., 2), 


*) Le terme n-iéme de la suite (1) est du degré < n. 
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et observons que, en vertu de la formule connue de Lagrange, on a 


identiquement 
y , 4,(z) 
PA) = P,(2))" Fiz)’ 


Les points (6) appartiennent 4 ensemble Z donc, en vertu de (8) on 
obtient linégalité 





= 4,(z) 
(10) P,.(z)|< M- ae 
Pi <M S| HS 


qui a lieu en chaque point z du plan. 
Soit D un domaine du plan, quelconque mais borné, et soit R le 
diamétre de ensemble C-+ D. D’aprés (9) on obtient 





(11) |4;(z)|<R", pour j=0,1,...,n, 


et cette inégalité a lieu en chaque point z de D. D’autre part, il suit de 
la formule (9) et des inégalité (7) que 


, -\, (d—e\" , 
| 4,(2;)| >i! (n — 3)! (—*), pour j=0,1,...,n. 
Mais, en vertu de la formule connue de Stirling, on a 


ki>e*-k* (k =1, 2,...), 
done 
jl (n—j)!>e-*-j4-(n —j)" 2D e™-(F) 
et, par conséquent, 
é 


(12) |4,(z,)| > (Ge) pour j=0,1,...,n. 
Des inégalités (10), (11) et (12) résulte la suivante 


|P,(2)|<(n +1) mF) 


d—s 
et on voit que cette inégalité a lieu quel que soit z appartenant au do- 
maine D, quel que soit n = 0,1, 2,... et quelque petit que soit e>0. 
Le théoréme est une conséquence immédiate de cette derniére inégalité. 
Considérons une suite de nombres 
(13) Sing Bay 220 Bay vee 
partout dense dans le plan complexe et soit 
(14) Phe Ging 2 0.09 Bey oe 


une autre suite telle qu’on ait 

(15) |z, —a,|<+ et z,+a,, pour m,n=0,1,.... 

Posons 

(16) P,(z) = A,(z—2)(z—2z,)...(2—2,) (n=0,1,..,), 
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ou 


(17) A —— 


rn (a, — 2%) (@,—2,).--(@,—2n) 





Il est évident que la suite (16) converge vers zéro en chaque point de la 
suite (13). 

Soit D un domaine quelconque du plan. En vertu des inégalités (15) 
la suite {a,} est partout dense dans D, donc il existe une suite partielle 


Gags Gangs «+ 29 Gags 00° 
dont tous les termes appartiennent au domaine D. Aux points de cette 
suite on a, d’aprés (17), 
P,,(Gn,) = ”,! 
d’ou il résulte que la suite de polynomes 
(18) P,,(z)-" (n =0,1,...), 


n’est pas uniformément bornée dans le domaine D, quelque petit que soit |/| > 0. 

Cet exemple montre qu’il existe une différence essentielle entre les 
suites de polynomes {P_(z)} bornées 1° sur un arc quelconque, aussi 
petit qu'on veut, ou 2° dans un ensemble partout dense dans un domaine 
aussi grand qu'on veut. Dans le premier cas la suite (18) est toujours 
uniformément bornée dans chaque domaine borné, si |/| > 0 est suffisam- 
ment petit, dans le second cas cela peut n’avoir lieu dans aucun domaine, 
quelque petit que soit ce domaine. 


III. Propositions concernant une circonférence. 
Considérons la circonférence de rayon unité 
(1) |z|=1. 
Dans la suite nous nous appuierons sur les trois propositions que voici: 
Lemme 3. Etant donné sur la circonférence (1) un ensemble E de 


points tels que ensemble fermé E remplisse la condition 


(2) mes E > 2n—-, 
tl existe, pour chaque nombre naturel n, une ‘suite de n+-1 points de 
Pensemble E 


ou O<e<2a 





= eo 
tels que, si Ton pose 
2a-8 i . \ 
=——T 9=er (j = 0,1,..., 2”), 
on att 
0sa,<4a,<...<a,<¢ 22-0 
et 


4,—a,>0, pour j=0,1,....n—1. 
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Démonstration. Cette proposition est une conséquence immédiate 
du lemme 2. En effet, cela dévient évident si l’on considére l’ensemble FZ’ 
des arguments « des points z=e'" de V’ensemble Z et si Von applique 
le lemme 2 & l’ensemble EZ’ situé sur l’arc rectiligne 0 <a < 22 du plan 
complexe a +48. 

Lemme 4. Si une suite de n+-1 points 
(3) 2; = ef% (j =0,1,..., #) 


du cercle unité remplit les conditions 





0<a,<a,<...< 4,5 2n— 8, 
“) bat 20 — 2a! (j =0,1,...,n =1), 
ou e>0 est un nombre quelconque < 22, les polynomes 
(5) 4;(z) = (2 —2)...(2 — %_3) (2 —241)---@—2,) (§=90,1,...,m), 
satisfont en chaque point de la circonférence |z|=1 a Pinégalité 

IT | + e°-n0%)? , st n est pair, 

m-1 n-1 





6% 
| , 8 n est impair. 


(6) |4(z)|s 
| If \i+ e(r-00i || li+e’ 
v=1 


Démonstration. Supposons que les points (3) remplissent les con- 
ditions (4) et soit z un point quelconque mais fixe de la circonférence 
|z|=1. Tragons le diamétre d, de cette circonférence passant par le 
point z et désignons par 


a Zp,» 2pyr +++ Sys (kn), 
ceux des points 
(7) Zgs Zp oes Sas Saas veer Sy 


qui se trouvent de lun coté du diamétre d, ou sur d,, et par 
2a, 2qyr ++ +> Zqn_x (n—k<k), 


tous les autres points (7), l’indice j étant supposé fixe. Il suit des hypo- 
théses (4) qu’on a 


|(2 — t,) --+(2— apn) | S| (1 — *4) (1 — eb)... (1 — be @-001) 
\(@ — ay) -+-(2— en-a)| S| (1 — e*4) (1 — =O)... (1 — ebe--t-v015| 
donc 


ine. 


|4;(2)|S 


| — el#-(-20611) |. ar — ele 20016 | 
v=1 


ou 


(8) 4,(2)| <I |t+er- 2) 03 | ‘D\i+er- 064 | 
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Supposons d’abord que le nombre n soit pair. Si k = > Pinégalité (8 ) 
prend la forme (6) et si k > — linégalité (8) peut étre écrite comme il suit 


(1.463%) (, eG tO) (, + elt-100%) 





[4,(2)| < J] 1+ 2°. 


v=1 (14 @G-*0) (1, .G-*04) (1, om—mn03) 
d’ou resulte la formule (6) pour mn pair car, étant 
jl+e|<|1+e%|, si OS P<aga, 


le dernier facteur fractionnaire est plus petit que l’unité. Dans le cas ot n 
est impair la formule (6) peut étre déduite de (8) d’une fagon analogue- 


Lemme 5. Si les hypothéses du lemme 4 sont satisfaites on a, quel 
que soit 7=0,1,..., n, 


2 49 . . 
| ][\i—e®‘|° , st n est pair, 
v=1 
(9) \4;(z (2) aa nti, 
| IT \1— ere |?-|1- e* , st n est impair. 
v=1 
Démonstration. Considérons le point z; de la suite (3), ou 
j = 0,1,..., est quelconque mais fixe, et désignons par d; le diamétre 
du cercle |z| <1 passant par le point z;. Soient 
Zp,> 2pyr ++ +2 Zp (kn) 


tous les points de la suite (7) qui se trouvent de l'un coté du diamétre d; et 
29,2 2g, +++ Zone (n—k<k) 


tous ceux qui se trouvent de l’autre coté de d,. 
Il suit des inégalités (4) que 


| (2; = Zp,)--+(%;— 2m) = | (1 — e@*) (1 — e9 Of)... (1 — oF) |, 


| (2; — 2) «+ (%;— Senn) | & | (1 — ef) (1 — 8 Of)... (1 — eB 08) | 
donc on a 
(10) 4;(2;)| = 1 |1—er®*|- IT |1—er®"|. 


Supposons que m soit pair. Si k= 3 la derniére inégalité se réduit 


& Pinégalité (9) pour nm pair et si k > > on peut donner 4 (10) la forme 





( _ G*)e%) goeGa — eF 6%) | 


=. 


14,(2,)1 2 IP |1— er")? 


: (128°) (1 —ein-b+ney | 
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d’ot resulte linégalité (9) pour nm pair car on a 
|\l—e™|>|1—e%|, sis OS P<aga. 


Dans le cas of n est impair l’inégalité (9) peut étre établie d’une fagon 
analogue. 


IV. Suites bornées sur une circonférence. 
Considérons une suite de polynomes 


. (n) ( r (nm) 4 ‘ 
{1) {P,(z)}, ot P,(z) =a" +a;"2+...+a, 2 (n=0,1,2,...) 
dont le n-iéme est du degré <n. 

Théoréme 2. Si une suite de polynomes (1) est bornée presque par- 
tout sur une circonférence 
{2) |z—al|=r 
de centre et rayon quelconques la suite de polynomes 
(3) P,(z), P,(z)-(l—e), ..., P,(z)-(l—e)", ... 
est uniformément bornée a lVintérieur de cette circonférence, quelque petit 
que soit e>0, e <1. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer que 
a=0 et r=1 car, dans le cas contraire, il suffirait de remplacer, dans 
les polynomes (1), la variable z par a +r-z pour étre conduit au cas ot 
a=0, r=l. 

Supposons que la suite (1) soit bornée presque partout sur la circonférence 
{4) izj;=1 
et considérons un nombre quelconque « > 0 plus petit que 22. En vertu 
du lemme 1, il existe sur la circonférence (4) un ensemble E de points 

nH o é . ‘ . ‘ , 
tels qu’on a mes E > 2a — 7 et que la suite (1) est uniformément bornée 


dans Z£; on a donc en chaque point de ensemble £ 


(5) | P,(z)|< M (n= 0,1, 2,...), 


, 2, 
ot M est un nombre fixe ne dépendant pas de l’indice n. 


Soit » un nombre entier positif quelconque mais fixe. D’aprés le 
lemme 3, il existe dans l’ensemble EF une suite de n +1 points 


> ‘a . 
(6) Bigg By 5 00058 z,=e 7 (j= 9, I1,...), 


n? 


remplissant les conditions (4) du lemme 4. Le polynome P,(z) peut étre 
représenté, comme plus haut, par la formule 


a A,(z) 
P,(z) =) P,(3,)°37- 5 


j=0 = = 
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donc, linégalité (5) étant satisfaite aux points (6), on a 


n 
; A,(z) 
|P.(2)|<M-y ey | 
joo | “4 
d’ou, en vertu du lemme 4 et 5, on obtient les l’inégalités 


n 





2 
1+¢'%—2 68 ;3 , , 
|P.(z)| <(n+1)M- J] ——sar| >» Si m est pair, 
vy=1 
(7) ; 
2 . .e == gi 
1+e%-20* |? |1+e¢ 8 ' . : 
Por <(n+1 )m- [7 ae | — , Si m est impair, 
v= l—e # 
et ces inégalités ont lieu en chaque point de la circonférence, |z| = 1 et, 


par conséquent, en chaque point du cercle |z| <1. 
Désignons par p le nombre entier positif défini par les inégalités suivantes: 


¢ Bi 9 
(8) 2x <3 e 22 


n+p+l1 =nt+1 n+p 
et par m le nombre pair: 


_fu+pr+l, si n-+ p est impair, 


(9) 
a ~ (n+p -2, si n-+p est pair, 
et posons 

(10) o = = 

Il suit de (8) qu’on a w <0" ; donc, étant 


— > 
1 te™*|<|1+e"| et Let > fo, si OS B<adga, 
on voit que les inégalités (7) restent vraie, si Ton remplace dans leurs 
seconds membres langle 0 par w. Observons que, le nombre m étant pair 
par définition, on a lidentité 


m m 


2 . 2 . 
If\1+e"~"*"| = I\1 as om", 


donc les inégalités (7), oi Yon a remplacé 0 par wm, sont équivalentes 
aux suivantes 











_ vu 2 

|P.(z)|<(n+1)M- Il a. =~ “iE si n est pair, 

oes! ' +6 
(11) i. 

Lt 1 yoi 2 ly “Sei 

|P,(z)| S(@+1)M I os ws , Si n est impair. 
a+ i e? 
a 
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Cela posé, considérons le cas ot n est un nombre pair, observons que 
= m—n 


(12) I (1 a e"ml< 2 2 
yo +) 





m 
@=a2 donc 


D’aprés (10) on a 5 


m 


I 11+ e%-PO*| =| (1 —e”*) (1 —e*"). onee M 


nn” 
ves+i 


° P m—n 
mais, étant oa, ona 


2 
; - ¥@ m—n 
}1—e’*"| = 2 sin-, pour y= 1,2,..., "sa 
d’ou il suit que 
me —_— , 
‘ : (r-1) a o — w qw 
(13) I \itero'"’| =2 ‘Sin > -SIN-=>-- ... -siN=>-, 
y= 41 


2 


ot lon a posé 


(14) q= 5". 


En appliquant (12) et (13) & la premiére des inégalités (11) on obtient 
Pinégalité suivante 
F ou (n+1)M 
(15) P.(z)|s- Fa ey 
9 


i @ 
| sin = ‘sin —-: .-. -sin=- 
\ 2 2 





qui est satisfaite en chaque point du cercle {z| <1. 
Observons maintenant qu’on a 


3 
sinh >h—~, pour 0<AS2a 
donc, si l’on pose 


(16) A= sin sin? yee Sin =S, 
on obtient l’inégalité 


3- »\@ @ / 2 
a> If 5 (> j=¢ q!($) ) MT |1- = (45) | 
et a fortiori ; ‘ 

4>a!(5)-[1-3(%) J’ 


Mais, étant 4* < 4 


x < 2, ce qui résulte de (10) et (14), on a 


1 /qo 4 1 
1— | ("y) ">1-$=4 


et en appliquant encore la formule de Stirling on obtient 


— {qa\t 
(17) A> (Ge) ° 
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En vertu des inégalités (8) on a 


22 





rie +1)Snt+pti<;*-(n+1)4+1 
et en vertu de (9) et (14) on a 

ment+pt+2, Po <q<?5 
et ces inégalités entrainent 


a 





(18) m<2+5" ~(n +1 - (n+ 3) 
et 
, ‘ P , , o7 
(19) @ ssa t tens S9<* ggsaa t+ eee 
Il en suit que 
22 22-8 n e 1 
go= “™m eae n+3 Ve n+8 2" ni8 


donc 
qw>e, si n est suffisamment grand. 


De méme, il suit de (19) que 
q<n-e, si n est suffisamment grand, 
done, étant «< 22 < 6e, on a d’aprés (17) 


ne 
rs 


A>\ez, 
et, par suite, lorsque n est pair on a d’aprés (15) et (16) dans le cercle |z| < 1 
(20 IP (z\l<(n+1)M 6e\"* > i 
(<U ) FA(2)|<(e+1)M-\—-) , pour n> N(e), 


ot N(e) est un nombre suffisamment grand. 

Cette derniére inégalité reste vraie dans le cas oi n est impair, ce 
qu’on peut déduire par la méme méthode de la seconde des inégalités (11), 
done linégalité (20) a lieu dans le cercle |z| <1 pour chaque « fixe, ot 
0<e< 22, lorsque l’indice n est quelconque mais suffisamment grand. 

Or, notre théoréme est une conséquence de l’inégalité (20) car, si l’on pose 


M, = max |P,(z)|, dans le cercle |z| <1 


on obtient de (20) que 

, . ‘Be’ 

lim sup } M < (—*) : 
Mais, le nombre « > 0 est aussi petit qu’on veut et le second membre de 
cette inégalité est aussi proche de l’unité qu’on veut, si ¢ est suffisamment 
petit, done on a 


lim sup } M, <1 


d’ot résulte le théoréme. 
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Observons que lhypothése du théoréme 2 ne peut pas étre affaiblie, 
cest-i-dire que, si une suite de polynomes {P,(z)} n’est bornée sur la 
circonférence |z|=1 que dans un ensemble de mesure < 22 — 4, ov 
56> 0, la suite ; 


(21) P.(z)-(1—)" (x =0,1,2,...) 


n ‘ 
peut ne pas étre uniformément bornée pour chaque e >0, e <1, dans le 
cercle |z| <1. 
En effet, la suite 
t+? j 
(22) P, (2) = (sn =0,1,2,...), 
. yl+2pcosd+p* 
ot p et 6 sont des nombres positifs, est uniformément bornée partout sur 
la circonférence |z| = 1, & lexception de l’arc 





z=e*, —d<a<d 


de longueur 246. Mais, quelque petit que soit 24, la suite (21) est non- 
bornée dans le cercle |z| <1, si « appartient 4 l’intervalle 





$1+2pcosd+ p* 
l+p 


Du théoréme 2 on peut déduire immédiatement la proposition suivante: 


0<ex<l1l— 





Si une suite de polynomes 


(23) P,,(z) =a” + a;"2+...+a,'2" (n=0,1,2,...) 


est bornée en chaque point dun domaine quelconque D, la suite 
P,(z)-(1—e)" (wn =0,1,2,...) 
est uniformément bornée, quelque petit que soit « > 0, «<1, dans chaque 
domaine fermé intérieur au domaine D. 
Le théoreme 2 peut étre généralisé comme il suit: 
Théoréme 3. Si une suite de polynomes (23) est bornée presque 
partout sur une circonférence 
lz|=r 
la suite 
(24) P_(z)-1" (n = 0,1, 2,...) 
est untformément bornée dans le cercle 
zis R, Ror, 
quel que soit le nombre | satisfaisant a Vinégalité 
9 rr 
(25) : \Ij< R° 
Démonstration. Il suit du théoréme 2 que, quelque petit que soit 
e>0, e<1, la suite P(z)-(l1—«)" (n=0,1,...) est uniformément 
Mathematische Annalen. 107. 6 
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bornée dans le cercle |z| <r, donc il existe un nombre fixe M tel qu’on a 
(26) |P,(z)-(l1—e)"|< M (n =0,1,2,...) 
en chaque point du cercle |z| <r. Or, les inégalités (26) entrainent les 
suivantes 

ja;"ri-(1—e)*|SM (j=0,1,...,n; n=0,1,...) 
donc 


M Fl (j=0,1,...,n; »=0,1,...) 


(nm) 2? 
la"2"|Sq-5" 


et, par suite, si jz} << R, R>r, ona 








n +, 
| P,(z)| = Ser] <a2 3 (8) (n==0, 1, 2,...), 
j=0 
d’ot 
M (Fy -1 MRr R 
|P.(2)| Sq R < B-+ |rti—s). (2 =0,1,2,...). 


at 
Tr 


Ces inégalités montrent que la suite (24) est uniformément bornée 
lorsque |1| < z (l1—e), dot résulte le théoréme, car « est aussi petit 
qu’on veut. 

Observons que, dans l’inégalité (25), le nombre + ne peut pas étre 
augmenté ce que montre l’exemple simple de la suite des polynomes sui- 
vants: P,(z) = (2) (n= 0,1, 2,...). 

Ajoutons en terminant que les théorémes 1, 2 et 3 restent vrais si 
lon remplace dans leurs énoncés les suites de polynomes 

P,(z) = ay” +a;"2+...+an"2" (n=0,1,2,...) 
par des suites plus générales 
Qn(z) = ag? + aM 24+ ...+af"2" (n= 0,1, 2,...), 
& condition que la suite 4,, 4,, 4,,... des degrés de ces polynomes satis- 
fasse & une inégalité de la forme 
4, A-n 


oi A est un nombre quelconque mais fixe. 


(Eingegangen am 2. 11. 1931.) 














Die Integrale erster Gattung einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit. 


Von 


Hellmuth Kneser in Greifswald. 


Herr W. V. D. Hodge bewies kiirzlich*) den wichtigen und langst ver- 
muteten Satz: 


Auf einer algebraischen Mannigjaltigkeit von n komplexen Dimen- 
sionen hat jedes nicht identisch verschwindende n-fache Integral erster 
Gattung mindestens eine von Null verschiedene Periode. 


Ich méchte im folgenden zeigen, daB sich Herrn Hodges Beweis er- 
heblich vereinfacht, wenn man statt der Real- und Imaginiarteile die kom- 
plexen Verinderlichen und ihre konjugierten in die Rechnung einfiihrt *), 
Es werden nicht nur Hodges elementare, aber etwas umstindliche Koeffi- 
zientenberechnungen fast ganz entbehrlich; man erhilt den Satz auch 
gleich im vollen Umfang, wahrend Hodge seine Giiltigkeit erst durch einen 
Kunstgriff von dem Falle ungerader auf den gerader Dimensionenzahl 
iibertragen mu8. Auch die Priazisierung, die Hodge nur fiir ungerades n 
beweist, zeigt sich als allgemeingiiltig Um nicht nur fiir Kenner von 
Hodges Arbeit verstaindlich zu sein, stelle ich den ganzen Beweis, nicht 
nur die Vereinfachung dar. 


1. Wird eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit M lokal durch die reellen 
Verinderlichen u,,..., u, dargestellt, so ist das k-fache Integral 
U=f SAi,,...,.4%i,...dui, 
(t) 
»vom Wege unabhangig“, wenn 


(1) > + i 2 & =) 


u,; 
@ hea 


1) Journal of the London Math. Soc. 5 (1930), S. 283~--290. 
*) Dieser einfache Kunstgriff, der z. B. von Wirtinger (Math. Annalen 97 (1926), 
8. 857—375) erfolgreich angewandt wurde, vereinfacht bei vielen Fragen tiber Funk- 
tionen mehrerer komplexer Verinderlichen ganz erheblich die Rechnungen. 
6* 
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ist. Die Summe erstreckt sich iiber alle Vertauschungen von i,,. 


+9 Oya 
das Vorzeichen bestimmt sich nach dem geraden oder ungeraden Charakter 


der Vertauschung. ,Vom Wege unabhangig“ bedeutet, daB das Integral U, 
erstreckt iiber den orientierten Rand eines (k + 1)-dimensionalen Bereiches, 
den Wert Null hat, oder daB es bei homologen Bereichen denselben Wert 
liefert. Ist nun in einer s-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit den ért- 
lichen Koordinaten v,,...,v, das l-fache Integral 


V=f SB,....., ,d0j,...dv 


t mot Jt 
()) 


ebenfalls vom Wege unabhiangig, so da8 also 
7 oB teereedl 
(2) D+ =0 
(j) Ji+s 
gilt, so kann man in der Produktmannigfaltigkeit M >< N der Punktepaare 
aus M und N, die Grtlich durch die Verinderlichen u,,...,u,, v,,...,0 
dargestellt wird, das Integral 
UxV=f SAi, 


(i,)) 


8 


peters 


in By,, ...,j¢ Oi, --- OM; BV; ...480;, 


bilden, das nunmehr iiber einen beliebigen (r+ s)-dimensionalen Bereich 
in M> N zu erstrecken ist. Es ist auch vom Wege unabhangig; denn 
die den Gleichungen (1) und (2) entsprechende Bedingung ist eben diesen 
zufolge erfiillt. 

2. Nun sei M eine algebraische Mannigfaltigkeit von n komplexen, 
2n reellen Dimensionen, gegeben durch die Gleichung 


F(z, .-+) Z.4,)=90 


zwischen den komplexen Veranderlichen z,=2/+-i2/’. Die zugehdérigen 
Integrale haben die Gestalt und Bedeutung 


; - 7 e 7 o(z,, ccey ZS.) 

(3) UL -J2 Aig) (x) dx, ...dXp, =J2'4o 7, —— Gey, -:: Olas 
‘o.t 1 

worin die A rationale Funktionen von z,,...,2,,, sind. Ist U vom Wege 


unabhingig, so ist es auch dasjenige Integral, das jeweils den konjugiert 
komplexen Wert hat: 


U = JS Ae (2) dF p,.-. dey. 
(e 


Es ist zwar kein ,zu M gehdriges“ Integral, ordnet sich aber dem oben 
in Erinnerung gebrachten Begriff unter. 
Da sich dz,,, aus der Gleichung F = 0 linear durch dz,,..., dz, 
ausdriickt, kann man annehmen, daB dz, ,, in (3) nicht vorkommt. Im 
Falle k =n sind die Funktionaldeterminanten im zweiten Ausdruck in (3) 
teils gleich Null, teils bis héchstens aufs Vorzeichen einander gleich; also 
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kann man ein n-faches Integral in der Gestalt 
(4) U= Jf C(x)dz,...dz, 
schreiben. 


3. Nun sei N eine mit M iibereinstimmende Mannigfaltigkeit: 


P( 9,5 +++) aoa) = 
und V das in ihr dem Integral U entsprechende Integral: 
V=fC(y)dy,...dy,. 


Abweichend von Hodge bilde ich jetzt in M><N das Integral Ux V 
und erstrecke es, ebenso wie Hodge, iiber die in M x N gelegene Diagonal- 
mannigfaltigkeit D: z,—y,. In ihr kénnen 2j, z{',...,2,, 2%, als drtliche 
(reelle) Koordinaten dienen, und durch die Festsetzung dieser Reihenfolge 
ist D orientiert. Es ergibt sich 


(5) (Ux 7) =| o(z)O@) ees Se dzidzj’...dxdxi. 
\"a? 


pe tS =e ae 





Der Faktor CC ist positiv, wenn C +0 ist; die Funktionaldeterminante 
errechnet man zu 2"i"""*®. Wir benutzen davon nur, daB (5) von Null 
verschieden ist, wenn nicht C identisch verschwindet. 

4. Die Diagonalmannigfaltigkeit D ist ein 2n-dimensionaler Zyklus 
(Zellensumme mit verschwindendem Rand) in M>x WN. Fiir die p-dimen- 
sionalen Zyklen in einem Produktkomplex M > N gibt es eine Homologie- 
basis, die aus Produkten A.< B,_, (0 Sr<p) besteht, worin A, ein 
Zyklus in M und B,_, einer in N ist, d. h. aus Summen orientierter Zellen 
in M~>N, die man erhalt, wenn ein Punkt in M eine r-dimensionale, ein 
Punkt in N eine (p — r)-dimensionale Zelle durchlauft*). Jede Zelle eines 
solchen Produktzyklus kann man in unserem Falle (p —2n) durch solche 
Parameter w,,...,w,,, darstellen, daB die Veranderlichen 2 nur von 
w,,.--,,, die Verianderlichen y nur von w,,,,...,W ,, abhangen und 
der Punkt (x) bzw. (y) die Zelle X, bzw. Y,,_, durchiauft. Die in dem 
Ausdruck von U x V vorkommende Funktionaldeterminante von z,,...,2,; 
J,,--+> J, nach w,,...,w,, und damit der Beitrag der Zelle X, x Y,,,_, 
zum Integral U >< V kann also nur fiir r= von Null verschieden sein. 
In diesem Falle ist sie aber das Produkt der Funktionaldeterminanten von 
Z,,---,2%, nach w,,...,w, und von j,,..., 9, nach w,,,,...,W,,- Der 
Integrand und damit das Integral zerfallt in zwei Faktoren; es ist 

(U x V)x,xv.= Ux, Vy, 
(U < V) 44> Bp = U4, V2, 


*) Kiinneth, Math. Annalen 90 (1923), 8. 65—85, Math. Annalen 91 (1924), 
8. 125—134; Lefschetz, Topology (New York 1930), 8S. 228—230. 
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Nun ist D homolog einer ganzzahligen Linearkombination von Produkten 
A, >< B,,,_,, deren Koeffizienten natiirlich von der Wahl des Integrals U nicht 
abhingen; also wird (U >< V)p der Wert dieser Linearform, wenn man in 
sie die Werte U,V, einsetzt, und Null, wenn r +n. Die ersteren sind 
aber die Produkte der auf den Zyklen A sich ergebenden Perioden von U 
mit den konjugierten Werten. Wir haben daher das Ergebnis von Hodge: 

Zu jeder algebraischen Mannigfaltigkeit von n komplexen Dimen- 
sionen gibt es, nach Wahl der Basiszyklen A, eine ganzzahlige Bilinear- 
form, die einen von Null verschiedenen Wert annimmt, wenn man in sie 
die Grundperioden eines nicht identisch verschwindenden Integrals erster 
Gatitung und die konjugierten Werte einsetzt; 
und zwar fiir gerades und ungerades n. Aus der Orientierung der Produkt- 
zellen ergibt sich iibrigens, daB die Bilinearform bei geradem n symme- 
trisch, bei ungeradem schiefsymmetrisch ist. Ihr Wert ist reell bei geradem, 
rein imaginér bei ungeradem n. Der anfangs genannte Satz ist nur eine 
Teilaussage des hier erhaltenen. 

Erst einige Wochen, nachdem ich die vorstehenden Zeilen nieder- 
geschrieben hatte, bemerkte ich, daB Herr G. de Rham auf Grund seiner 
Pariser Thése (Journal de math. 1931) ebenfalls einen kurzen, sogar noch 
kiirzeren Beweis des hier behandelten Satzes gegeben hat (Comm. math. 
Helv. 3 (1931), 8S. 151—153). Meine Anordnung benutzt nicht die Schnitt- 
zahlen und ist daher von dem topologischen Mannigfaltigkeitscharakter 
von M unabhangig, da der bei FuBnote *) angefiihrte Satz bei beliebigen 
Komplexen giiltig bleibt. Da8 eine algebraische Mannigfaltigkeit ein Komplex 
ist, bewies B. L. van der Waerden (Math. Annalen 102 (1929), 8. 161—162); 
da8 sie ohne vorherige Auflésung der Singularitaten keine Mannigfaltigkeit 
zu sein braucht, zeigt schon der Kegel dritter Ordnung. 


(Eingegangen am 24. 10. 1931). 




















Uber die Nulistellen der Hermiteschen Polynome. 


Von 


Alfred Brauer in Berlin. 


Herr Wiman betrachtet im zweiten Teil seiner Arbeit ,Uber eine 
asymptotische Eigenschaft der Ableitungen der ganzen Funktionen von den 
Geschlechtern 1 und 2 mit einer endlichen Anzahl von Nullstellen“*) die 


Nullstellen der n-ten Ableitung von e * f(z), wo f(z) ein Polynom k-ten 
Grades ist. Bezeichnen z,, z,,...,z,,, die Nullstellen des (n + k)-ten 
Hermiteschen Polynoms H, , ,(z), so wird gezeigt, da fiir hinreichend groBes 
n innerhalb jedes der Kreise um z, (vy = 1,2,...,m-+&) mit dem Radius 
ot z» Wo at eine gewisse nur von f(z) abhangende Konstante ist, stets 
z 
eine Nullstelle der n-ten Ableitung von e */(z) liegt. Wenn nun je 
zwei dieser n-+-k Kreise sich nicht schneiden, so folgt hieraus, da8 fiir 


hinreichend groBes n sich die n+ k Nullstellen der n-ten Ableitung von 
e *f(z) unbegrenzt den Nullstellen von H,,,(z) nahern. 

Herr Wiman spricht nun die Vermutung aus, daB der Abstand zweier 
aufeinanderfolgenden Nullstellen von H,(z) von einer GréBenordnung ist, 


die jedenfalls nicht viel von = abweicht, so da8 also fiir hinreichend groBes 
n 
n je zwei der Kreise sich nicht schneiden kénnen. 


Es soll nun im folgenden gezeigt werden, daB die Minimalentfernung d 
zweier benachbarten Nullstellen von H,(z) tatsichlich von der GréBen- 


ordnung 7 ist; fiir hinreichend groBes n haben daher die Kreise keine 
n 
reellen Schnittpunkte. 


1) Mathematische Annalen 104 (1931), S. 169—181. 
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Der Beweis ergibt sich sofort aus dem folgenden Satz von Herrn 
W. B. Fite*): 

Geniigt die nicht identisch verschwindende Funktion f(z) der homo- 
genen linearen Differentialgleichung r-ter Ordnung mit dem héchsten Ko- 
effizienten 1 


y+a,(2z)y°"+...+4,(z)y=0, 
ist 1 die Lange eines Intervalles, das mindestens je eine Nullstelle von 
f(z), f(z), «++ ‘ie! enthalt, ist ferner in diesem Intervall 
|a,(z)|SA4, (» =1,2,...,1), 


so ist 1 gréBer als die einzige positive Wurzel der Gleichung 
A,2"+A,_,2"-*+...$+A4,2-1=0. 
Nun geniigen die Hermiteschen Polynome der Differentialgleichung 


(1) H, (z) — 2 H,(z) +n H,(z) = 0. 
Ist ferner 7 die gréBte positive Wurzel von H,(z) = 0, so ist nach Laguerre*) 
(2) Z<2yn.*‘) 


Da mit z, auch —z, Wurzel von H,(z) = 0 ist, liegen also alle Wurzeln 
dieser Gleichung im Intervall {—2 yn...2 yn}. Daher folgt wegen (1) und 
(2) aus dem Satz von Fite, daB die Lange jedes Intervalls, das sowohl 
eine Nullstelle von H,(z) als auch eine von H,(z) enthalt, gréBer ist als 
die positive Wurzel der Gleichung 


nz?+2ynx—1=0. 
Die positive Wurzel dieser Gleichung ist aber 


_ —1+72 


&, == 
Da die Wurzeln von H,(z) = 0 und H,(z) = 0 samtlich reell sind, ist folglich 


@>22,—4F—) 


*) The relation between the zeroes of a solution of a linear homogeneous diffe- 
rential equation and those of its derivatives, Annals of Mathematics (2) 18 (1917), 
8. 214—220. 

*) Sur les équations algébriques, dont le premier membre satisfait 4 une équa- 
tion lineaire du second ordre, Comptes Rendus 90 (1880), S. 809—812 = Ocuvres I 
(1898), 8. 126—182. 

*) Diese Abschatzung 148t sich noch verschirfen. Vgl. hierzu insbesondere E. Hille, 
A class of reciprocal functions, Annals of Mathematics (2) 27 (1926), 8. 427—464. — 
0. Bottema, Die Nullstellen der Hermiteschen Polynome, Proceedings Amsterdam 83 
(1930), 8. 495—503. — S.C. van Veen, Asymptotische Entwicklung und Nullstellenab- 
schatzung der Hermiteschen Funktionen, Mathematische Annalen 105 (1981), 8.408 — 436. 
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Andererseits hat Herr Wiman fiir die kleinste positive Nullstelle z von 
H,(z) die Abschatzungen 


5 
zsV; fiir gerades n, 


- = n+2 


bewiesen. Hieraus folgt, da mit z auch —z und fiir ungerades n auch 
0 eine Nullstelle ist, 


d<2 ys fiir gerades n, 


15 
d< Vora fiir ungerades n. 





Also ist 
2(y2- Rese yi5 
yn ~ ne 


Zusatz bei der Korrektur, April 1932. Herr G. Feigl hat mich 
liebenswiirdigerweise auf eine schon vor der Wimanschen Arbeit erschienene 
tschechisch geschriebene Abhandlung von Herrn J. Horous, O rozvoji funkci 
jedné redlné proménné v fadu Hermiteovych polynomi (Rozpravy, Ceské 
Akademie (2) 37 (1928), Cislo 11) aufmerksam gemacht. In ihr wird mit 
tiefergelegenen Hilfsmitteln eine ahnliche Abschatzung fiir die Minimal- 
entfernung d gewonnen, die ebenfalls zur Verschirfung des Wimanschen 
Satzes benutzt werden kann. 


(Eingegangen am 23. 1. 1932.) 








Bemerkung zu einem Satze von A. Kneser 
iiber die Cherakteristiken einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 
Von 
Heinrich Léwig in Prag. 


1. Folgen aus den gewdhnlichen Differentialgleichungen 











dx, (H(z, 2, ty, ---» Zp, 2» Pr» Pa» -- +» Pad] 
dz ap, 
d aH 
z C7) 
”) dz = 29, — 4 
dp, aH aH 
=. a om 7 
H=--(G+a3) Sai OM ccs 


durch welche die charakteristischen Streifen einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung 


(2) Hi ( 2, 245.24, +005 Bye 2 Ge Geo Fe) +22 =0 
definiert sind, genau die Relationen 

fy (So By» Bqs «+09 Bqy Sp Bip Byy - ++, Ba, B) =O 
3 
(3) (k=0, 1,2,....m; 0S mgn; ae i a 2’ = %) 
zwischen den GréBen z, z,, z; (r = 1,2,...,m),2 und z’, dann sind nach 
einem Satze von A. Kneser*) die Extremalen des durch die Gleichungen (3) 
definierten Mayerschen Problems in den Verinderlichen z, z,, 24, ..., 2, 2 


mit den charakteristischen Kurven der partiellen Differentialgleichung (2) 
identisch. Sind umgekehrt die Gleichungen (3) eines Mayerschen Problems 


1) A. Kneser, Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung und Mayersche 
Probleme der Variationsrechnung, Jahresber. der D. M.-V. 24 (1915), S. 1283—135. 
Vgl. auch H. Liebmanns Bericht in der Enzyklopidie der mathematischen Wissen- 
schaften III 3, S. 458. 
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in 2, %,...., 2, 2 80 beschaffen, daB sie sich zusammen mit den Gleichungen 


dS sh=—p, (r=1,2,..., n), 
(4) k=0 
0 
> = ~ 
nach den GréBen z;(r =1,2,...,”), 2’ und 4, (k=0,1,2,...,m) auf- 
lésen lassen, dann sei vermége dieser Auflésung 


(5) —2'+ > P, & = Oy ey ae 
r=1 

Die Extremalen dieses Mayerschen Problems sind dann die charakteristischen 

Kurven der partiellen Differentialgleichung 


op Bae Sy Bar Pas -+2 Ba) 


(2) H( 2, 24, pp +001 Bye Br Gr ee S ) +. — =0 
(Hamilton-Jacobische Integrationstheorie ). 

Nimmt man nun an, daB die Gleichungen (2) bzw. (3) die Variable x 
explizite nicht enthalten, dann kann man aus dem hier geschilderten Zu- 
sammenhang zwischen den Gleichungen (2) und (3) offenbar folgenden 
Satz ableiten: 


»Folgen aus den Gleichungen 
Ox = & (%,, Bigs - +25 Bus Bp Py» Pas --+» Dy) GE 
(6) Bs = C (2, Sas +» Sqr Br Pas Dar B,) GA = (4 =1,2,...,2) 
Op, = %,(%_, Les +++) Zyr Zr Par Dar -++s Dy) BE 


einer infinitesimalen Beriihrungstransformation in den ,Elementen“ des 


Raumes z,, %,,.--, Z,,2 gerade die Relationen 
(tine Blan 0+» Rigg By Migs Bus -20e hh, 8) GD 
(7) dz . dz) 
ei € ° « r 9 . — 
(4=0,1,2,...,m; OS men; 2, qa? 1,2,...,m; 2= 9) 
zwischen den GréBen z,,%,(r=1,2,...,),z und z (,,aequationes direc- 


trices“) und sind diese Relationen auf eine solche Form gebracht, da8 nicht 
alle (m + 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix + a ote 5h. At i in- 
folge dieser Relationen verschwinden, dann sind die pd (7), 

> 1,5 = —p, (ry =1,2,..., m), 
k=0 F 


(8) 
| 5 ya, sf =1 
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und 
7, of 
% . 
2 hin PP, + OP, (r =1, 2,...,%), 
(9) < 
é 
DS i=—e 
k=0 
nach 4, (k=0,1,2,...,m), 0,2,,p, (r=1,2,...,m) und z auflésbar, 
und die Gleichungen, in welchen somit die GréBen #,,2z, p, (r =1, 2,...,”) 
durch die GréBen z,,z, p, (r=1,2,....,m) ausgedriickt werden, sind 
wieder mit der Transformation (6) identisch. — Ist umgekehrt ein System 
von Gleichungen zwischen den GroéBen z,,%, (r=1,2,...,m), z,2 von der 


Form (7) gegeben, welches so beschaffen ist, daB es sich zusammen mit 
den zugehérigen Gleichungen (8) nach 4, (k =0,1,2,...,m), , (r=1,2,...,n) 
und z auflésen la8t, dann gibt es eine und nur eine infinitesimale Be- 
rihrungstransformation (6), welche gerade die Relationen (7) zwischen 
den GréBen z,,%, (r=1,2,...,m), z und z liefert. Man erhilt diese 
Transformation, indem man die Gleichungen, welche aus (7), (8) und (9) 
durch Elimination der GréBen 4, (k=0,1,2,...,m) und @ entstehen, 
nach Z,, Z,,...,%,, 2, Py» Pgr +++» Py auflost.“ 

Zu demselben Resultate hatte man unabhingig von dem Kneserschen 
Satze auch durch den Ansatz 


(10) 4 (62 — Sp, 62,) —0(62— 3'p,dz,) = 34, df 
) il t—~ =P, x,) @ ae, z, k k 
gelangen kénnen. 


Der dem hier ausgesprochenen Satze ganz entsprechende Satz iiber 
endliche Beriihrungstransformationen ist bereits von Lie ausgesprochen 
worden*). Wir sehen somit, da8 man durch den Kneserschen Satz iiber 
die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zu einer Ubertragung der Lieschen Theorie der aequationes directrices einer 
endlichen Beriihrungstransformation auf die infinttesimalen Beriihrungs- 
transformationen gefiihrt wird. 


2. Dazu, daB aus den Gleichungen (6) einer infinitesimalen Beriihrungs- 
formation in z,,z,p, (r=1,2,...,m) die Relationen 


= 


(7) I, (Sqo Bigs - ++ Bay By Bas Byy ..0 H, 8) = O 


(k=0,1,2,...,.m;0Sm<cn) 


*) Sophus Lie, Begriindung einer Invariantentheorie der Berithrungstransfor- 
mationen, |Math. Annalen 8 (1875), S. 223. Ferner Lie-Engel, Theorie der Transfor- 
mationsgruppen, 2. Abschnitt, Kapitel 6. (Verlag von RB. G. Teubner, Leipzig 1888.) 





_ ——o 
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folgen, ist notwendig und hinreichend, daB die erzeugende Funktion 


n : 0H 
BE (&, , Bq9 0009 Buy Bo Bas Bas +>+0 De) |H =—C+ Sp, é,; es istdann & = = 
e v=1 4 

t =)>'p, o — H, x,= —(%3 + p, =) | dieser infinitesimalen Beriihrungs- 
v=1 of F 9 


transformation dem (m + 1)-gliedrigen Involutionssystem partieller Diffe- 


rentialgleichungen 
n 
(11) fa Has ys ---0% ee Geren a > b {i —H)=0 


Op? Op.’ **? Op,’ St Prop, 


(k =0, 1, 2,..., m) 





geniige*). Da nun in (11) die Ableitungen der unbekannten Funktion nach 
Z,,%_,+++,%,,2 nicht vorkommen, kann man leicht ein vollstindiges Inte- 
gral des Systems (11) angeben, wenn man 2,,2,,...,2,,2 als Parameter 
ansieht. Ein solches vollstandiges Integral erhalt man niamlich offenbar, 
indem man vermége des Gleichungssystems 


n 
9 7 . 
(12) Ae a 2 ee 2 ?, ,— H)=0 
r= 
(E=0,1,2,..., m) 


H als Funktion der Veranderlichen p,, p,,...,p,, det Parameter z,,2,,...,%,,,2 
und der Integrationskonstanten «,, «,,..., «,, zwischen welchen gewisse die 
Parameter 2,, 2,,...,2,,2 im allgemeinen enthaltende Relationen bestehen, 
betrachtet. Daher kann man jede Lésung des Systems (11) erhalten, indem 
man zwischen «,, 2, (r=1,2,...,) undz noch gewisse weitere Relationen 


(13) Pq( Sao Sas ++ 0p Bay By Cay yy 002 ,) a O 
(¢=1,2,....4; 0S fj gn—m) 
festsetzt und hierauf die Gleichung, welche aus den Gleichungen (12), (13) und 


m j 











(14) DAs +P) +d mgs = 0 (¢ = 1,8, ..5%) 
oder — was auf dasselbe hinauskommt — aus den Gleichungen (12), 13) und 
m m J 
(5) ami, 3244 Map, (r=1,2,...,n) 
k=0 k=0 . t=1 r 
durch Elimination der GréBen «,, A,, u, (r = 1, 2,,...n; k=0,1,2,...., m; 





1=1,2,...,7) folgt, nach H auflést. In die Funktionen ohe (r=1,2,...,n) 


*) Im Falle n=1, m=O ist (11) eine sogenannte Clairautsche Differential- 
gleichung. 
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und eh hat man sich in den Gleichungen (14) und (15) dieselben Argu- 
mente eingesetzt zu denken, wie sie in Gleichung (12) auftreten. Aus 
dieser Uberlegung ergibt sich folgender Satz: 

»sind die Gleichungen 


(7) fy (By qs -++s Bq» Z, By %q,-+-y%,,2) = 0 (=O, 1,2,..., m) 


die aequationes directrices der infinitesimalen Berithrungstransformation 


Be C.( Sy, Sqr oo er Bus Br Das Dar +> Da) 
(6) B =m C (2, Sigs -- +s Sar So Bas Bes >> +» Da) 

P, = %,(B,5 Bags +p Zur Bs Par Dqr---2 Da) (7 1, 2,...,%); 
dann ist die erzeugende Funktion H(2,, 2,,..., 2%,» 2s Py» Per «++» Py) Hieser 
infinitesimalen Beriihrungstransformation das singuldre Integral des (m +-1)- 
gliedrigen Involutionssystems partieller Differentialgleichungen 


n 

, / 0H @H oH y oH 

/ os Se aol = o- 
(11) Filles Sins ++ +9 Ban % op,’ Op,’ **"? Op,’ = ?» op, H) 0 


(B= 0,1, 2, ..., ). 
Die andern Integrale dieses Systems partieller Differentialgleichungen sind 
die erzeugenden Funktionen derjenigen infinitesimalen Beriihrungstransfor- 


mationen, aus deren Gleichungen aufer den Gleichungen (7) noch andere 
Relationen zwischen den GréBen z,, , (r= 1, 2,...,m), z und z folgen.“ 


(Eingegangen am 12. 12. 1931.) 











Uber Flichen mit Verschiebungselementen. 


Von 


W. Rinow in Berlin. 





§ 1. 
Einleitung. 

In dieser Arbeit behandle ich ebenso wie in einer friiheren*) die Frage, 
was fiir Schliisse man aus differentialgeometrischen Eigenschaften eines 
Flachenstiickes auf die Gestalt und die Eigenschaften im GroBen der ganzen 
Fliche ziehen kann. Zu diesem Zwecke wurde in der erwaihnten Arbeit 
der Begriff des differentialgeometrischen Elementes eingefiihrt. Unter einem 
solchen Element verstehe ich das System der Koeffizienten einer positiv 
definiten quadratischen Differentialform 5 g;,(2,, 2.) %;%, (9;,=9,;), wobei 

t k 


die g,,(2,,%,) in eimer Umgebung des Punktes (2,2?) reelle regular 
analytische Funktionen der beiden Koordinaten z, und z, sind; beim 
Obergang zu neuen Koordinaten y,, y, sind die g;, durch solche Funk- 
tionen g,;, zu ersetzen, daB diese Form gegeniiber Koordinatentransforma- 
tionen y;= y; (,,%,) invariant, d.h. dab 


A Gin (> t_)%; 2, = PETA Yo) VV. 
i, i, 


ist. Der Punkt mit den Koordinaten zx}, 2? hei®t der Tragerpunkt des 
Elementes. Eine differentialgeometrische Flache, deren metrische Funda- 
mentalform durch geeignete Wahl der Koordinaten in der Umgebung eines 
Punktes gleich der zu einem gegebenen Elemente gehérigen quadratischen 
Differentialform wird, heiBt eine Fortsetzung dieses Elementes. Die eingangs 
gestellte Frage la8t sich jetzt auch so aussprechen: welche Schliisse kann 
man aus den Higenschafien eines Elementes auf Higenschaften im GroBen 
seiner Fortsetzungen ziehen? 


1) W. Rinow, Uber Zusammenhinge zwischen der Differentialgeometrie im GroBen 
und im Kleinen, Math. Zeitschrift 85 (1932), 8. 512—528. 
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Ein Teilergebnis der friiheren Untersuchungen besteht darin, daB diese 
Frage in einem gewissen Sinne vollstindig beantwortet wird, falls die 
Flachen Fortsetzungen von ,,Drehungselementen“ sind, d. h. von Elementen, 
die die Form g,,(r,~) =1, 9,3(7, 9) =9, Goa(7,~) =f(r) haben, wenn 
man als Koordinaten r, » die GauBschen Polarkoordinaten mit dem Trager- 
punkt als Pol einfiihrt, wenn also die Elemente eine stetige Schar von 
Drehungen um ihren Tragerpunkt zulassen. Die vorliegende Untersuchung 
behandelt die analogen Fragen fiir ,,Verschiebungselemente*. Ein diffe- 
rentialgeometrisches Element Z mit dem Tragerpunkt P heiB®t ein Ver- 
schiebungselement, wenn es eine analytische Kurve durch P und eine stetige 
Schar von langentreuen, die Kurve in sich iiberfiihrenden Abbildungen 
einer Umgebung von P gibt, durch die P in jeden Punkt der Kurve iiber- 
gefiihrt wird, wenn sich also das Element £Z langs einer Kurve ver- 
schieben 1aBt. 

Bevor ich die Ergebnisse zusammenstelle, seien die folgenden Voraus- 
setzungen genannt, die stets als erfiillt angenommen werden sollen: 1. die 
Elemente und Flachen sind analytisch, 2. bei Betrachtungen im GroBen 
wird die ,,Vollsténdigkeit* der Flachen gefordert, d.h. man kann auf jeder 
geoditischen Linie von jedem Punkte aus nach beiden Seiten hin jede 
Strecke abtragen *). 

Als Ausgangspunkt der Untersuchung wahle ich nicht den genannten 
Begriff des Verschiebungselementes, sondern den folgenden des ,, Haufungs- 
elementes“. Zwei Punkte P und Q einer differentialgeometrischen Flache F 
hei8en miteinander fquivalent, wenn es eine Umgebung um P gibt, die 
sich langentreu auf eine Umgebung um Q abbilden la8t, so daB sich dabei 
P und Q entsprechen. Die Menge S aller Punkte von F, die mit einem 
Punkte von F fquivalent sind, heiBt ein System Aquivalenter Punkte. 
H sei ein Punkt von F, und es gebe auf F eine gegen H konvergierende 
Folge von miteinander dquivalenten Punkten; dann soll das differential- 
geometrische Element in H ein Hiaufungselement heiBen. Diese beiden Be- 
griffe des Verschiebungs- und des Hiaufungselementes sind aber nur formal 
verschieden; denn erstens ist ex definitione jedes Verschiebungs- ein Hiu- 
fungselement, und zweitens gilt, wie im § 2 bewiesen wird, der 


Satz 1. Jedes Haufungselement ist ein Verschiebungselement. 

Als Nebenergebnisse beim Beweis des Satzes 1 ergeben sich die beiden 
weiteren Satze: 

Satz 2. Hin differentialgeometrisches Element mit dem Tragerpunkt P 
ist dann und nur dann ein Verschiebungselement, wenn es sich durch 


*) Vgl. H. Hopf und W. Rinow, Uber den Begriff der vollstandigen differential- 
geometrischen Fliche; Commentarii Mathematici Helvetici 8 (1931), S. 209 ff. 
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geeignete Wahl eines in einer Umgebung von P reguldren Koordinaten- 
systems r,t auf die folgende Gestalt bringen lapt: 


9rr(7,t)=1, Gag (7, 4) = gai(r,#)=0, goa (r, #) =F (r), 


wobei, wenn r,,t, die Koordinaten von P sind, f(r) in einer Umgebung 
von 1, eine reelle reguldr analytische Funktion von r ist, die daselbst 
stets positiv ist. 

Satz 3. Hin System dquivalenter Punkte ist stets abgeschlossen und 
ist entweder (1.) diskret oder (2.) besteht aus endlich vielen, in F ab- 
geschlossenen, einfach offenen oder einfach geschlossenen, singularitdaten- 
freien und untereinander fremden analytischen Kurven oder (3.) besteht 
aus der ganzen Flache; der letzte Fall ist gleichbedeutend mit der Kon- 
stanz der Kriimmung von F. 

Die Untersuchungen des § 3 geben Aufschlu8 iiber die méglichen 
Zusammenhangsverhiltnisse der Flachen, welche Verschiebungselemente ent- 
halten. Im Falle konstanter Kriimmung sind diese Fragen durch die Ar- 
beiten iiber das Clifford-Kleinsche Raumformenproblem*) beantwortet. 
Daher werden hier nur Flichen von nicht konstanter Kriimmung in Be- 
tracht gezogen. Zunichst werden zwei Sitze iiber einfach zusammenhin- 
gende Flachen und ihre méglichen Isometriegruppen bewiesen. Zum Zwecke 
ihrer Formulierung definieren wir: Gibt es auf einer Flache F eine ein- 
parametrige stetige Schar von Isometrien von F in sich, so heiBe F eine 
Verschiebungs{lache, falls jede von der Identitét verschiedene Isometrie 
der Schar fixpunktfrei ist, dagegen eine Drehfldche*), falls alle Isometrien 
der Schar einen gemeinsamen Fixpunkt besitzen. Weiter definieren wir: 
G und @’ seien zwei Gruppen von Isometrien von Flaichen F bzw. F’ in 
sich, und es gebe eine topologische Abbildung f von F auf F’ von der 
Art, daB fiir jede Abbildung gC @ und g’C@’ die Abbildung fgf~* eine 
Operation von @’ und die Abbildung f~*g’f eine Operation von G wird; 
dann sollen G und G’ einander dhnlich heiBen. Da F eine eineindeutige 
Abbildung von @ auf @’ vermittelt und da (fg,f~*)(fg,f~*) = f9,95f 
ist, so sind ahnliche Gruppen auch isomorph und die zugehérigen Flachen 
homéomorph. 


Satz 4. Jede einfach zusammenhdngende vollstindige Flache von 
nicht konstanter Kriimmung, die ein Verschiebungselement enthdlt, ist ent- 
weder eine Dreh- oder eine Verschiebungsflache. 


Satz 5. Die Flache F sei einfach zusammenhdngend und vollstandig. 








*) Vgl. z. B. H. Hopf, Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem; Math, Annalen 
95 (1925), 8. 313 ff. 
*) Vgl. *) § 5. 
Mathematische Annalen. 107. 


~~ 
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G sei die Gruppe aller Isometrien von F in sich. Dann sind die fol- 
genden Félle und nur diese méglich: 

1. F enthdlt kein Verschiebungselement. Dann ist G eigentlich dis- 
kontinuterlich. 

2. F enthdlt ein Verschiebungselement, und die Kriimmung von F ist 
nicht konstant. Dann enthalt G genau eine eingliedrige kontinuierliche 
Untergruppe T. 

a) T ist dhnlich der Gruppe aller Drehungen der euklidischen Ebene 
in sich um einen festen Punkt. Dann ist F homéomorph der Ebene 
und G dhnlich der Gruppe aller Drehungen um einen festen Punkt und 
aller Spiegelungen an den Geraden durch diesen Punkt der euklidischen 
Ebene in sich. 


b) T tst dhnlich der Gruppe aller Drehungen der Kugel in sich um 
eine feste Achse. Dann ist F homdomorph der Kugel, und G entweder 
ahnlich der Gruppe aller Drehungen um eine feste Achse und aller Spie- 
gelungen an den Ebenen durch diese Achse oder der Gruppe, die aus der 
eben geschilderten entsteht, wenn man sie noch durch die Spiegelung an 
der zu der Achse senkrechten Aquatorebene erweitert. 


c) T ist dhnlich der Gruppe aller Translationen der euklidischen 
Ebene in sich lings einer festen Geraden. Dann ist F homéomorph der 
Ebene und G dhnlich einer der folgenden Gruppen von Isometrien der 
euklidischen Ebene in sich: 


l. 2’=2, 2.2@’=+2, 
y=tyt+t; y=ty+t; 
3. 2’ =2-+na, 4.2’=+27+7n4, 
y=tyt+t; y=+ty+t 
(n= 0, +1, +2,...; —co<t<-+00; a eine feste positive. Zahl). 


3. F hat konstante Kriimmung. Dann ist G die Gruppe aller 
Isometrien der euklidischen oder hyperbolischen Ebene oder der Kugel 
in sich. 


Dieser Satz 5 gestattet es nun, die méglichen eigentlich diskontinuier- 


lichen Gruppen von fixpunktfreien Isometrien einer einfach zusammen- 
hangenden vollstandigen Fortsetzung eines Verschiebungselementes aufzu- 
zihlen und dadurch — 4&hnlich wie beim Clifford-Kleinschen Raumformen- 
problem — den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 6. EHnthdlt eine vollstindige Flache nicht konstanter Kriimmung 
ein Verschiebungselement, so ist sie homdomorph einer zweidimensionalen 
euklidischen oder elliptischen Raumform, also homéomorph der euklidi- 
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schen Ebene, dem Zylinder, dem offenen Mobiusschen Band, dem Torus, 
dem Kleinschen Schlauch, der Kugel oder der projektiven Ebene®). 


Der § 4 beschaftigt sich mit der naheliegenden Vermutung, da8 sich 
die Verschiebungen eines Verschiebungselementes zu Isometrien der ganzen 
Flache in sich fortsetzen lassen. Diese wird fiir orientierbare Flichen be- 
statigt; fiir nicht orientierbare Flachen gibt es dagegen gewisse Ausnahme- 
fille. 

Satz 7. Enthdlt die mehrfach zusammenhdngende vollstandige Flache F’ 
von nicht konstanter Kriimmung ein Verschiebungselement, und ist F’ 
orientierbar, so ist sie stets eine Verschiebungsflache; wenn F’ homdomorph 
der projektiven Ebene ist, so ist sie eine Dreh{lache; in den beiden tibrigen 
Fillen ist F’ nie eine Dreh- und dann und nur dann eine Verschiebungs- 
flache, wenn es unter ihren Bahnkurven*) eine einufrige gibt, was aber 
nicht immer der Fall ist. 


Im Anschlu8 hieran wird gezeigt, daB jede der in den Satzen 6 und 7 
genannten Mdglichkeiten fiir Flachen nicht konstanter Kriimmung auch 
wirklich vorkommt. Analytische Kriterien fiir die Fortsetzbarkeit von 
Verschiebungselementen liefert der 


Satz 8. g,,(rs)=1, gyo(r,8)=9, gog(r,8)=f(r) set ein Ver- 
schiebungselement E mit dem Trdgerpunkt r=0, s=0. Es ist dann 
und nur dann zu einer vollsténdigen Verschiebungsflache fortsetzbar, wenn 
f(r) fir alle reellen r eine reelle regular analytische Funktion von r ist, 
die stets gréBer als 0 ist; es gibt dann stets eine der euklidischen Ebene 
und eine dem Zylinder homéomorphe vollstandige Fortsetzung. Ist auBerdem 
f(r+a)=—f(r) mit a>0, so ist E noch zu einer dem Torus und zu 
einer dem offenen Mobiusschen Band homéomorphen vollsténdigen Flache 
fortsetzbar;, das letztere ist auch der Fall, wenn anstatt dessen f(—r) = f(r) 
ist. Falls zugleich f(r+a)=f(r) und f(—r)=f(r) ist, so ist E stets 
zu einer einer beliebigen zweidimensionalen euklidischen Raumform homéo- 
morphen vollsténdigen Flache fortsetzbar. 


Fiir den Fall der Drehfliche, fiir den also f(r) eine reelle Nullstelle 
hat und das Element Z mit der Nullstelle als Tragerpunkt ein Drehungs- 
element sein mu, gibt der § 5 meiner schon zitierten Arbeit') die ge- 
nauen Ergebnisse an. 


5) Eine Anwendung des Satzes 6, die fiir die allgemeine, eingangs genannte 
Fragestellung nach dem Zusammenhang zwischen den Eigenschaften der Differential- 
geometrie im GroBen und im Kleinen wichtig ist, wird in einer weiteren, gemeinsam 
mit Herrn H. Hopf verfaBten Arbeit gemacht: Die topologischen Gestalten differential- 
geometrisch verwandter Flachen, Math. Annalen 107 (1932), 8. 113— 123. 

*) Der Begriff der Bahnkurve wird im § 8, 6 und § 4, 13 dieser Arbeit definiert. 
7* 
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Die Voraussetzung der ,,Vollstandigkeit“*) wird im § 2 gar nicht be- 
nutzt (deshalb gilt der Satz 3 auch fiir unvollstandige Flachen), im § 3 
nur in 6., hier aber ganz wesentlich, da sich fiir unvoilstandige Flachen 
die Verschiebungen eines Verschiebungselementes durchaus nicht immer zu 
Isometrien der ganzen Filache in sich fortsetzen lassen. Aber die Betrach- 
tungen des § 3 (7. bis 11.) gelten auch fiir unvollstandige Flachen, falls 
diese eine Gruppe 7’ von Isometrien der in 6. beschriebenen Art zulassen, 
Das gibt zu der Vermutung Anla8, da sich der Satz 6 auch auf unvoll- 
stindige Versehiebungsflachen verallgemeinern 1a8t. Die Erginzungen zum 
Beweise des Satzes 6 fiir unvollstindige Flachen liefert der § 5; es gelten 
die Satze: 

Satz 9. Ist F eine einfach zusammenhdngende unvollstandige Flache 
von nicht konstanter Kriimmung, die eine stetige Schar von Isometrien 
von F in sich zulaBt, so ist F stets homéomorph der Ebene und entweder 
eine Dreh- oder eine Verschiebungsflache. Im ersten Falle gilt der Ab- 
satz 2a), im zweiten der Absatz 2c) (abgesehen von den Gruppen 3 und 4) 
des Saizes 5. 


Satz 10. Ist F’ eine mehrfach zusammenhdngende unvollstandige 
Flache von nicht konstanter Kriimmung, die eine stetige Schar von Iso- 
metrien von F’ in sich zulaBt, so ist F’ stets eine Verschiebungsflache 
und homdomorph dem Zylinder oder dem offenen Mébiusschen Band‘). 


§ 2. 
Beweis der Satze 1, 2 und 3. 


1. Jedes System Aquivalenter Punkte einer Flaiche F ist abgeschlossen. 


Beweis. Das dquivalente System S auf F besitze einen Haufungs- 
punkt H. Dann gibt es eine gegen H konvergierende Folge von Punkten 
Pc 8. Da jeder Punkt dieser Folge mit P, aquivalent ist, ist durch diese 
Aquivalenzbeziehung das Biischel geoditischer Linien durch P, eineindeutig 
und winkeltreu auf das Biischel geoditischer Linien durch P, abgebildet. 
¢, sei ein beliebiger geodatischer Strahl durch P, und c, der c, entsprechende 
durch P,. Es gibt dann sicher eine Teilfolge P,, der Folge P, derart, da 
die Anfangsrichtungen der Strahlen c,, gegen eine gewisse Richtung durch 
H konvergieren. c sei der geoditische Strahl durch H in dieser Grenzrichtung. 
Dann konvergieren die Strahlen c,, infolge der stetigen Abhingigkeit der 


*) Die Frage nach dem Zusammenhang zwischen den Eigenschaften der Gruppen 
aller Isometrien einer beliebigen metrischen Flaiche in sich und deren Gestalt ist in 
den Untersuchungen von van Dantzig und van der Waerden, Uber metrisch homo- 
gene Réume, Hamburger Abhandlungen 6 (1928), S. 367 ff. behandelt worden. Man 
vgl. auch H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, 2. Aufl. (1928), § 21, S. 159ff. 
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geodatischen Linien von den Anfangsbedingungen gegen den Strahl c. 
é, sei ein anderer Strahl durch P,, der mit c, den Winkel « (0<a< 2) 
einschlieBt, und ¢, der c, entsprechende durch P,. Dann ist <(c,,é,)=«. 
Man kann die Teilfolge P,, offenbar so wahlen, daB auch die Strahlen Z,, 
gegen einen Strahl ¢ durch H konvergieren, und es ist wieder <(c,¢) =a. 
Ist nun c, der dem beliebigen geoditischen Strahl c{ durch P, entsprechende 
Strahl durch P,, so konvergiert, da durch c,, @, bzw. c,é ein Drehungs- 
sinn in P, bzw. H festgelegt ist, die Folge c’/, stets gegen einen Strahl c’ 
durch H, und es ist <(c,c’) = <(c,,¢,). Das Biischel geoditischer Linien 
durch H ist damit eineindeutig und winkeltreu auf das Biischel P,, be- 
zogen. — Fiihrt man in einer Umgebung von P,, bzw. H geoditische Polar- 
koordinaten r,g@ mit P,, bzw. H als Pol so ein, dab g = 0 der Strahl c,, 
durch P,, bzw. c durch H ist und daB der Winkel q stets in dem oben 
festgelegten Drehungssinn gerechnet wird, so werden in einer Umgebung 
von P,, die FundamentalgréBen: g,,=1, 9,,.=9, Goo =—fy(t,@), die 
Kriimmung: K,,(r,g) und in einer Umgebung von H die Fundamental- 
gréBen: g,,=1, 9..= 9, 95, = f(r, ¢), die Kriimmung: K(r,q). Es ist 
K,.(r,¢~)— K(r,p) fiir jedes Wertepaar r,g. Da die Punkte P,, unter- 
einander aquivalent sind, ist K,,(r,@)= K(r,q). Weiter ist 


ep - tM _ 1 ee 
k= k,= Vf ar* Vin ar® 





und 





WO, 9) =V70,9) =—0, 21/9) _ 0Vfe (0%) 4 


or or 





Daher sind f,,(r,@) und f(r,) fiir jedes feste g Lésungen der linearen 


Differentialgleichung zweiter Ordnung: of +K(r,~)y=0, die in den 


Anfangswerten iibereinstimmen. Mithin ist yf,(r,~)—YVf(r,¢) also 
f(r,~)=f(r,¢~), dh. A ist mit P aquivalent, HC S. 

2. Ein System fquivalenter Punkte hat entweder keinen Haufungs- 
punkt in F oder ist eine perfekte Punktmenge. 

Beweis. Nach 1. bleibt zu zeigen, daB ein System Aquivalenter 
Punkte S, das wenigstens einen Haufungspunkt H besitzt, insichdicht ist. 
Nach 1. ist HCS. Ist daher P ein beliebiger Punkt von S, so lat sich 
eine Umgebung von P langentreu auf eine Umgebung von H abbilden. 
Also ist auch P Haufungspunkt von S, und S mithin insichdicht. 

3. F sei eine Flache von nicht konstanter Kriimmung K. z,, 2, seien 
ein in einer Umgebung eines Punktes H (z,—0,2z,—0) regulares Ko- 
ordinatensystem. S sei ein System dquivalenter Punkte von F mit H als 
Haufungspunkt. Dann gibt es um H eine Umgebung U, so daB die Menge 
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der Punkte aus U, fiir die K(xz,,x,) = K(0,0) = & ist, genau einen singu- 
laritatenfreien analytischen Kurvenbogen z;=—2;,(t) (a<t< 6) durch H 
bildet. Auf diesem Bogen liegen alle Punkte von S-U. 


Beweis. Aus dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz*) iiber implizite 
Funktioner folgt naimlich: es gibt um H eine Umgebung U, so daB die 
Menge der Punkte von U, fiir die K(x,,z,) = ist, endlich viele Kurven- 
bégen a; = x{"(t) (a,<t< bh; a,<0,& > 0; ¢=—1, 2; k—1,..., m) 
bildet, wobei die 2{"(t) fiir a,<t<b, regular analytische Funktionen 
von t sind, x{(0) =0 ist und ¢{"(t) und #;"(t) in a, < t < by héchstens 
fiir t= 0 verschwinden kénnen. Da nach 1. HCS ist, liegen in U un- 
endlich viele Punkte von S, und fiir diese ist K—k. Daher muB es auf 
wenigstens einem der endlich vielen Bégen durch H, etwa auf dem Bogen 
a; = x{"(t), eine Folge von Punkten P,,(x;"’(t,), 7$"(t,)) aus S geben, die 
gegen H konvergiert. Ware nun z,"(0)=—2%;"(0)=—0, so miiBte, da P, 
mit H iquivalent ist, auch z{”(t,) = 2j"(t,) = sein; das ist aber nicht 
méglich. Also hat dieser Bogen in H eine bestimmte Richtung. - Gabe 
es mehrere verschiedene Bégen durch H, so miiBten auch durch jeden 
Punkt P, mehrere verschiedene Bogen gehen, fiir die K=—k ist. Diese 
aber miiBten stets mit einigen der m Kurvenbégen durch H identisch sein, 
da es andere in U nicht gibt. Daher gabe es unter den Bégen 2x; = x;""(t) 
durch H einen von 2; = x;” (t) verschiedenen, etwa 2; = a; (t), der un- 
endlich viele der Punkte P, enthielte und daher auch in H regular wire. 
Die beiden regularen Kurvenbégen x; = 2z{"(t) und 2; = 2z;{"(t) hatten un- 
endlich viele Punkte gemein, die sich gegen H hauften, und miiBten daher 
zusammenfallen. 

4. x,—=2,(t) (a<t<b) sei die nach 3. konstruierte Kurve durch H. 
Man fiihre folgendes Koordinatensystem r,¢ in einer Umgebung von H ein: 
die Linien ¢ = konst. seien die geoditischen Linien, die z;—2,(t) senk- 
recht schneiden, ihre Orthogonaltrajektorien seien die Linien r = konst., 
r bedeute auf den Linien ¢ = konst. die Bogenlinge, und r=0 sei die 
Kurve z;—2;(t). Dann wird das Fundamentalsystem g,,=—1, g,,=0, 
Joo = Goq(7, #). Auf r=O gibt es eine Folge von Punkten P,c SU mit 
den Koordinaten r= 0, t=t,, die gegen H konvergiert, ¢,+0, und es 
1a8t sich eine Umgebung von P, langentreu auf eine Umgebung von H 
abbilden. Dabei geht n~ch 3. die Kurve r= 0 in sich und folglich die 
geoditische Linie ¢ = ¢, in die geoditische Linie t= 0 iiber. Weiter geht 
der Punkt (r,¢,) entweder in den Punkt (+-r,0) oder in den Punkt (— r, 0) 
liber. Daher gibt es unter den Punkten (r, ¢,) eine Teilfolge (r,t,,), so daB 


*) Vgl. z. B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie I, 2. Aufl. (1923), 
Abschn. VII, § 7, S. 194. 
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Joo (Ts tar) = Goq(7, 0) wird. Da ¢,,-+ 0 und g,,(r,¢) fiir hinreichend kleine 
r und ¢ eine regular analytische Funktion von ¢ ist, so hangt g,, nicht 
von t ab, goo(7,t) = G,(7,0) = f(r), und folglich laBt sich das Hiufungs- 
element in H lings der Kurve r= 0 verschieben. Damit sind die beiden 
Saitze 1 und 2 bewiesen. Fiir den Fall konstanter Kriimmung sind sie 
bekannterweise auch richtig. 

5. Fiir Flachen nicht konstanter Kriimmung folgt weiter, daB S nach 
2. und 4. einen oder mehrere singularitatenfreie analytische Kurvenziige 
bildet, die sich nach 3. nicht untereinander treffen kénnen, simtlich einfach 
geschlossene oder einfach offene und in F abgeschlossene Kurven sind. Das 
Verschiebungselement in H lat sich dann lings einer solchen Kurve ver- 
schieben. 


§ 3. 
Beweis der Sitze 4, 5 und 6. 


6. Fiir einfach zusammenhangende vollstandige Flachen gilt der Satz: 
F sei eine einfach zusammenhiangende vollstindige Flache. Um den Punkt P 
von F gebe es eine Umgebung, die sich laingentreu auf eine Umgebung 
des Punktes Q von F abbilden la8t. Dann laBt sich diese Abbildung zu 
einer Isometrie der ganzen Flache F auf sich fortsetzen*). — F enthalte 
nun ein Verschiebungselement im Punkte P, da® sich also nach 5. lings 
einer einfach offenen und in F abgeschlossenen oder einfach geschlossenen, 
singularitatenfreien analytischen Kurve c verschieben laBt. Ist c offen, so 
hat c wegen der Vollstindigkeit von F unendliche Lange*). Diese Ver- 
schiebungen des Elementes in P lassen sich also zu Isometrien der ganzen 
Fliche F in sich fortsetzen. Man erhalt so eine Gruppe 7' von Isometrien 
von F in sich der folgenden Art: a) jede Isometrie von 7 erhalt die Orien- 
tierung von F und bildet die Kurve c¢ mit Erhaltung des Durchlaufungs- 
sinnes in sich ab; b) sind P und Q zwei beliebige Punkte von c, so gibt 
es eine und nur eine Isometrie von 7, die P in Q iiberfiihrt; c) die Opera- 
tionen von 7 bilden eine einparametrige stetige Schar. Zufolge der Eigen- 
schaft c) besteht die Punktmenge, die bei Durchlaufung aller Operationen 
von 7’ aus einem beliebigen Punkte P von F erzeugt wird, entweder nur 
aus dem Punkte P, der dann gemeinsamer Fixpunkt aller Operationen 
von P ist, oder sie bildet eine stetige Kurve, die nach 3. singularitaten- 
frei und analytisch, einfach geschlossen oder einfach offen und in F ab- 
geschlossen ist und die durch alle Operationen von 7 in sich verschoben 
wird. Eine solche Kurve soll eine Bahnkurve der Gruppe 7’ heiBen. Nach 
3. kénnen sich je zwei Bahnkurven nicht treffen. 


*) Siehe Anmerkung *), § 2. 
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7. F ist entweder eine Dreh- oder eine Verschiebungsfliche. 


Beweis. Hat die von der Identitaét verschiedene Operation fc T 
einen Fixpunkt P, so ist P gemeinsamer Fixpunkt aller Operationen von T 
und F eine Drehfliche; denn anderenfalls ginge durch P eine Bahnkurve c, 
die sich in P selbst treffen miiBte; da nach 3. durch P nur ein einziges 
Bogenstiick von c gehen kann, so miiBte ¢ einfach geschlossen und f zufolge 
der Eigenschaft b) von 7 im Widerspruch zur Voraussetzung die Identitat 
sein. Hat aber keine von der Identitaét verschiedene Operation von 7’ einen 
Fixpunkt, so ist F nach Definition eine Verschiebungsfliche. 


8. F sei eine einfach zusammenhangende Verschiebungsflache. Dann 
ist F homéomorph der Ebene, und saimtliche Bahnkurven von 7’ sind offen 
und bilden ein auf der ganzen Flache F regulares Feld. 

Beweis. Da keine von der Identitaét verschiedene Operation von T 
einen Fixpunkt besitzt, so geht durch jeden Punkt von F genau eine Bahn- 
kurve, und je zwei Bahnkurven kénnen sich nicht treffen. Daher ist das 
Feld der Bahnkurven iiberall regular. Ware nun eine Bahnkurve geschlossen, 
so zerlegte sie F in zwei Gebiete, von denen wenigstens eins homéomorph 
dem Innern eines Kreises ware. Dieses Gebiet wird von allen Operationen 
von T in sich iibergefiihrt. Nach dem Fixpunktsatz der Kreisscheibe**) 
hatte also jede Operation von 7’ einen Fixpunkt, und F wire nach 7. eine 
Drehflache. Daher ist jede Bahnkurve offen. Da die Bahnkurven in F ab- 
geschlossen sind, kann F nicht homéomorph der Kugel sein. Mithin ist F 
homéomorph der Ebene. 


9. F sei eine einfach zusammenhangende vollstindige Verschiebungs- 
fliche von nicht konstanter Kriimmung. Dann kann es nicht zwei ver- 
schiedene Gruppen von der in 6. beschriebenen Art geben. 


Beweis. Da die Bahnkurven Linien konstanter Flichenkriimmung 
sind und diese nicht konstant sein soll, miiBte, falls auf F zwei solcher 
Gruppen 7 und 7” existierten, jede Bahnkurve von 7 auch eine Bahn- 
kurve von 7” sein und umgekehrt; d. h. jede Operation von 7 verschiebt 
auch jede Bahnkurve von 7” in sich, ist mithin auch Operation von 7” 
und umgekehrt. Folglich ist 7’ = 7. 

10. ¢ sei eine Bahnkurve der einfach zusammenhangenden Verschiebungs- 
flache F und P ein Punkt auf c. s bedeute die Bogenlinge auf c, von P 
aus gerechnet, s = konst. seien die geoditischen Linien, die c rechtwinklig 
schneiden, und ¢ sei die Bogenlinge auf ihnen, von ihren Schnittpunkten 
mit ¢ aus gerechnet. r,8 bilden in einer Umgebung von P ein regulares 
Koordinatensystem, und da sich F lings c in sich verschieben la8t, gibt es 


*) Siehe z. B. B. v. Kerékjarté, Vorlesungen tiber Topologie I (1923), 8. 191. 
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um ¢ eine Umgebung, in der r,s ein regulires Koordinatensystem bilden, 
also fir -—e<r<+e(e>0) und —co<s<-+oo. Es wird nun be- 
hauptet: Die so definierte Abbildung der Zahlenebene der Paare r,s auf 
die Flache F ist eineindeutig und beidergeits stetig; dabei entsprechen den 
Linien r = konst. die Bahnkurven auf F; r,s bilden ein auf der ganzen 
Flache F im GroBen regulares Koordinatensystem. — Der Beweis geschieht 
in mehreren Schritten: 


a) Die Linien r= konst. sind die Bahnkurven und schneiden die 
Linien s = konst. senkrecht. 


Beweis. F laBt sich stetig lings c(r = 0) verschieben. Da jede solche 
Verschiebung die geodatischen Linien s = konst. wieder in Linien s = konst. 
iiberfiihrt und die Bogenlinge r auf ihnen ungeandert laBt, so fallt die 
durch einen Punkt r=r,, 8 =, gehende Bahnkurve mit der Linie r = r, 
zusammen. ‘Je zwei der Linien r = konst. schneiden auf allen geodatischen 
Linien s = konst. gleichlange Stiicke aus; daher sind die Linien r = konst. 
die Orthogonaltrajektorien der Linien s = konst. 


b) Eine Linie r = konst. und eine Linie s = konst. haben nur einen 
einzigen Schnittpunkt. 

Beweis. Q sei ein Schnittpunkt einer Bahnkurve r=a mit einer 
geodiatischen Linie s = b; r=a ist nach 8. einfach offen und in F ab- 
geschlossen, zerlegt also F in zwei Gebiete, die wir nach Festsetzung einer 
Durchlaufungsrichtung von r =a als ein rechtes und ein linkes Ufer von 
r =a unterscheiden kénnen. Existierte nun ein weiterer Schnittpunkt von 
s=b6b mit r=a, so gabe es auch einen solchen Q’, der Q auf s=—b 
zunachst liegt. Da s=b die Linie r=—a stets senkrecht schneiden muB, 
wire Q’ von Q verschieden, und Q und Q’ schnitten auf r =a und s = b 
je einen Bogen aus, die zusammen ein Zweieck mit rechten Winkeln bildeten, 
das ganz auf einem, etwa dem rechten Ufer von r=—a, lige. r=a ist 
nun eine Bahnkurve. Daher gibe es nach 6. eine Operation fC 7’, die 
die Linie r =a mit Erhaltung ihres Durchlaufungssinnes und der Orien- 
tierung von F in sich, also auch jedes ihrer beiden Ufer in sich, und Q 
in Q’ iiberfiihrte. f miiBte aber, da das Zweieck rechtwinklig ist und ganz 
auf dem rechten Ufer von r =a liegt, den von Q nach Q’ verlaufenden 
Bogen von s= 6 in sich iiberfiihren und mithin auf ihm einen Fixpunkt 
haben, im Widerspruch dazu, daB F als Verschiebungsflache vorausgesetzt ist. 

c) Eine Linie s = konst. ist einfach offen. 

Beweis. Da nach 3. durch jeden Punkt von F nur eine einzige Bahn- 
kurve geht und diese s = konst. senkrecht treffen mu8, so kann s = konst. 
sich nicht selbst schneiden; ferner kann s = konst. als geoditische Linie 
keine Selbstberiihrungspunkte haben. Ware nun s = konst. geschlossen, 80 
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miiBte jede Bahnkurve, die s = konst. trifft, da sie wegen ihrer Abgeschlossen- 
heitseigenschaft nicht ganz im Innern Von s = konst. verlaufen kann, im 
Widerspruch zu'b) mindestens zwei Schnittpunkte mit s = konst. haben. 

d) Je zwei Linien s =a und s=6-+a sind zueinander fremd, denn 
einen Beriihrungspunkt kénnen sie als geoditische Linien nicht besitzen, 
und einen Schnittpunkt nicht, da in diesem die Bahnkurve auf jeder von 
ihnen senkrecht stehen miiBte. 


e) Die Abbildung der r-s-Ebene auf F ist eineindeutig und stetig. 
Denn die Eindeutigkeit der Abbildung folgt aus b), die Eineindeutigkeit 
aus c), d) und 8., die Stetigkeit aus a) und 8. 

f) Das Bild der r-s-Ebene ist mit F identisch. 


Beweis. Aus e) folgt nach dem Satz von der Gebietsinvarianz, daB 
es offen ist; es bleibt zu zeigen, daB es auch abgeschlossen ist. Q,(r;, 8;) 
sei eine gegen Q’ konvergierende Folge von Bildpunkten. Das zu Anfang 
von 10. beschriebene Koordinatensystem kann man nun auch in einer Um- 
gebung U der durch Q’ gehenden Bahnkurve c’ einfiihren: 


—e<r<+e (e>0), —wo<s8’< +00 (c’ wird r’=0). 


Da U unendlich viele der Bahnkurven r = 7; durch die Punkte Q; enthilt 
und da die Linien s = konst. bzw. s’ = konst. die Orthogonaltrajektorien 
der Linien r = konst. bzw. r’ = konst. sind, so miissen in U die geoditi- 
schen Linien s’ = konst. mit den geodatischen Linien s = konst. zusammen- 
fallen; d.h. ganz U und mithin Q’ sind im Bild der r-s-Ebene auf F 
enthalten. 

11. Man fiihre das in 10. genannte, auf der ganzen Flache F regu- 
lare Koordinatensystem r,s ein. Eine beliebige Isometrie von F in sich 
ist dann darstellbar als: r’=/(r,s8), 8’ =g(r,s). Nun miissen Bahn- 
kurven, also Kurven r= konst., nach 3. wieder in Bahnkurven und da- 
her auch ihre Orthogonaltrajektorien s = konst. wieder in Kurven s = konst. 
iibergehen; mithin kann f nicht von s und g nicht von r abhiangen. 
Da zwei Bahnkurven auf allen geoditischen Linien s = konst. gleichlange 
Stiicke ausschneiden, so ist rj —rj;— +(r,—r,), also f(r) = +r+a. 
Das Fundamentalsystem von F ist g,,=1, g,.=9, Jog=Goq(7), Wobei, 
da das Koordinatensystem auf ganz F regular ist, g,,(r) fiir alle 
reellen r regular und positiv und g,,(0)=—1 ist, da s auf der Linie 
r=0 die Bogenlainge bedeutet. Die Bogenlinge einer beliebigen Bahn- 


ts 
kurve r = konst. wird: f VP? + Gag(1)8* dt = Vgoq(r) (8, —- 8,)- Es ist nun 
t 


9eq(%) = Jq,(0) = 1, also ist der Parameter s auch auf r—a Bogen- 
lange, mithin 8; — 6; = +(8,—s8,) und g(s)= +8-+b. Die Isometrien 
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von F in sich erhalten daher die Gestalt: r’= +r+a, s’=+8+5. 
T ist die kontinuierliche Gruppe aus den Isometrien: r’=r, s’=s-+t 
(—co<t<-+ oo) und folglich ahnlich der Gruppe aller Translationen 
der euklidischen Ebene in sich lings einer festen Geraden. Demnach kommen 
fiir die Gruppe G aller Isometrien von F in sich nur die folgenden Fille 
in Betracht: 


1. re’ =r, 2. r’= +r, 
s’=+8+t; s’= t+8+t; 
3. r’=r-+na, 4. r= +r+na, 
s'= +8+1; ss=+e+t 
(a eine feste Zahl; n = 0, +1, +2,...; —co<t<-+oo). 


Damit ist der Satz 5 bewiesen**). 


12. Ist F’ eine beliebige vollstindige Flache von nicht konstanter 
Kriimmung, die ein Verschiebungselement enthalt, und iibertrigt man die 
in Umgebungen jedes Punktes von F” definierte Differentialgeometrie mit- 
tels der Uberlagerungsbeziehung auf Umgebungen der Punkte der uni- 
versellen Uberlagerungsflache F von F’, so wird F ebenfalls eine vollstin- 
dige Flache und enthialt ein Verschiebungselement. Die Fundamental- 
gruppe F’ ist dann isomorph einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe 
von fixpunktfreien Isometrien von F in sich. Nach 7. ist F entweder eine 
Dreh- oder Verschiebungsfliche. Im ersten Falle ist F homéomorph einer 
elliptischen Raumform oder der euklidischen Ebene und F’ selbst Dreh- 
fliche**); im anderen Falle ist, da nach 11. die eigentlich diskontinuier- 
lichen Gruppen fixpunktfreier Isometrien von F in sich nur denen der 
euklidischen Ebene in sich &hnlich sein kénnen, F’ homéomorph einer 
zweidimensionalen euklidischen Raumform, womit Satz 6 bewiesen ist**). 


§ 4. 
Beweis der Sitze 7 und 8. 


13. F’ sei eine mehrfach zusammenhingende vollstindige Flache, die 
ein Verschiebungselement enthalt, F sei ihre universelle Uberlagerungs- 
fliche. Der Fall, daB F, also auch F’, ein Drehungselement enthilt, ist 
friiher’) erledigt worden: dann ist F’ Drehflache und homéomorph der 
projektiven Ebene. F sei also (nach Satz 4) eine Verschiebungsfliche. 
Dann ist nach 10. jeder Punkt von F’ Trager eines Verschiebungselementes, 
das sich nach 4. lings einer in F’ abgeschlossenen, einfach offenen oder 
einfach geschlossenen, singularitatenfreien Kurve verschieben lat. Diese 


11) Fir den Beweis der anderen Abschnitte der Sétze 5 und 6 vgl. Anm. *), § 5. 
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Kurven entsprechen durch die Uberlagerungsbeziehung den Bahnkurven 
von F; sie sollen die Bahnkurven von F’ heiBen. F’ sei zunichst 
offen, d. h. homéomorph dem Zylinder oder dem offenen Mébiusschen 
Band. Dann besteht die Fundamentalgruppe von F’ entweder aus 
r’=r+na, s’=s+nb (n=..., —1,0,1,2,...) oder aus den 
Potenzen einer Gleitspiegelung r’=r-+a, s’= —s+b (a+0) oder 
r’=—r+a, s’=8s+b6 (b+0). Es sind zwei Fille zu unterscheiden: 

a) Die Fundamentalgruppe besteht aus r’= r + na, s’ =s-+nb(a+0) 
oder aus den Potenzen von r’=r-+a, s’=—s-+b. Dann ist der von 
zwei passenden Bahnkurven von F ausgeschnittene Streifen ein Fundamental- 
bereich der zugehérigen Fundamentalgruppe von F’. Dieser Streifen laBt 
sich durch alle Operationen von 7' in sich verschieben. Soll nun F’ eine 
Verschiebungsflache sein, so miissen die Verschiebungen des Streifens in 
sich bei der Randerzuordnung eine Isometrie von F’ in sich liefern. Das 
ist offenbar der Fall, wenn F’ homéomorph dem Zylinder ist, dagegen 
nicht, wenn F’ homéomorph dem offenen Mébiusschen Band ist, da dann 
die beiden Randbahnkurven des Streifens in entgegengesetzter Orientierung 
zugeordnet werden. 

b) Die Fundamentalgruppe besteht aus r’=r, s’=s8s-+nb oder aus 
den Potenzen von r’= —r-+a, s’=8-+b6. Dann ist der durch die geo- 
diatischen Linien s=0 und s=b6 ausgeschnittene Streifen von F ein 
Fundamentalbereich. Man kann sich auf die Operationen r’ =r, s’=s-+t 
(¢< b) von T beschrinken. Durch die Zuordnung r’=r, s’= «8 +-¢ fiir 
0S8< b—t und s =s+t—b fir b—tos<b bw. r’=r, s’=—8+1t 
fir 0<s8<b—t, r’=—r-+a, s'=s+t—b fir bB—t<s<b wird 
der Streifen eineindeutig in sich abgebildet, und diese Abbildung liefert 
bei der Randerzuordnung stets eine Isometrie von F’ in sich. F’ ist da- 
her in diesem Falle stets eine Verschiebungsfliche. 

F’ sei jetzt geschlossen, also dem Torus oder dem Kleinschen Schlauch 
homéomorph. Dann besteht im ersten Fall die Fundamentalgruppe aus 
r’=r+ma-+nb, s’'=s+me-+nd, wobei a,b und c,d bekanntlich 
nur bis auf unimodulare Substitutionen bestimmt sind, und a und } im 
rationalen Verhiltnis zueinander stehen miissen, da F keine konstante 
Kriimmung haben soll. Folglich kann man etwa b=0 annehmen. Im 
zweiten Falle lat sich die Fundamentalgruppe aus einer Translation 
r’=r-+a, s’=s8-+-b und einer Gleitspiegelung r’ = r+, s’ = —s+d 
bzw. r’ = —r-+-c, s’ = 8 + d erzeugen, und die Achsen der Gleitspiegelungen 
sind alle parallel der r- bzw. s-Achse. Daher bildet stets ein ,,Parallelo- 
gramm“, das von zwei Bahnkurvenbégen der Lange / und zwei anderen 
Kurvenbégen, etwa s=/(r) und s=/f(r)-+ 1 begrenzt wird, einen Fun- 
damentalbereich auf F. Man kann sich wieder auf Abbildungen r’ =r. 
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s’=e-+t (t<Jl) von 7 beschranken. Man definiere die Zuordnung 
r’=r, s’'=s8s+t fir f(r) Ss8<f(r)+l—t und r’=r, s’=s+t—l 
bzw. r’= —r+c, s’'=s+t—l fir f(r) +l—tis<f(r)+l. Diese 
Zuordnung ist eine eineindeutige Abbildung des Parallelogramms in sich. 
Sie liefert bei der Randerzuordnung eine Isometrie von F’ in sich, wenn 
die Gegenseiten des Parallelogramms in gleicher Orientierung zugeordnet 
werden (Fall des Torus) oder wenn die Randbahnkurven in gleicher Orien- 
tierung die anderen beiden Kurven aber in entgegengesetzter Orientierung 
gugeordnet werden (Fall des Kleinschen Schlauches). Werden aber die 
Randbahnkurven in entgegengesetzter Orientierung zugeordnet, so ist eine 
beliebige Operation von 7’ keine Isometrie von F’ in sich; dann ist also 
F’ nicht Verschiebungsflache. 


Den Fall, daB F’ nicht Verschiebungsflaiche ist, kann man nach dem 
Vorangehenden auch so charakterisieren: F’ ist nicht orientierbar, und 
simtliche Bahnkurven von F’ haben zwei Ufer. 


14. Im Anschlu8 an 13. soll nun gezeigt werden, daB alle dort auf- 
gezahiten Fille auch wirklich fiir Flachen nicht konstanter Kriimmung 
vorkommen. Der Torus, d. h. die Flache des dreidimensionalen euklidi- 
schen Raumes, die durch Drehung eines Kreises um eine ihn nicht 
schneidende, in seiner Ebene liegende Achse entsteht, liefert dafiir ein 
Beispiel. Die Breitenkreise sind die Bahnkurven und die Meridiane, ihre 
Orthogonaltrajektorien, geoditische Linien. Diese sind die Parameterlinien 
des Koordinatensystems r, s. Die universelle Uberlagerungsflache, die homéo- 
morph der Ebene ist, ist eine vollstindige Verschiebungsflache. Die Funda- 
mentalgréBen sind von der Form: g,,=1, 9,.= 9, 9gg= f(r), wobei r = 0 
dem Aquator des Torus entspricht. f(r) ist fiir alle reellen r regular und 
positiv und ist eine gerade periodische Funktion, f(r +a) =f(r), f(—r) =f (r). 

Die Gruppen aus r’= r,s’= s+ nb und ausr’=r-+na,s’=se+nb 
liefern die beiden Fille einer dem Zylinder homéomorphen Flache. Der 
erste Fall ist stets méglich, der zweite erfordert f(r +a) = f(r). 

Die Gruppen aus r’=(—1)"r, s’=s-+nb und aus r’=r-+na, 
s’=(—1)"s liefern die beiden Fille einer dem offenen Mébiusschen Bande 
homéomorphen Flache. Der erste Fall ist stets méglich, wenn f(—r) = f(r) 
ist, der zweite erfordert nur f(r +a) = f(r). 

Die Gruppe aus r’=r-+ ma, s’=s-+nb liefert den Torus selbst. 
Dieses ist stets méglich, wenn f(r + a) = f(r) ist. 

Die Gruppen aus r’ = (—1)"r-+ ma, s’=s-+-nb und aus r’ =r-+ma, 
s’=(—1)"s-+nb liefern die beiden Fille einer dem Kleinschen Schlauch 
homdomorphen Flache. Der zweite Fall ist stets méglich, wenn f(r +-a) = f(r) 
ist, der erste erfordert iiberdies noch f(—r) = f(r). 
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15. Da die Betrachtungen in 14. fiir beliebige f(r) gelten, falls nur 
f(r) stets regular und positiv ist, so ist zum Beweis des Satzes 8 nur 
noch zu zeigen, daB f(r) > 0 fiir alle reellen r zur vollstandigen Fortsetz- 
barkeit eines Verschiebungselementes hinreichend ist; denn daB diese Be- 
dingung notwendig ist, folgt schon aus 10c). 

Es sei also ein Verschiebungselement g,,—1, g,,= 0, ga=f(r) ge- 
geben und f(r) fiir alle reellen + regular und positiv. In der euklidischen 
Ebene mégen r,s rechtwinklige kartesische Koordinaten darstellen. Dann 
ist auf dieser Ebene durch g,,(r,8)=1, g,.(r,8) =9, g.o(r,8) = f(r) 
eine Differentialgeometrie im GroBen erklart. Die so metrisierte Ebene 
ist eine Fortsetzung F des gegebenen Verschiebungselementes. Man braucht 
jetzt nur noch zu beweisen, daB F vollstandig ist, d.h.*), daB jede ,di- 
vergente“ Linie**) unendlich lang ist. Durch r = r(t), s = s(t), OS t< co 


t 
sei eine solche Linie gegeben. Ihre Lange ist L(t)=fyr?+f(r)s%dt. 
0 


Ist r(t) unbeschrinkt, so folgt aus L(t)>|r(t)—1r(0)|, daB L(t)—+co 
ist. Ist r(t) beschrankt, also r,< r(t)<r,, so sei M das Minimum von 
f(r) in dem Intervall r,< r<yr,; dann ist L(t) >M/\s(t)—s#(0)|. Da 
wegen der Divergenz der Linie auBer r(¢) nicht auch s(t) beschrankt 
sein kann, so folgt, daB stets L(t) —+co ist. 


§ 5. 
Beweis der Saitze 9 und 10. 


16. F sei eine einfach zusammenhingende unvollstandige Flache nicht 
konstanter Kriimmung, die eine stetige Schar 7” von Isometrien in sich 
zulaBt. Ist f eine Operation von T’, so ist f~*T’ wieder eine solche 
Schar und enthalt die Identitat. Jeder Punkt von F beschreibt bei Durch- 
laufung aller Operationen von f~*7” eine stetige Kurve, die auch in 
einem einzigen Punkt entartet sein kann, der dann gemeinsamer Fixpunkt 
aller Operationen von f~*7” sein mu8. Daf~*7” nicht nur aus der Iden- 
titat bestehen soll, muS es einen Punkt P von F geben, der nicht ge- 
meinsamer Fixpunkt ist. Durch P geht dann nach 5. eine singularititen- 
freie analytische Kurve c, die durch f~*7” mit Erhaltung ihres Durch- 
laufungssinnes und der Orientierung von F in sich verschoben wird. Das- 
selbe gilt dann auch fiir die Potenzen aller Operationen von f~* 7”. Daher 
ist c, wenn offen, unendlich lang. Die Operationen von f~*7” und ihre 
Potenzen bilden eine Menge 7' von Isometrien. s sei die Bogenlinge auf 


12) Eine divergente Linie auf F ist das eindeutige und stetige Bild eines gerad- 
linigen Strahls, falls jeder divergenten Punktfolge des Strahls eine auf F divergente 
Punktfolge entspricht. Vgl. die unter *) zitierte Arbeit, 8. 212. 














. . ab ae Ge 





Flachen mit Verschiebungselementen. 111 


c, etwa von P aus gerechnet. Dann kann s auch als Scharparameter von 
f~*T" gewahlt werden, und zu je zwei Punkten s =s, und s = 8, von ¢ 
gibt es eine und nur eine Operation von 7, die ss, in s =8, iiber- 
fiihrt; denn es gibt sicher fiir hinreichend s, benachbarte s, eine und nur 
eine solche Operation aus der Schar f~*7". Daher sind die Operationen 
von 7 eineindeutig auf die Zahlengerade — co < s< +co bezogen, und 
diese Beziehung ist stetig, d. h. 7 ist eine einparametrige Schar. Das 
Produkt zweier Operationen von 7' fihrt c in sich mit Erhaltung des 
Durchlaufungssinnes und der Orientierung von F tiber und ist folglich 
wieder eine Operation von 7. T ist also eine Gruppe mit den in 6. an- 
gefiihrten Eigenschaften, und es gelten die Uberlegungen von 7., 8., 9. 
unverandert, von 10. und 11. mit den folgenden Unterschieden: das in 
10. eingefiihrte, auf ganz F regulare und in 10. fir —wo<r<o, 
—oo<s<oo erklirte Koordinatensystem ist jetzt nur noch fir 
—a,<r<a,, —co<8<0o (a,,a,>0) erklirt, wobei von den Zahlen 
a,, a, Wenigstens eine endlich ist; denn andernfalls wiirde man genau wie 
am SchluB von § 4 die Vollstandigkeit von F erschlieBen kénnen. Hier- 
nach ist klar, daB von den in 11. diskutierten Gruppen diejenigen weg- 
fallen miissen, die Transformationen der Gestalt r’= +r-+a (a+ 0) ent- 
halten. 

Eine gesonderte Betrachtung erfordert der Fall, daB die einfach zu- 
sammenhangende unvollstandige Flache F eine Drehflache mit dem Drehungs- 
pol P ist**). Dann ist F homéomorph der Ebene (da eine geschlossene 
Flache stets vollstindig ist), und P ist gemeinsamer Fixpunkt aller Ope- 
rationen von 7’ und Trager eines Drehungselementes. Alle geodatischen 
Strahlen von P aus haben dieselbe (endliche oder unendliche) Lange L. 
Dabei erfiillen die Punkte, die auf diesen Strahlen in Entfernungen r< L 
liegen, die ganze Fliche F, und das geoditische Polarkoordinatensystem 
r,g ist auf ganz Fregulér. Denn zunichst besteht die Regularitat gewib 
fiir kleine r; a sei die obere Grenze der r-Werte, fiir die die Regularitat 
besteht, und es sei a< LZ; dann kann sich die durch einen Punkt r=a 
gehende Bahnkurve nicht auf einen Punkt reduzieren, da sonst F der 
Kugel homéomorph wire; also geht durch diesen Punkt ebenfalls eine 
Bahnkurve r= konst., und das Koordinatensystem ist fir 0<rda 
regulir. Ahnlich wie in 10a) schlieBt man dann, daB es auch fir 
0<r<a-+e (e>0) regular ist, entgegen der Definition von a. Also 
ist a= LZ. Das von dem somit fiir 0<r< L regularen Koordinaten- 
system bedeckte, einem Kreisinnern homéomorphe Flachenstiick A ist mit 
F identisch; denn andernfalls hatte A einen Randpunkt, und da F offen 


18) In der unter *) zitierten Arbeit werden nur vollstandige Drehflichen be- 
handelt. 








112 W. Rinow. Filachen mit Verschieb ] ten. 


“= 





ist, unendlich viele Randpunkte; der Rand ist daher ein Kontinuum; die 
Bahnkurve durch einen Randpunkt entartet mithin nicht in einen Punkt 
und gehért wegen der Drehungssymmetrie von F ganz zum Rand. Jetzt zeigt 
man wie 10f), da8 unser Koordinatensystem auch noch fiir r< ZL + e(e > 0) 
regular sein miiBte, daB die Strahlen g = konst. also linger als L waren. 
Damit ist gezeigt, dab A mit F identisch ist. (Aus der Unvollstandigkeit 
von F folgt iibrigens leicht, daB L endlich ist.) 7 ist also ahnlich der 
Gruppe aller Drehungen einer offenen Kreisscheibe der euklidischen Ebene. 
Jede Isometrie von F in sich mu8 den Punkt P festlassen, da es sonst 
auf F zwei verschiedene Gruppen 7’ geben wiirde und F konstante Kriim- 
mung hitte. 

17. f’ sei eine Isometrie von F’ in sich, P’ ein Punkt von F’, der 
kein Fixpunkt von f’ ist, und P einer der P’ entsprechenden Punkte der 
universellen Uberlagerungsfliche F von F’. Jeder Kurve durch P’ ent- 
spricht genau eine Kurve auf F durch P und umgekehrt. Der Kurve 
P’ f’(P’) entspreche die Kurve PQ; P und Q sind voneinander verschie- 
den. Man setze Q=/(P). X sei ein beliebiger Punkt von F und X’ der 
entsprechende auf F’. c, und c, seien zwei Kurven, die X mit P ver- 
binden; dann verbinden die entsprechenden Kurven cj, c; auf F’ beide X’ 
mit P’ und ihre Bilder f’(c{), f’(c;) den Punkt f’(X’) mit f’(P’). Den 
Kurven f’(c’), f’(c’) entsprechen eindeutig zwei Kurven auf F durch Q, 
die beide Q mit einem eindeutig bestimmten Punkte Y verbinden, da 
sich die aus c, und ¢,, also auch die aus cj; und c; und die aus / (c{) 
und f’(cj) zusammengesetzte geschlossene Kurve auf einen Punkt m- 
sammenziehen la8t. Man setze Y=/(X), und es ist bewiesen, daB die 
Konstruktion des Bildes f(X) unabhingig von der Wahl der X mit P 
verbindenden Kurve ist. Die umgekehrte Betrachtung lehrt zugleich, daf 
zu jedem Punkt von F auch genau ein Originalpunkt existiert. f ist also 
eine eineindeutige Abbildung von F in sich. Da das Bild einer rektifizier- 
baren Kurve von F offenbar wieder eine rektifizierbare Kurve von gleicher 
Lange ist, ist die Abbildung f langentreu, d.h. f ist eine Isometrie von F 
in sich. LaBt nun F”’ eine stetige Schar von Isometrien in sich zu, so 
liefert die vorangehende Konstruktion offenbar auch eine stetige Schar 
von Isometrien von F in sich. Dann ist also F entweder Dreh- oder 
Verschiebungsfliche, und es gilt 12. auch fiir F’. 


(Eingegangen am 24. 11. 1931.) 


























Die topologischen Gestalten differentialgeometrisch 
verwandter Flichen. 


Von 
H. Hopf in Ziirich und W. Rinow in Berlin. 


1. Alle Flachen, die im folgenden betrachtet werden, sollen analytische 
und vollstandige differentialgeometrische Flachen ohne Singularitaten irgend- 
welcher Art sein. Dabei handelt es sich stets um innere Differentialgeo- 
metrien, die durch definite Bogenelemente gegeben sind. Die Voraussetzung 
der ,,Vollstandigkeit*, die wir an anderer Stelle ausfiihrlich behandelt 
haben’), erscheint uns stets dann gerechtfertigt und sinngemaS, wenn 
Flacheneigenschaften ,im GroBen“ untersucht werden, ebenso wie die 
Voraussetzung der ,,Analytizitat“*) stets dann, wenn sich die Untersuchung 
speziell mit dem Einflu8 der Differentialgeometrie im Kleinen“ auf Eigen- 
schaften ,im GroBen“ befaBt. Eine Untersuchung dieser Art ist die vor- 
liegende Arbeit. 

Zuniachst noch einige Bemerkungen iiber die Forderung der _,,Voll- 
stindigkeit“: man kann sie, wie wir gezeigt haben’), auf mehrere mit- 
einander dquivalente Weisen aussprechen, von denen zwei genannt seien: 
1. Auf jedem geoditischen Strahl laBt sich von dessen Anfangspunkt aus 
jede Strecke abtragen (,,Abtragbarkeitspostulat“); 2. jede beschrinkte 
Punktmenge auf der Flache ist kompakt (,,.Kompaktheitspostulat“); dabei 
ist die Beschranktheit im Sinne derjenigen Metrik zu verstehen, in welcher 
als Entfernung zweier Punkte die untere Grenze aller Weglingen zwischen 
diesen Punkten erklirt ist. Die Vollstandigkeitsforderung schlieBt echte 
Teilgebiete von Flachen von der Betrachtung aus und bewirkt also die 
Beschrankung auf ,ganze“ Flichen; allerdings ist die bewirkte Einschrin- 
kung noch starker: es gibt Flaichen, die unvollstindig, mithin auszuschlieBen 
sind, obwohl sie sich nicht zu gréBeren Flichen fortsetzen, also nicht als 


*) H. Hopf und W. Rinow, Uber den Begriff der vollstindigen differential- 
geometrischen Fliche, Comment. Math. Helvet. 3 (1931). 
Mathematische Annalen, 107. 8 
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echte Teile anderer Flachen auffassen lassen*). Trotzdem halten wir unsere 
Einschrankung fiir nicht zu stark; denn jedenfalls sind, wie sich unmittel- 
bar aus dem Kompaktheitspostulat ergibt, sowohl alle geschlossenen Flachen 
volistindig, als auch diejenigen offenen, die regular in einen euklidischen 
Raum eingebettet sind, in diesem abgeschlossen sind und die durch ihn 
bewirkte Differentialgeometrie tragen. 


2. Zwei Flachen A und B sollen_,,differentialgeometrisch verwandt“ 
heiBen, wenn es auf ihnen Gebiete A’ bzw. B’ gibt, die sich eineindeutig 
und isometrisch aufeinander abbilden lassen. Man wei8, schon aus dem 
Beispiel von Ebene und Zylinder, da differentialgeometrisch verwandte 
Flachen nicht im GroBen isometrisch, ja nicht einmal homéomorph zu sein 
brauchen. Die Existenz solcher Beispiele legt die Frage nahe, ob es etwa, 
wenn & und $ zwei willkiirlich vorgelegte topologische Flachentypen sind, 
stets méglich ist, sie durch geeignete Metrisierungen zu differentialgeometri- 
schen Flachen A und B zu machen, die miteinander verwandt sind. Diese 
Frage ist zu verneinen; es bestehen also zwischen den topologischen Ge- 
stalten differentialgeometrisch miteinander verwandter Flachen gewisse Bin- 
dungen. Die Kennzeichnung dieser Bindungen sowie die Verneinung der 
eben genannten Frage werden in der Antwort auf die folgende Frage ent- 
halten sein: 


Fiir welche Paare topologischer Flachentypen U,B gibt es differential- 
geometrische Flachen A, B so, daB A vom Typus UA, B vom Typus B 
und A mit B differentialgeometrisch verwandt ist? 


Diese Frage wird vollstandig beantwortet werden. Die Antwort laBt 
sich zugleich als ein Beitrag zur Behandlung der allgemeineren Aufgabe 
auffassen, die Moéglichkeiten zu wuntersuchen, die fiir die Fortsetzungen 
eines vorgelegten Fldachenstiickes oder -elementes zu einer vollstdndigen 
Flache bestehen. Dieses Problem ist von W. Rinow bereits in zwei friiheren 
Arbeiten in Angriff genommen worden, auf die wir nachher zuriickkommen 
miissen, da sie die Grundlagen und wichtigsten Hilfsmittel fiir die vor- 
liegende Arbeit enthalten *). 


3. Zum Ausgangspunkt fiir die Formulierung des Ergebnisses wie fiir 
die ganze Untersuchung nehmen wir den langst erledigten Spezialfall der 
Flachen konstanter Kriimmung oder der euklidischen und nichteuklidischen 


*) A. a. O. Satz Il und Nr. 9. 
*) 1. Ober Zusammenhinge zwischen der Differentialgeometrie im GroBen und 
im Kleinen, Math. Zeitechr. 35 (1932), 8. 512—528; 2. Uber Flachen mit Verschiebungs- 


elementen, Math. Annalen 107 (1932), 8.95—112; im folgenden als .R1“ und ,R 2“ 
zitiert. 














Topologie und differentialgeometrische Verwandtechaft. 115 


»Raumformen“*). Man kann bekanntlich jeden topologischen Flachentypus 
zu einer Raumform metrisieren®); das Vorzeichen der Kriimmung ist dabei, 
von drei Ausnahmen abgesehen, bereits durch den topologischen Typus 
bestimmt. Bezeichnen wir mit ®,, %,, R_ die Klassen der Flachentypen, 
die sich durch geeignete Metrisierung zu Raumformen von positiver bzw. ver- 
schwindender bzw. negativer Kriimmung machen lassen, so sind diese 
Klassen folgendermaBen zusammengesetzt: 

R, enthalt die Typen der Kugel und der projektiven Ebene; 

R, enthalt folgende fiinf Typen: die (offene) Ebene, den Zylinder, 
die geschlossene orientierbare Fliche vom Geschlecht 1 (Torus), den nicht- 
orientierbaren Zylinder (d.h. das Mébiussche Band unter Weglassung der 
Randkurve oder die einmal punktierte projektive Ebene), die geschlossene 
nicht-orientierbare Fliche der Charakteristik 0 (,,Kleinscher Schlauch“ oder 
einseitige Ringflache) ; 

R_ enthilt alle nicht zu R, und &, gehérigen Typen und dazu noch 


die folgenden drei, bereits in &, enthaltenen: Ebene, Zylinder, nicht- 
orientierbaren Zylinder *). 


Die zuletzt genannten drei Typen sind also die oben erwahnten Aus- 
nahmen; man kann sie sowohl zu euklidischen wie zu hyperbolischen 
Raumformen machen. 

Bei der Beschrinkung auf Flachen konstanter Kriimmung lautet somit 
die Antwort auf unsere in Nr. 2 formulierte Hauptfrage folgendermaBen: 


Satz K. Dann und nur dann, wenn die topologischen Flachentypen 
U, B gleichzeitig einer der Klassen R,, R,, R_ angehdren, gibt es diffe- 
rentialgeometrische Flachen A, B von konstanter Kriimmung so, dag 
A vom Typus UX, B vom Typus 8 und A mit B verwandt ist. 


Speziell die geschlossenen orientierbaren Flichen verhalten sich also 
beziiglich des Raumformenproblems folgendermaBen: Die Flache vom Ge- 
schlecht 0 kann mit konstant positiver Kriimmung (zu einer gewohnlichen 
Kugel), die Flache vom Geschlecht 1 kann mit konstant verschwindender 


*) Einige Literatur zum Problem der Raumformen: F. Klein, Zur Nicht-Euklidischen 
Geometrie, Math. Annalen 37 (1890) (= Ges. Math. Abh. 1, XXI); H. Hopf, Zum 
Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. Annalen 95 (1925); P. Koebe, Riemannsche 
Mannigfaltigkeiten und nichteuklidische Raumformen, 1. Mitteilung, Sitzungsberichte 
Akademie Berlin 1927, sowie bisher sechs weitere Mitteilungen in denselben Berichten ; 
F. Lébell, Die tiberall regulaéren unbegrenzten Flachen fester Kriimmung, Dissertation, 
Tibingen 1927. 

‘) Die Méglichkeit, jeden topologischen Flichentypus zu einer Raumform zu 
machen, ist fiir die vorliegende Arbeit iibrigens ohne Bedeutung. 

®) &_ 14Bt sich auch so schildern: sie enthialt alle Flachen mit Ausnahme der 
vier in &, und &, enthaltenen geschlossenen Flachen. 

g* 
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Kriimmung (zu einer ,,Cliffordschen Flache“), alle Flachen von Geschlechtern 
> 2 kénnen mit konstant negativer Kriimmung metrisiert werden‘). Den 
fiir uns wesentlichen Bestandteil dieser in dem Satz K enthaltenen Tat- 
sache formulieren wir wegen des besonderen Interesses, das die geschlossenen 
orientierbaren Flichen wohl beanspruchen diirfen, noch einmal als 

Satz K’. Sind A und B geschlossene orientierbare Flachen konstanter 
Kriimmung, die miteinander verwandt, aber von verschiedenem Geschlecht 
sind, so sind beide Geschlechter grdéBer als 1. 

Ferner ist noch von besonderer Wichtigkeit und Einfachheit der 
Spezialfall einfach zusammenhingender Flachen; die einzigen einfach zu- 
sammenhangenden Flachen konstanter Kriimmung sind die Kugelfliche, 
die euklidische Ebene, die hyperbolische Ebene; es gilt also 

Satz K”. Zwei einfach zusammenhdngende, miteinander verwandte 
Flachen konsianter Kriimmung sind miteinander isometrisch (also a for- 
tiort miteinander homdomorph). 

Diese drei auf F. Klein zuriickgehenden Sitze K, K’, K” sind in 
der Theorie der Raumformen die wichtigsten Aussagen, die mit unserem 
Problem der Verwandtschaft zu tun haben; die in Nr. 2 gestellte Frage 
ist — fiir den Spezialfall konstanter Kriimmung — durch sie vollstandig 
beantwortet. Unser Ziel ist nun der Beweis des folgenden Satzes: 

Hauptsatz. Die Sdtze K, K’, K” behalten thre Giiltigkeit auch ohne 
die Voraussetzung der Konstanz der Kriimmung. 

Wir werden die Sitze, die aus K,K’, K” durch Weglassung dieser 
Voraussetzung entstehen, mit F, F’, F” bezeichnen. Die Antwort auf unsere 
Hauptfrage ist also: 

Satz F. Dann und nur dann, wenn die topologischen Flachentypen 
U, B gleichzeitig in einer der Klassen R,, K,, R_ enthalten sind, gibt 
es differentialgeometrische Flachen A, B so, daB A vom Typus UY, 
B vom Typus 8 und A mit B verwandt ist. 

Den Satz F’ kénnen wir so formulieren: 

Satz F’. Die geschlossenen orientierbaren Flichen der verschiedenen 
Geschlechter verhalten sich beziiglich der Méglichkeit verwandtschaftlicher 
Beziehungen folgendermaBen: Hine Flache vom Geschlecht 0 kann nur 
mit Flichen vom Geschlecht 0, eine Fliche vom Geschlecht 1 nur mit 
Flaichen vom Geschlecht 1 verwandt sein. Dagegen kénnen, wie die Raum- 
formen negativer Kriimmung zeigen, zwei Flachen verschiedenen Geschlechts 
miteinander verwandt sein, wenn beide Geschlechter > 2 sind. 


*) Dieselbe Einteilung der Flachen in drei Klassen tritt bekanntlich auch in der 
Uniformisierungstheorie der analytischen Funktionen auf. 
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Der Satz F” lautet: 

Satz F”. Zwei miteinander verwandte, einfach zusammenhdngende 
Flachen sind miteinander isometrisch *). 

Da F’ in F enthalten ist, sind die Satze F und F” m_ beweisen; 
dabei geniigt es fiir den Satz F, die Notwendigkeit der Zugehérigkeit von 
M% und $ zu einer Klasse zu beweisen; denn da® diese Bedingung hin- 
reichend fiir die Existenz verwandter Flichen A und B ist, zeigen ja die 
durch die Raumformen gegebenen Beispiele. 

4. Der Beweis des Satzes F” ist aber bereits friiher von W. Rinow 
geliefert worden; denn der ,,Eindeutigkeitssatz“ fiir die Fortsetzung eines 
differentialgeometrischen Elementes*) sagt aus, daB eine Isometrie, die 
zwischen Teilgebieten A’ und B’ zweier einfach zusammenhiangender Flachen 
A und B besteht, zu einer Isometrie der ganzen Flichen A und B erweitert 
werden kann; darin ist gerade unsere Behauptung F” enthalten. 

Es handelt sich also um den Beweis von F. Wir setzen dabei immer 
voraus, daB A und B miteinander verwandte Flachen sind, und wir haben 
zu zeigen, daB die topologischen Typen & und $ von A und B beide in 
einer der Klassen &,, &,, %_ enthalten sind. 

Jede auf einer Flaiche regulare Differentialgeometrie bewirkt auf jeder 
unverzweigten Uberlagerungsflache durch Vermittlung der im Kleinen um- 
kehrbar eindeutigen und stetigen Beziehung zwischen Fliche und Uber- 
lagerungsfliche ebenfalls eine regulare Differentialgeometrie*®). Sind nun 
A und B die auf diese Weise metrisierten universellen Uberlagerungsflachen 
von A und B, A’ und B’ miteinander isometrische Teilgebiete von A und B, 
wie sie wegen der vorausgesetzten Verwandtschaft zwischen A und B 
existieren, und sind A’ und B”’ Teilgebiete von A und B, die A’ und B’ 
iiberlagern, so vermitteln A’ und B’ eine Isometrie zwischen A’ und B’. 
A und B sind daher miteinander verwandt und, da sie als universelle Uber- 
lagerungsflichen einfach zusammenhiangend sind, nach Satz F” miteinander 
im GroBen isometrisch, also gewiS homéomorph. Da nun die universellen 
Uberlagerungsflachen der Flachen der Klasse &, der Kugel, die uni- 
versellen Uberlagerungsflachen der Flachen der Klassen &, und &_ der Ebene 
homéomorph sind, ist damit gezeigt, daB unméglich die eine der Flachen 
A, B zu der Klasse &,, die andere zu einer der beiden anderen Klassen 
gehéren kann. Zu zeigen bleibt: Wenn A zur Klasse &,, aber nicht zur 


*) Unter einer Isometrie zweier Flachen verstehen wir immer eine eineindeutige 
und langentreue Abbildung der ganzen Flachen aufeinander. 

*) Rl, Satz 2. 

%) Vgl. R1, Satz 1; daB aus der Vollsténdigkeit einer Flache die Vollstandigkeit 
der Uberlagerungsflichen folgt, erkennt man unmittelbar, wenn man die Vollstindig- 
keit durch das Abtragbarkeitspostulat (s. Nr. 1) definiert. 
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Klasse &_ gehért, so gehért B zur Klasse &,; dabei bedeutet die iiber A 
gemachte Voraussetzung: A ist einer der beiden geschlossenen Flachen aus der 
Klasse &, — dem Torus oder dem Kleinschen Schlauch — homéomorph*®*). 


5. Wir brauchen jetzt einen weiteren der friiher von W. Rinow be- 
wiesenen Satze. Wir nennen zwei Punkte auf einer Flache miteinander 
»aquivalent“, wenn sie isometrische (beliebig kleine) Umgebungen besitzen ; 
wir sagen, daB die Umgebung eines Flachenpunktes ein ,,Haufungselement* 
ist, wenn der Punkt Haufungspunkt eines Systems miteinander aquivalenter 
Punkte ist. Dann lautet der in Betracht kommende Satz‘): 


Satz H. Hine Flache, die ein Haufungselement besitzt, deren Kriim- 
mung aber nicht konstant ist, hat einen zu &, oder zu &, gehdrigen 
topologischen Typus. 

Da die Flachen konstanter Kriimmung durch den Satz K erledigt 
sind, interessieren uns nur die Flichen, deren Kriimmung nicht konstant 
ist. Auf Grund des Satzes H ist die am Schlu8 von Nr. 4 ausgesprochene 
Behauptung daher gewiB richtig, wenn B ein Haufungselement enthilt; 
denn die Méglichkeit, daB B zur Klasse &, gehért, ist schon in Nr. 4 
ausgeschlossen worden. Wir diirfen also voraussetzen, daB B kein Haufungs- 
element enthalt. Dann enthalt aber auch A kein Haufungselement; denn 
einem solchen wiirde ein Hiufungselement auf der universellen Uber- 
lagerungsflache A entsprechen; da diese nach Nr. 4 und Satz F” mit der 


8) Zusatz wahrend der Korrektur (Februar 1932): Herr G. de Rham 
(Lausanne) machte uns darauf aufmerksam, da8 man mit Hilfe des Satzes F” unsere 
Behauptung sehr leicht auf bekannte funktionentheoretische Tatsachen — man vel. 
iibrigens unsere Bemerkung in FuSnote *) — zuriickfihren kann: Die universellen 
Uberlagerungsflichen A, B lassen sich, wie wir soeben in Nr. 4 zeigten, infolge des 
Satzes F” isometrisch, also a fortiori eineindeutig und konform aufeinander abbilden. 
Da sie einfach zusammenhiangend und offen sind, sind sie — nach einem Hauptsatz 
der Uniformisierungstheorie — entweder auf die ganze (offene) komplexe Zahlen- 
ebene E oder auf ein Kreisinneres K konform abzubilden, und zwar wegen ihrer eben 
festgestellten konformen Aquivalenz entweder beide auf E oder beide auf K. Die A 
und B erzeugenden Decktransformationen von A und B sind Isometrien, die ihnen 
enteprechenden Transformationen von FE oder K also eineindeutig und konform, mit- 
hin linear oder konjugiert-linear. Die Gruppe der Ringflache A ist die von zwei un- 
abhangigen Elementen erzeugte Abelsche Gruppe; daraus schlie8t man bekanntlich 
leicht, da8 das konforme Bild von A und B nicht K ist; es ist also Z, und daraus 
folgt, da® fiir die B erzeugenden linearen und konjugiert-linearen Abbildungen nur 
Translationen und Paddelbewegungen in Frage kommen. Das bedeutet: B gehdrt 
zu &,. — Somit sind die Betrachtungen der folgenden Abschnitte fiir den Beweis 
unseres Satzes entbehrlich; trotzdem hoffen wir, daB sie nicht wertlos sind, insbeson- 
dere da sie sich, im Gegensatz zu der funktionentheoretischen Methode, auch auf 
&bnliche Fragen fiir mehrdimensionale Marnigfaltigkeiten anwenden lassen diirften. 

“) R 2, Satz 6. 
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universellen Uberlagerungsflache B von B isometrisch ist, enthielte auch B 
und mithin auch B ein Haufungselement. Da A einerseits somit kein Hau- 
fungselement enthalt, andererseits geschlossen ist, kann es auf A kein un- 
endliches System miteinander aquivalenter Punkte geben. Wir kénnen daher 
die Voraussetzungen iiber A folgendermaBen modifizieren: 1. Jedes System 
miteinander aquivalenter Punkte auf A besteht aus endlich vielen Punkten: 
2. A gehért zur Klasse &,. Die Behauptung bleibt: Jede mit A verwandte 
Flache B gehért zu &,. 


6. Die universellen Uberlagerungsflichen A und B sind, wie wir in 
Nr. 4 sahen, auf Grund des Satzes F” miteinander isometrisch; wir diirfen 
sie daher durch eine einzige differentialgeometrische Flache U realisieren. 
Die Decktransformationen **) von U in sich, die A erzeugen, sind, wie sich 
aus der Definition der Metrik von A (vgl. Nr. 4) ergibt, isometrische Trans- 
formationen; sie bilden eine Gruppe G4. Zwei Punkte z, y von U liegen 
dann und nur dann iiber demselben Punkt von A, wenn es eine zu G, 
gehérige Transformation gibt, die x in y iiberfiihrt; zwei solche Punkte 
nennen wir einander kongruent modG,. Ebenso bilden die B erzeugenden 
Decktransformationen von U eine Gruppe Gg von Isometrien, und zwei 
Punkte von U liegen dann und nur dann iiber demselben Punkt von B, 
wenn sie einander kongruent mod Gz sind. SchlieBlich betrachten wir noch 
die Gruppe Go = G4-Gzg, dh. den Durchschnitt von G4 und Gg; durch 
die Bestimmung, daB je zwei Punkte von U, die mod Gg einander kon- 
gruent sind, einen einzigen Punkt darstellen sollen, erzeugt sie eine Flache C, 
die, da Go Untergruppe von G, und von Gz, ist, unverzweigte Uber- 
lagerungsfliche sowohl von A wie von B ist. 

Ist S irgendein System miteinander aquivalenter Punkte auf U, und 
teilen wir S in Kongruenzklassen mod G, ein, so entspricht jeder dieser 
Klassen ein Punkt auf A, und verschiedenen Klassen entsprechen ver- 
schiedene Punkte. Diese Punkte sind, da die Beziehung zwischen U und A 
im Kleinen isometrisch ist, ebenfalls einander aquivalent; ihre Anzahl ist 
daher auf Grund der am Schlu8 von Nr. 5 ausgesprochenen Voraussetzung 1 
endlich. Folglich ist auch die Anzahl der Klassen, in die S mod G, zerfillt, 
endlich. 

Wir wahlen als § speziell eine vollstandige Kongruenzklasse mod Gz, 
d.h. wir nehmen einen Punkt z von U und verstehen unter S = G,(z) 
die Gesamtheit aller Punkte von U, die mod Gg mit x kongruent sind, 


1%) Auf Uberlagerungsflachen und Decktransformationen beziigliche Literatur: 
H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Filache (Leipzig und Berlin 1913), § 9; B. von 
Kerékjaérté, Vorlesungen iiber Topologie (Berlin 1923), 8. 158 ff. und S. 178 ff.; H. Hopf, 
Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, 2. Teil, Math. Annalen 102 
(1929), § 1. 
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die also itiber demselben Punkt — von B liegen wie x. Neben der Ein- 
teilung von G,(z) in Klassen mod G, betrachten wir noch die Einteilung 
derselben Menge Gg(z) in Klassen mod Go; dann ist zunichst klar, daB 
zwei Punkte, die kongruent mod G, sind, auch kongruent mod G, sind, 
da Gc ja Untergruppe von G, ist; wir behaupten aber, daB bei geeigneter 
Wahl von z auch das Umgekehrte richtig ist, daB also zwei Punkte von 
Gz(x), die mod G, kongruent sind, auch mod Gg kongruent sind, daB 
also, wenn wir nur x geeignet wihlen, die Klasseneinteilungen von G(x) 
mod G, und mod Ge miteinander identisch sind. 

Die Forderung, die wir an z stellen, lautet: x soll bei keiner Trans- 
formation g, die der von G4 und Gz, erzeugten Gruppe angehort, die sich 
also aus endlich vielen Transformationen von G4, und Gz, zusammensetzen 
laBt, Fixpunkt sein, natiirlich auBer bei der Identitaét. Diese Forderung 
laBt sich erfiillen: erstens ist jede derartige Transformation g eine Iso- 
metrie, und die Menge der Fixpunkte bei einer von der Identitat ver- 
schiedenen Isometrie ist auf U nirgends dicht; denn falls die Isometrie 
die Orientierung erhalt, ist sie in der Umgebung eines Fixpunktes einer 
Drehung homéomorph, so da8 der Fixpunkt isoliert ist, und falls sie die 
Orientierung umkehrt, ist sie in der Umgebung eines Fixpunktes einer 
Spiegelung homéomorph, so daB die Fixpunkte auf einer (geoditischen) 
Linie liegen; beide Tatsachen ergeben sich unmittelbar bei Betrachtung 
des von dem Fixpunkt ausgehenden geoditischen Biischels. Zweitens be- 
steht die von G, und Gz erzeugte Gruppe ebenso wie G, und Gz selbst 
nur aus abzahibar vielen Transformationen. Da aber die Vereinigung ab- 
zahlbar vieler nirgends dichter Mengen nicht mit ganz U identisch sein 
kann, gibt es gewiB Punkte x, die die oben ausgesprochene Forderung erfiillen. 

Fiir die zu einem solchen x gehérige Menge Gg(x) wollen wir also 
zeigen, daB zwei Punkte y,zC Gg(x), die kongruent mod G, sind, auch 
kongruent mod Gp sind. In der Tat: Es ist y—gp,(xz), z=hg(x) mit 
9p, he CG, und z=—gya(y) mit g4C Gy, also r=—hy’gage(x); daraus 
folgt auf Grund der iiber x gemachten Voraussetzung, daB hg*gagz die 
Identitét, daB also g,4=—hggz' CG», mithin g,C G4-Gg—Go ist; das 
bedeutet: y = z mod Gg. 

Somit fallt die Einteilung von G s(x) in Klassen mod Gg mit der 
Einteilung in Klassen mod G4 zusammen und liefert daher, wie wir oben 
sahen, nur endlich viele Klassen. Die Klassen, in die Gg(2z) mod Go zer- 
fallt, sind aber eineindeutig den Punkten von ( zugeordnet, die iiber dem 
Punkt & von B liegen, der von dem System G,(zx) iiberlagert wird. Damit 
ist gezeigt, daB die unverzweigte Uberlagerungsfliche C iiber B nur end- 
lich viele Blatter besitzt. Da C auch unverzweigte Uberlagerungsfliche 
von A ist, ist die am Schlu8 von Nr. 5 formulierte Behauptung nunmehr 
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auf den folgenden rein topologischen Hilfssatz zuriickgefiihrt, in dem von 
differentialgeometrischer Verwandtschaft nicht mehr die Rede ist: 

Voraussetzung: 1. Die Fliachen A und B besitzen eine gemeinsame 
(unverzweigte) Uberlagerungsfliche C; 2. C hat nur endlich viele Blatter 
iiber B; 3. A gehért zur Klasse &,. 

Behauptung: B gehért zu &,. 

7. Fiir den Beweis dieses Hilfssatzes stellen wir zunichst fest: Jede 
unverzweigte Uberlagerungsfliche C einer zu 8, gehérigen Flaiche A gehort 
selbst zu &,. Dies bestatigt man, indem man die fiinf Flachentypen von &, 
in bekannter Weise durch Gruppen von Isometrien (Translationen und 
Paddelbewegungen) der euklidischen Ebene erzeugt**) und feststellt, daB 
die Untergruppen dieser Gruppen, die ja die Uberlagerungsflachen erzeugen, 
selbst wieder nur zu Flachen derselben fiinf Typen fiihren'*). Da somit C 
zu &, gehért, haben wir zu zeigen: Jede Flache B, die eine endlich-blatterige, 
zu &, gehérige unverzweigte Uberlagerungsfliche C besitzt, gehért selbst zu %,. 

Diese Behauptung werden wir dadurch beweisen, daB wir die fiinf 
Méglichkeiten, die fiir den Typus von C bestehen, der Reihe nach durchgehen. 

a) C ist der Ebene homéomorph. Dann ist die Flache C infolge ihres 
einfachen Zusammenhanges die universelle Uberlagerungsflache von B, und 
die B erzeugende Gruppe Gp, der Decktransformationen von C =U in 
sich ist endlich, Nun gibt es aber keine fixpunktfreie topologische Trans- 
formation der Ebene in sich von endlicher Ordnung; denn jede topologische 
Abbildung der Ebene auf sich Jat sich durch Hinzufiigung des unendlich 
fernen Punktes zu einer, den unendlich fernen Punkt fest lassenden, topo- 
logischen Transformation der Kugel erweitern, und jede topologische Trans- 
formation endlicher Ordnung der Kugel in sich hat endweder keinen Fix- 
punkt oder zwei Fixpunkte**). Folglich besteht Gz nur aus der Identitat, 
d.h. B ist der Ebene homéomorph. 

b) C ist dem Zylinder homéomorph. Wir machen zunichst die spezielle 
Voraussetzung, daB C regulire Uberlagerungsfliche von B, d. h. daB Go 
invariante Untergruppe von Gz, ist. Diese Voraussetzung bedeutet**), daB 





18) Man vgl. z. B. die unter *) zitierte Arbeit von Hopf, 8. 319. 

**) Uberdies ist fiir jede der Klassen &,, %,, R_, wenn wir auf ihre Definition 
durch das Vorzeichen der Kriimmung der in ihnen enthaltenen Raumformen zuriick- 
gehen, klar, daB sie mit einer Fliche B auch stets alle Uberlagerungsflichen von B 
enthalt. 

15) B. von Kerékjaérté, Uber die periodischen Transformationen der Kreisscheibe 
und der Kugelflache, Math. Annalen 80 (1919); W. Scherrer, Zur Theorie der endlichen 
Gruppen topologischer Abbildungen von geschlossenen Flachen in sich, Comment. 
Math. Helvet. 1 (1929). 

16) Weyl, a.a.O. 8.50; von Kerékjarté, a.a.O. (wie unter **)), S. 162 und 
8. 178, 179. 
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es eine — mit der Faktorgruppe Gg:Gg isomorphe — Gruppe H topo- 
logischer Transformationen von C in sich gibt, die B durch die Bestimmung 
erzeugt, daB Punkte von C, die mod H kongruent sind, einen Punkt von B 
darstellen; die Ordnung dieser Gruppe ist gleich der Anzahl der Blatter 
von C iiber B, also endlich. Nun kann man den Zylinder C durch Hin- 
zufiigung zweier unendlich ferner Punkte zu einer Kugel abschlieBen, und 
jede zu H gehérige Transformation wird dadurch zu einer topologischen 
Abbildung der Kugel auf sich erweitert, die dieses Punktepaar in sich 
iiberfiihrt, im iibrigen aber keinen Fixpunkt hat. Eine endliche Gruppe 
solcher Transformationen der Kugel ist aber einer, von einer Drehung oder 
Drehspiegelung erzeugten, zyklischen Gruppe homéomorph, wobei den End- 
punkten der Achse das fest bleibende Punktepaar entspricht**). Hieraus ist 
ersichtlich, daB eine solche Gruppe, wenn man die beiden hinzugefiigten 
Punkte wieder weglaBt, eine Flaiche B erzeugt, die entweder dem (gew6ohn- 
lichen) Zylinder oder dem nicht-orientierbaren Zylinder homéomorph ist. 

Wir setzen jetzt nicht mehr voraus, daB Gg invariante Untergruppe 
von Gz ist. Der Index der Untergruppe Go in Gz ist gleich der Blatter- 
zahl von C iiber B, also endlich. Ist g irgendein Element von Gz, so ist 
daher eine gewisse Potenz von g in Gg enthalten, also, da Ge als Funda- 
mentalgruppe der Zylinderflache C die von einem Element c erzeugte freie 
Gruppe ist, gleich einer gewissen Potenz von c; mit dieser Potenz von c 
ist g vertauschbar; alle Elemente der durch g bestimmten Nebenkl!asse, 
d.h. alle Elemente der Form gc" mit beliebigem n, sind mit derselben 
Potenz von c sowie deren Potenzen vertauschbar. Da es nur endlich viele 
Nebenklassen gibt, gibt es daher eine Potenz c*, die mit allen Elementen 
von Gg vertauschbar ist; dann ist die von c* erzeugte Gruppe Go: inva- 
riante Untergruppe von G,. Als Untergruppe von Gc mit endlichem 
Index k erzeugt G, eine endlich-blatterige Uberlagerungsfliche C’ von C, 
die, da C dem Zylinder homéomorph ist, selbst dem Zylinder homéomorph ist. 
Ge hat in Ge, also auch in Gg endlichen Index; d. h. C’ ist eine regulare 
Uberlagerungsfliche mit endlich vielen Blattern iiber B. Damit sind wir auf 
die oben behandelte spezielle Voraussetzung zuriickgekommen und haben 
bewiesen: Wenn C dem Zylinder homéomorph ist, so ist B dem gewohn- 
lichen oder dem nicht-orientierbaren Zylinder homéomorph. 

c) C ist dem nicht-orientierbaren Zylinder homéomorph. Dann besitzt C 
eine zweiblatterige Uberlagerungsfliche C,, die dem gewdhnlichen Zylinder 
homéomorph ist, und auch C, ist eine endlich-blitterige Uberlagerungs- 
fliche von B. Dann folgt nach b): B ist dem gewohnlichen oder dem 
nicht-orientierbaren Zylinder homéomorph. 

d) C ist einer der beiden geschlossenen Flachen der Klasse §,, also 
der orientierbaren oder nicht-orientierbaren Ringflache, homdomorph. Dann 
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ist auch B geschlossen. Wenn n die Anzahl der Blatter ist, und wenn 
wir unter 7(B) und z(C) die Eulerschen Charakteristiken von B bzw. C 
verstehen, so ist 7(C)=—n-7(B). Da fiir die beiden Ringflichen die 
Charakteristik 7(C) =0 ist, ist daher auch 7(B) 0, und da die beiden 
Ringflachen die einzigen geschlossenen Flachen mit der Charakteristik 0 sind, 
ist gezeigt: B ist einer der beiden Ringflachen homéomorph. 

Damit ist alles bewiesen. 


8. Zum SchluB stellen wir noch eine Eigenschaft des Verwandtschafts- 
begriffes fest, die zwar nicht fiir die vorstehenden Beweise, aber an sich 
wichtig ist, namlich die Transttivitdt: Wenn A, mit A,, A, mit A, ver- 
wandt ist, so ist auch A, mit A, verwandt. Denn auf Grund des Satzes F” 
ist, wenn wir unter A oe A, die universellen Uberlagerungsflichen von 
A,, A,, A, verstehen, A, mit A, und A, mit A, isometrisch, und wegen 
der Transitivitat des Isometriebegriffes sind daher A, und A, miteinander 
isometrisch; folglich gibt es zu jedem Punkt 2, von A, wenigstens einen 
Punkt z, von A, so, da8 die Umgebungen von 2, und 2, durch Vermitt- 
lung der Uberlagerungsflichen isometrisch aufeinander abgebildet sind; also 
sind A, und A, verwandt. 

Infolge seiner Transitivitét bewirkt der Verwandtschaftsbegriff eine 
Einteilung aller Flichen in zueinander fremde ,,Familien“: 

Durch die Festsetzung, daB zwei Flachen dann und nur dann der- 
selben Familie angehéren, wenn sie miteinander verwandt sind, wird die 
Gesamtheit aller Flachen in zueinander fremde Familien eingeteilt. 

Der von uns wiederholt benutzte Zusammenhang zwischen Flache und 
Uberlagerungsflache sowie der Satz F” lassen sich dann so aussprechen: 

Jede Familie enthdlt eine, und bis auf tsometrische Flachen nur eine, 
einfach zusammenhdngende Flache; sie ist die universelle Uberlagerungs- 
flache aller Mitglieder der Familie*’), 
und der Satz F lautet jetzt: 

Die Gesamtheit der in einer Familie vertretenen topologischen Typen 
ist stets in einer der Klassen &,, %,, R_ enthalten. 





17) Wir weisen auf die Ahnlichkeit dieses Satzes sowie unserer ganzen Frage- 
stellung und Begriffsbildung mit den Untersuchungen von 0. Schreier tiber kontinuier- 
liche Gruppen im GroBen hin: Abstrakte kontinuierliche Gruppen (besonders Theorem IT), 
sowie: Die Verwandtschaft stetiger Gruppen im GroBen, Hamburger Abh. 4 (1925), 
5 (1927). 


(Eingegangen am 24. 11. 1931.) 
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1. In der vorliegenden Arbeit wird der bereits friiher*) ausgesprochene 
Satz bewiesen, daf alle Schnittpunktsdtze des allgemeinen Fiinfecksnetzes 
aus dem D,*) und der Existenz einer bestimmten Pascalschen Konfigura- 
tion folgen. Diese Untersuchung bildet eine Fortsetzung des in den friiheren 
Arbeiten behandelten Problems: es handelt sich um die Aufgabe, alle Schnitt- 
punktsatze eines bestimmten Ranges in einfacher Weise dadurch zu charak- 
terisieren, daB man zeigt, daB sie alle aus einem (méglichst einfachen) 
Schnittpunktsatz dieses Ranges folgen. So folgen alle S, (d. h. Schnitt- 
punktsitze vom Rang 8) aus dem D,*), alle S, aus dem D, allein auf 








*) Moufang, Die Schnittpunktsitze des speziellen Fiinfecksnetzes in ihrer Ab- 
hangigkeit voneinander (Das A-Netz), Math. Annalen 106 (1932), S. 755—795. 

*) Wir bezeichnen wie friiher mit D, den speziellen Desarguesschen Satz vom 
Rang 9, bei dem zwei Ecken des einen Dreiecks auf Seiten des anderen Dreiecks 
liegen. Der D, ist ein spezieller Vierseitssatz. Entsprechend bezeichnen wir mit D, 
den speziellen Desarguesschen Satz vom Rang 8, bei dem alle drei Ecken des einen 
Dreiecks auf den Seiten des andern Dreiecks liegen. 

*) Moufang, Zur Struktur der projektiven Geometrie der Ebene, Math. Annalen 105 
(1931), 8S. 536. 
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Grund der ebenen projektiven Axiome der Verkniipfung und Anordnung. Die 
sich jetzt anschlieBende Frage: gibt es einen (méglichst einfachen) S,,, aus dem 
alle S,, folgen, ist durch die Untersuchungen Hilberts (,,Grundlagen der Geo- 
metrie“) bereits beantwortet: aus dem allgemeinen Pascalschen Satz fiir das 
Geradenpaar (P,,), dem einfachsten S,,, folgen alle ebenen Schnittpunktsiatze, 
also auch alle S,,. Es liegt nahe, zu fragen: ist es ndétig, zu den ebenen pro- 
jektiven Axiomen gleich das starkste Hilfsmittel der ebenen Geometrie hinzu- 
zunehmen, um alle S,, herzuleiten, oder lassen sich die dazu erforderlichen 
Hilfsmittel reduzieren? Einen Schnittpunktsatz unterhalb des Pascalschen 
Satzes (d. h. einen aus dem Pascalschen Satz folgenden, aber den Pascalschen 
Satz nicht zur Folge habenden Schnittpunktsatz) vom Rang 10 (oder auch von 
héherem Rang) zu finden, der das ganze projektive Netz mit 10 Parametern 
beherrscht, ist nicht gelungen. Aber es zeigt sich, daB die Forderung, die man 
stellen mu8, um mit der Hilbertschen SchluBweise das gewiinschte Resultat 
abzuleiten, namlich die, daB der P,, in der ganzen Ebene unbeschrankt ange- 
wandt werden darf, durch zwei geringere Forderungen ersetzt werden kann: es 
geniigt, in der ganzen Ebene die Giiltigkeit des D, und an einer bestimmten 
Stelle der Ebene die Existenz einer Pascalschen Konfiguration zu postulieren. 
Damit erfaihrt zugleich die bisherige Fragestellung eine natiirliche Erweite- 
rung: bis jetzt wurde gefragt: was folgt aus den ebenen projektiven Axiomen 
— also aus einem freien projektiven m-Ecksnetz — zusammen mit einem 
konstruierbaren nicht-trivialen Schnittpunktsatz S? Jetzt wird gefragt: was 
folgt aus den genannten Voraussetzungen, wenn man auBerdem noch die 
einmalige Anwendung eines aus S nicht folgenden Schnittpunktsatzes S’ 
zulaBt, oder kiirzer: was folgt aus einem freien, durch projektive Verkniipfung 
aus einer konditionalen Grundfigur hervorgegangenen Netz zusammen mit 
dem Schnittpunktsatz S? Man kann allgemein fragen: was folgt aus der 
unbeschrankten Anwendung von S und der beschrinkten (etwa k-maligen) 
Anwendung von S’? 

2. Der Beweis fiir unsere oben ausgesprochene Behauptung erfolgt — 
entsprechend wie friiher — durch eine geeignete Algebraisierung des Netzes: 
die fiinf Grundpunkte des Netzes seien 1, 2, 3, 4,5, 4 ' 
von denen keine drei in einer Geraden liegen, ferner soll “\ 
nicht der fiinfte Punkt auf einer Geraden des Netzes a 
aus den iibrigen vier Punkten gelegen sein, da in diesem ; 4 
Falle das Fiinfecksnetz auf ein A-Netz fihrt. Der ” od we 
Schnitt von [25] mit [34] und von [15] mit [34] liefere si 
die Punkte 5’ und 5” (Fig. 1). Dann gehért nach Voraussetzung weder 5’ 
noch 5” zu dem Netz aus 1, 2, 3, 4. Den Fall, daB 5 (also auch 5”) in 
dem aus 1, 2, 3, 4, 5’ konstruierten Netz enthalten ist, schlieBen wir aus, 
da dann die Behandlung des Netzes aus 1, 2, 3, 4, 5 wieder zuriickgefiihrt 
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ist auf die Behandlung des 9-parametrigen Netzes 1, 2, 3, 4,5’. Sei also 5 
— und damit auch 5” — nicht im Netz aus 1, 2, 3, 4, 5’ enthalten. Wir 
betrachten jetzt statt des Netzes aus 1, 2, 3, 4,5 das Netz mit den Grund- 
punkten 1, 2, 3, 4, 5’,5”, die wir in Zukunft mit Y,, £, O, X,, X,, X, 
bezeichnen. Alle Punkte dieses Netzes sind zugleich Punkte des Fiinfecks- 
netzes und umgekehrt. Wir konstruieren jetzt auf der Geraden [O X, } 
durch projektive Verkniipfung aus den genannten sechs Grundpunkten neue 
Netzpunkte, zwischen denen wir wie bei Hilbert 
geometrische Verkniipfungen definieren (in der Ar- 
beit tiber das A-Netz sind diese Verkniipfungen 
mit €), ?, +, + bezeichnet, entsprechend der Opera- 
tion der Multiplikation, Division, Addition und Sub- 
traktion ). Die Pascalsche Konfiguration, die wir for- 
Fig. 2 dern, ist folgende (Fig. 2): Sei X= ({O X,] [Y, E)), 

Y =((OY,)(X,2)), [X Y]=g, die wir der Ein- 

fachheit halber im folgenden als die unendlich ferne Gerade der Zeichen- 
ebene annehmen (schneiden sich zwei Geraden & und / auf g, so schreiben 
wir kurz: k ||); ferner sei (X, Y,] ||(X, Y,] || [X,¥,], [Y, X,] ||[¥, X.], dann 
soll sein [Y, X,]||[¥,X,], dh. die Punkte Y, X, Y, X,Y, X, sollen ein 
Pascalsches Sechseck bilden (Fig.2). Diese Forderung besagt: es soll gelten 


X,@O4, = XO &,. 


Wir schreiben dafiir kiirzer ab = ba. Entsprechend schreiben wir in Zukunft 





allgemein statt X, + X, s + ¢, statt X,! X, st~* resp. 7 sofern ts = st ist. 


Wir behaupten: so wie sich auf der Geraden mit Hilfe des D, der 
Koérper R der rationalen Zahlen, mit Hilfe des D, der Kérper R(a) eines 
Parameters realisieren laBt, laft sich mit Hilfe des D, und der Pascal- 
schen Konjiguration ab=ba auf der Geraden [OX] der kommutative 
Koérper zweier Parameter a,b realisieren, d.h. auf Grund der genannten 
Voraussetzungen lassen sich fiir die geometrisch definierten Verkniipfungen 
zwischen den Netzpunkten auf [O X,], denen man in geeigneter Weise, 
ihrer Erzeugung entsprechend, rationale Ausdriicke in a und b zuordnet, 
alle Rechenregeln beweisen, die den gewohnlichen Rechenregeln fiir rationale 
Funktionen von zwei Parametern mit rationalen Koeffizienten entsprechen. 
Um diesen Satz zu beweisen, werden wir wesentlich Gebrauch machen von 
dem in der Arbeit iiber das A-Netz abgeleiteten Resultat hinsichtlich der 
Algebraisierung der Ebene, die der D, allein zusammen mit den ebenen 
projektiven Axiomen vermittelt. 


Wir fiihren das Resultat dieser Untersuchungen mit Riicksicht auf 
das Folgende hier noch einmal an: 








all; 
un 


di 


sc 
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a) Aus dem D, folgen fiir unsere geometrischen Verkniipfungen alle 
allgemeinen Rechenregeln mit Ausnahme des allgemeinen kommutativen 
und assoziativen Gesetzes der Multiplikation. In speziellen Fallen sind auch 
diese beiden Gesetze erfiillt: es gilt fiir beliebiges a und rationales r 


X,@xX, = XG X,, 


ra=>e«fr 


wofiir wir kiirzer 


schreiben, ferner fiir beliebiges « und # 
r(ap)=(ra)B, 
«~*(aB) = (Bu)a-* =p, 


wobei «~* dem Punkt X,! X, zugeordnet ist. 
Aus der letzten Relation folgt insbesondere 
(afp)-* =p -*a™*. 

b) Aus dem D, folgen saémtliche Rechenregeln fiir die Verkniipfungen 
zwischen denjenigen Punkten einer Geraden, denen, ihrer Erzeugung ent- 
sprechend, die rationalen Funktionen eines Parameters a zugeordnet sind. 
Diese Punkte gehéren demjenigen Gebilde an, das aus dem Ensemble zweier 
(zueinander speziell gelegener) Mébiusscher Netze mit drei gemeinsamen 
Grundpunkten besteht (spezielles Fiinfecksnetz); wir haben dies Gebilde kurz 
als das A-Netz bezeichnet. Das jetzt zu untersuchende Gebilde besteht aus 
dem Ensemble zweier (zueinander speziell gelegener) A-Netze (resp. eines 
A-Netzes und eines ebensolchen Netzes, dessen Parameter mit b bezeichnet 
ist (B-Netz)) mit vier gemeinsamen Grundpunkten. Die Frage ist: welche 
weiteren Rechenregeln, d. h. Schnittpunktsitze dieses Ensembles folgen aus 
dem D,, wenn die beiden speziellen Fiinfecksnetze gemaB der Relation 
ab = ba miteinander verkettet sind? 


c) Nach Einfiihrung eines ebenen Koordinatensystems geniigen auf 
Grund des D, die Koordinaten x, y aller Punkte, die auf einer Geraden 
liegen — und nur dieser Punkte — einer linearen Gleichung der Form 
ax+y—f=0 resp. x—f=0, umgekehrt stellt jede solche Gleichung 
eine Gerade dar. 

Dieser Satz gilt fiir beliebige Punkte der Ebene. Zur Algebraisierung 
des (A, B)-Netzes ist es also nur noch nétig, einen geeigneten Zahlkérper, 
in dem alle Rechenregeln gelten, geometrisch zu realisieren auf Grund der 
ebenen projektiven Axiome, des D, und der Relation ba = ab. Der schritt- 
weisen Erzeugung dieses mit dem Kérper R(a, b) identischen Zahlkorpers 
sind die §§ 1,2 gewidmet. In §1 werden wir weitgehend vom Prinzip 
der vollstandigen Induktion Gebrauch machen. 
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§ 1. 
Das assoziative und kommutative Gesetz der Multiplikation fiir 
Potenzprodukte in a und b. 


1. Wir beweisen jetzt: auf Grund des D, und der Relation ab = ba 
laBt sich jedes Produkt aus n Faktoren (n >2) a® resp. b° (a, 6 ganz- 
zahlig), versehen mit irgend n —2 Klammern gemiS dem assoziativen 
Aufbau eines Produktes*), stets auf die Form a"b™ (n,m ganz) bringen, 
wobei a” mit 6” vertauschbar ist. 

Zu diesem Nachweis gebrauchen wir auBer wesentlicher Benutzung 
der vollstandigen Induktion einige in der Arbeit iiber das A-Netz in § 1 
bewiesene speziellen Desarguesschen Sitze, die aus dem D, folgen. Wir 
stellen diese Satze hier noch einmal ohne Beweis zusammen: 


a 
pee 


1 

















Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5. 


Satz I. (Fig. 3.) Zwei perspektive Dreiecke 1 23 und 1’ 2’ 3’, die 
so gelegen sind, daB [2’ 4], wobei 4 = [23]{11'] ist, durch ({13] [1'3’]) 
hindurchgeht, liegen axial und umgekehrt. (In der zitierten Arbeit als 
Satz 6 bezeichnet, § 1, 5.) 

Satz II. (Fig. 4.) Gehen in den Vierecken 1245 und 1’ 2’ 4’ 5’ 
die Seiten [12], [45], [1'2’], [4’5’] durch einen Punkt P, so liegt der 
Schnittpunkt von [24] mit [2’4’] auf der Geraden, die P mit dem Schnitt- 
punkt von {15] und [1'5’] verbindet. (In der zitierten Arbeit in etwas 
anderer Form als Satz 7 bezeichnet, § 1, 6.) 

Satz III. (Fig. 5.) Zwei perspektive Dreiecke 1 2 3 und 1’ 2’ 3’, von 
denen das eine eine Seite durch eine Ecke des andern schickt, liegen axial 
und umgekehrt. (In der zitierten Arbeit als Satz 3 bezeichnet, § 1, 2.) 
In den Figuren 3 bis 5 ist die Perspektivititsachse als die unendlich ferne 
Gerade der Zeichenebene angenommen. 


*) Man beweist leicht mit Hilfe vollstandiger Induktion, daB jedes Produkt aus 
n Faktoren (n >3), innerhalb dessen in jedem Aggregat aus drei Faktoren zwei 
von diesen Faktoren durch eine Klammer von dem dritten getrennt sind, insgesamt 
n — 2 Klammern enthalt, unabhangig von der speziellen Zusammenfassung der Faktoren. 
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Wir werden in den folgenden Beweisen die Benutzung der Relation 
ab = da méglichst lange unterdriicken, um die Bedeutung des D, klarer 
hervortreten zu lassen, selbst um den Preis, daB die Beweise dadurch 
einiges an Kiirze verlieren. 





Pp |e 
aba? b 
Fig. 7. 








S 





2. Der Beweis der zu Anfang von 1. ausgesprochenen Behauptung 
erfolgt schrittweise. Wir beweisen zuniachst die Beziehung: 
(1) b"(ab) =(b"a)b (m ganz). 

«) Der Beweis von (1) fiir » = 1 lauft so: man hat zu zeigen, daB 
in Fig. 6, in der nach 
der Definition des Pro- 
duktes [PQ’] || [R 8’, 
[PR’} | [Q8") || [R7), 
[QQ’]||[SS8’] ist, auch 
[QR’]||[S 7} ist. Nach 
Satz I fiir die Dreiecke 
PQ’N und RS'N’, wo- 
bei N= ([PR'}[(QQ’)), 
N’=(({RT)][S8’]}) ist, 
liegen O, N, N’ in einer 
Geraden, also liegen nach 
demselben Satz die Drei- 
ecke QR’ N und STN’ 
axial, d.h. (Q R’}|| [8 7’}. 

Ohne Schwierigkeit 
zeigt man auch b~*(ab) Fig. 8. 
= (b~*a) b. 

B) Die entsprechende Relation b(ba)=(bb)a=b*a, dh. daB in 
Fig. 7, in der [R R’}\|[SS’] und [PR’]||(RT)}|!(QS']||(SV] ist, auch 
[PT}||[QU] ist, folgt aus Satz II fiir die Vierecke PR R’T und QSS'U. 
Durch vollstaéndige Induktion folgt hieraus 
(1) b"(ba) = (b"b)a=b"**a. 


Mathematische Annaien. 107. 9 
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(Es geniigt hier und im folgenden, die Beweise fiir positive Exponenten durch- 
zufiihren, da im wesentlichen immer wieder dieselben Schliisse auftreten.) Sei 
b"~*(ba) = b"a, also in Fig. 8 [PZ]\|(QH], [RE]||\(QF]; man ziehe 
[RG@]||(QH], dann ist G offenbar b"(ba) zugeordnet; es ist zu zeigen 
[PG] || (Q K], wobei wegen der Vertauschbarkeit der Geraden [O X ] und (OY | 
bei der Operation der Multiplikation [S K]||[QH], also ||[PZ]||[R@); 
da endlich auch [QF}||[SH] ||[ RZ] ist, so folgt nach Satz II fiir die 
Vierecke PREG und QSHK, daB [PG]||(QK] ist, dh. es ist 
b"(ba) = b"**a, ged. 

y) Jetzt folgt (1) durch einen Induktionschlu8: Sei fiir festes n 
\) b"(ab) =(b"a)b; man ersetze hierin a durch 
ba (fiir negative Exponenten ersetze man ent- 
sprechend a durch b~*a): 


b"{(ba) b} = {b"(ba)}b=(b"**a)b wegen (1’), 
\ andrerseits b"{(ba)b} = b"{b(ab)} wegen « 
= b"**(ab) wegen (1’), 








! \\ } \ 

Ny Wo ah (b"*4a)b = b"*4(ab), ged. 
° 34 3 8) SchlieBlich ist auch 

Fig. 9. (1") (ab)b"=ab"** fiir jedes ganze n. 


Zunichst ist (ab)b=ab*, dh. in Fig. 9, in der [QQ’]||[S8’], 

[Q'S] ||[S’0], 

(Q R’)||[SV'), 
[QP’}||[SR’] ist, ist 
auch [Q P’]||[UV’): 
nach Satz III fiir die 
Dreiecke QQ’N und 
SS’ N’ liegen O, N, N’ 
in einer Geraden, also 
liegen nach demselben 
Satz die Dreiecke S R’ N 
und UV'N’ axial, dh. 
[SR’}||[UV'], qed. 
ad = 7 Sei bewiesen: 

(ab)b"-*=ab"; 
in Fig. 10 sei also 
(QP’]||(SR’}|\(HE’}, (QR')\\[LB'}. Ist (LL')|\(HH’), (L'H)|\(H' K), 
[L B’}||[ HF’), so ist zu zeigen: [K F’}||[Q P’] oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: [K F’]|\[HZ’]. Das folgt durch denselben Schlu8 wie im letzten 





Fig. 10. 
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Beweis, wenn man statt der Vierecke QSQ’R’ und SUS’V’ in Fig. 9 
die Vierecke LHL’ E’ und HKH' F’ in Fig. 10 betrachtet, d. h. es ist 
(ab)b" =ab"**, ged. 

3. «) Jetzt folgt fiir jedes ganze n, m 
(2) b"(ab™) = (b"a)b”. 
Sei die Gleichung bewiesen fiir jedes ganze n und bis zu einem festen m; 
fiir m= 1 ist diese Annahme wegen (1) richtig. Man ersetze a durch ab, 
dann kommt: 


b"{(ab)b™} = b"(ab™**) wegen (1”). 
Andrerseits ist nach Voraussetzung 
b"{(ab)b™} = {b"(ab)} b™ = {(b" a) b} b”™ nach (1) 
=(b"a)b"** nach 1”, wenn man darin b"a statt a setzt. 

Also ist auch b"(ab"**) = (b"a)b"**, damit gilt (2) fiir jedes ganze m. 

8) Entsprechend beweist man 
2’) b"(b™ a) = (b"b")a=b"*"a. 
Sei (2’) richtig fiir jedes ganze n und festes m, eine Annahme, die fiir 
m = 1 wegen (1’) erfiillt ist. Man ersetze a durch ba: 

b"{b™(ba)} = b"{b™**a}; 
ferner ist nach Voraussetzung 
b"{b"(ba)} = b"*™"(ba) = b"*"** a wegen (1'). 

Damit ist (2’) allgemein bewiesen. 

y) Endlich ist auch 
(2”) (ab™)b" =a(b™b") =ab"*". 
Sei die Gleichung richtig fiir jedes ganze n und festes m, was fiir m= 1 
nach (1”) der Fall ist. Ersetzt man dann a durch ab, so kommt 

{(ab)b™}b" =(ab™**)b" nach (1”); 
andrerseits ist nach Voraussetzung 
{(ab)b™}b" =(ab)b"*" =ab™*"** nach (1"), ged. 
4. Bis jetzt haben wir nirgends von der Beziehung ab = ba Gebrauch 


gemacht; nimmt man jetzt diese Relation zu den bisherigen Resultaten 
hinzu, so folgt 


(3) a” b™ = 5” a". 
«) Zunachst beweist man a” b = ba” mit vollstandiger Induktion; aus 


der Giiltigkeit der Gleichung fiir festes n (fiir n = 1 ist sie erfiillt) folgt. 
durch Linksmultiplikation mit a 


a(a"b) =a"**b wegen (2’), 
g* 














132 R. Moufang. 


nach Voraussetzung, (2) und (2”) ist ferner 
a(a"b) =a(ba") =(ab)a" =(ba)a" =ba"*’, 
womit die behauptete Gleichung fiir jedes ganze n bewiesen ist. 

f) Sei fiir jedes ganze n und festes m a" b”™ =b™a"; wegen « ist 
diese Annahme fiir m =1 richtig. Durch Rechtsmultiplikation mit 5 ergibt 
sich unter Benutzung der Beziehungen (2”), (2) und (2’) 

(a"b™)b=a"b™*?; 
andrerseits 

(a"b")b = (b"a")b = b™(a"b) = b"(ba") = b"** a", ged. 
Damit ist (3) bewiesen. 

5. Wir beherrschen bis jetzt die multiplikative Verkniipfung von irgend 
drei Faktoren des Typus a",b™ (da die Formeln (1) bis (2”) identisch 
in @ gelten, darf man darin a durch 
a* ersetzen, wo k ganzzahlig). Wir 
untersuchen jetzt schrittweise Pro- 
dukte aus vier solchen Faktoren, zu- 
nachst ohne Benutzung von ab = ba. 

«) Die Giiltigkeit der Beziehung 


(ab) (ab) = a{b(ad)}, 
d.h.daB in Fig. 11,inder[QS’]|| [RW], 








yy \s \y \y _ (88')||(2R’}|| (WW), (QR') | [RU’} 
0 4 b&b ab Way) ist, auch [S R’) || (WU’) ist, folgt durch 
Fig. 11. denselben Schlu8 wie in Fig. 6, wenn 


man statt der Vierecke PQQ’ R’, 
RSS'T dort die Vierecke S’R'QS und W’U' RW in Fig. 11 zugrunde 
legt. Durch vollstandige Induktion folgt hieraus 
(4) (ab) (ab") = a{b(ab")}. 
Sei dies bis zu einem festen n richtig. In Fig. 12 ist 

[QA’]||(BO’) || (D#'}|\(EI']; (Q’ B) || [#’@); (QC’) || (£7’). 

Ist dann [Q’B)||(D’ F) (also ||[#'G)), (F H’}||[Q4’) (also ||[D £’)), 
[H’ K}(Q’B) (also ||(B’G)), [KN’]|\(Q.4’] (also ||{G")), 90 ist mu 
zeigen: [HN’}||{QC’] resp. ||[£J’]. 

Beweis. Sei [HU’]||[£V"’]||[D2’] (also auch ||[FH’]); dann liegen 
nach Satz III fiir die Dreiecke D D’M und E E’ M' die Punkte O, M, M’ 
in einer Geraden. Ferner liegen nach Satz I fiir die Dreiecke DD’ M und 
HH’ M” die Punkte O, M, M” in einer Geraden, also liegen O, M, M’, M” 
in einer Geraden. Daher liegen die Dreiecke FE’M und GV’M’ per- 
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spektiv im Sinne von Satz III und die Dreiecke FZ’M und KU’ M” 
perspektiv im Sinne von Satz I, also liegen die beiden Dreieckspaare axial, 
d. h. es ist [FE’]||(@V'] und [PE£’]||[KU'], dh. [KU’]||(@V’]. Nun 
folgt aus Satz II fiir die Vierecke EGV'’J’ und HKU'N’, daB auch 
[EJ’)|\|( HN’) ist, q.e.d. 

Man zeigt ebenso leicht die Beziehung 

(ab)(ab-*) = a{b(ab~*)} resp. (a~*b)(ab) = a~*{b(ab)}, 
woraus durch Induktion die Giiltigkeit von (4) auch fiir negative n folgt. 








Sel 








0 t 4,b A ab" baba”? bfab”*) 


Fig. 12. 


£) So weit sind wir noch ohne die Beziehung ba = ab ausgekommen. 
Die Relation (ab) (ba)=a{b(ba)} beweist man ebenfalls leicht mit 
denselben Hilfsmitteln. Um die Gleichung (4) dahin zu erweitern, daB 
auch der andere Faktor b und die beiden Faktoren a beliebige ganze 
Exponenten tragen, werden wir von ba=ab in starkem Mae Gebrauch 
machen. 

Zunichst folgt aus (4) mit vollstindiger Induktion unter Beniitzung 
von (3) und der Beziehungen (2), (2’), (2”) 


(5) (ab™) (ab") = a{b™(ab")} =a*b”*". 


Die Annahme, da (5) fiir jedes ganze n und festes m giiltig sei, ist 
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wegen (4) fiir m —1 erfiillt. Man ersetze a durch ab: 
{(ab)b™} {(ab) b"} = (ab) {b"[(ab) b"}}, 
die linke Seite ist gleich (a *) (a b"**): die rechte Seite ist 
(ab) {b" (ab) D"}} = (ab) {6"(ab"**)} = (ab) {b"(b"**a)} 
= (ab) {b"*"**a} = (ab) (ab™*"**) =a{b(ab™*"**)} 
—a{b(b"*"**a)} —a{b"**(b"**a)} —a{o"**(ab"**)}, 
also gilt die vorausgesetzte Beziehung auch fiir m +1, also allgemein. 











4 b* a*;o* a*h* atth” b*(atb9 


Fig. 13. 


b*(2*"b") 


y) Mit Hilfe geometrischer Betrachtungen liefert ein weiterer Induk- 
tionsschlu8 aus (5) 
(6) (ab™) (a*b") =a{b"(a*b")} —a***b**™. 
Sei die Gleichung richtig fiir jedes ganze m, n und festes k (fiir k= 1 
stimmt diese Annahme mit (5) iiberein). Wir beweisen sie fiir & +- 1 (Fig. 13), 
In Fig. 13 ist (Q.4’] || (2H’) || (@ J’) || [KN"], (Q’ D] || [B’ @) || (HK); 
QC’) || [ZI], [QQ'] || [2B’] || [HH"]. Behauptung: [HN’] || [QC') 
resp. ||[ZJ’]. Der Beweis lauft ahnlich wie in Fig. 12: Man ziehe 
[HU’]||(£H"], dann liefert Satz III fiir die Dreiecke ZE’M und HH’M’, 
daB O, M, M’ in einer Geraden liegen, also liegen nach demselben Satz die 
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perspektiven Dreiecke G H’M und KU’M’ axial, d.h. es ist [GH’}||[U’ K}. 
Satz II fiir die Vierecke EG H'J' und HKU'N’ liefert jetzt sofort die 
Behauptung. 


6) Um schlieBlich die Giiltigkeit vor 
(7) (a'b™) (a*b") =a'{b"(a*b")$=a't*b"*" (m,n,l,k ganz) 
nachzuweisen, beweisen wir die dasselbe aussagende Gleichung 
(7’) {a'(ab™)} {a" b"} = a'{(ab™) (a”b")}, 
deren linke Seite gleich (a't* 6”) (a” b"), deren rechte Seite wegen y gleich 
a'{a"t* p™t*} = a't"t*5"t" — a't*{5"(a" b")} ist. 








oe 8 = m7 3 : Byagrigen 


Fig. 14. 


Wir beweisen (7’) zunichst fiir? =1. In Fig.14 ist [D F’]||(QA’)||(HK’), 
man zeige, daB [Q F’]||[HZ.K’] ist. Man ziehe [£G@’]||[HK’], das liefert 
in @’ den Punkt a”** b”. Wegen ab” = b”a ist [Q’C]||[A’ D], und wegen 
b™(a"t*b") — b™*" at? = at b"t™ = (ab™) (a b*) ist [Q’C]||[G’ H). 
Daraus folgt nach Satz II fiir die Vierecke QDA’F’ und ZEHQ'K’, 
daB (QF’}||[ZK’], q.ed. 

Sei jetzt (7’) bis zu einem festen/ (> 1) bewiesen; wir schlieBen daraus 
auf die Giiltigkeit fir 1 +1: In Fig. 15 ist [Q.A’] || [KB’]||[MD’]||[NF’], 
[@.B’}||(MF’}, [Q.A”)||[KO’)||[NH’]; Behauptung: (@ 0’) ||[MH’). 

Beweis. Zunichst folgt aus Satz II fiir die Vierecke Q K A’ B’ und 
MND’ F’, daB (A'K]||[D’N] ist, d.h. sieht man [Q’G@]||[4’K], 80 ist 
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der Punkt G mit a*~'b”™ zu bezeichnen wegen 
(a*~'b™)a' = (b"a’*~')a' = b"a=ab", 
und es gilt also 
(a*~'b™) (a'*” b") = (ab™) (a” bb") = a"** b"*" —a*—'{b"(a'*" b")}; 
diese Beziehung gilt nach Voraussetzung auch fiir ]—1, d.h. es ist auch 
(a*~'b™) ie?" out a®*~"{b"(a'*"-* b"} ang’ t*p*t*. 


Jetzt ziehe man [ME’}||(QA”] (also ||{NA’]), dann erhalt der Punkt 2’ 
offenbar die Marke a'*’**5". Ferner ziehe man [2’V]||[D’N] (also 








4 n ye 
- al GP atth® 7 ao"; 2%"= ab" (ab a") antgun 
-a hj; 
Fig. 15. 


\|[A° K]||[Q’@]). Dann erhalt wegen der soeben bewiesenen Relation 
(a*~'b™) (a'*"** 5") = a"**b"*" der Punkt V die Marke a’**b™*". 
Zieht man [A” L)||[Q’G@], so ist [A’ L]||[D’V], denn ist [Q’J]||[A’L], 
so erhilt J die Marke a*~'b”, wegen (a*~'b™)a'’=a*b”, und nach 
dem eben Bewiesenen ist weiterhin (2*~'b™) (a't”b") = a"**b"*™. Nun 
folgt nach Satz II fiir die Vierecke KLA’A” und NVD’E’, dab 
[A” K}||[£’N], mithin ergibt derselbe Satz fiir die Vierecke Q KA” 0’ 
und MNE'H’, da’ [QC’)||[MH’), q.e.d. Damit ist (7) allgemein be- 
wiesen. Es ist jedes Produkt aus drei Faktoren a”, 6" und ebenso jedes 
Produkt aus vier solchen Faktoren darstellbar in der Form a*b' = b‘a*. 














Schnittpunktsitze des Fiinfecksnetzes. 187 


6. Insbesondere folgt hieraus leicht mit Hilfe vollstandiger Induktion 

fiir jedes ganze n 
(ab)"=a"b". 

Allgemein folgt ebenfalls mit Hilfe vollstandiger Induktion die mu 
Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene Behauptung iiber ein beliebiges 
Potenzprodukt in a und b aus n Faktoren: Ist bis zu einem festen n 
ein solches Produkt P, (a,b) in der Form a*b' darstellbar (die Annahme ist 
richtig fiir n = 1, 2, 3, 4), so ergibt die Hinzunahme eines n -+- 1-ten Faktors, 
etwa a”, entweder die Méglichkeit P,(a,b)-a"=(a*b')a"™=a**™b', 
womit man fertig ist, oder als weitere Méglichkeit des assoziativen Aufbaus 
eines Produktes aus n-+-1 Faktoren die Darstellung durch zwei Faktoren 
mit ihrerseits a<n resp. B<m Faktoren des Typus a”b", wobei 
«+f—=—n-+1 und «> 2 ist, so daB alle diese Fille nach Voraussetzung 
zuriickgefiihrt sind auf den Typus (ab) (a"b") =a®**o"**, womit 
man wieder fertig ist. 

Aus der Vertauschbarkeit von irgend zwei Potenzprodukten in a, b 
folgt weiterhin unter Benutzung der aus dem D, folgenden allgemeinen 
distributiven Gesetze und des speziellen assoziativen und kommutativen 
Gesetzes r(af)=(ra)fB, re—ar, wo r rational, « und £ beliebig ist: 


Sr ab. Sr a’ b* — Ee - ab” — Sr a*b*. Sr a‘” b*” 
= ty ky a i, ky — ty ky Prom iy ky 4 ty ky 


(t,, k,, 02, ke, ganz). 
§ 2. 
Die Algebraisierung des allgemeinen Fiinfecksnetzes mit Hilfe des 
Zahikérpers R(a,b). 


1. Die geometrische Erzeugung des Zahlkérpers R(a, 6) ist mit den 
bisherigen Resultaten und den friiher mit Hilfe des D, abgeleiteten all- 
gemeinen Sitzen ohne Schwierigkeit zu Ende zu fiihren. Zuniachst laBt 
sich die allgemeinste Zahl aus R(a,b), namlich ein Ausdruck der Form 


Fg bé 
= Ii . 
=", wo die g, und h,; rationale Funktionen von a sind, stets auf 
> h, b' . ipk 
‘c-w > rT), b 
die Form Z=— 


Zhe a!’ bk’ 
i, kt’, k’: Wir betrachten zunichst Zahler und Nenner fiir sich. Die Sum- 
manden des Zahlers sind von der Form 





bringen mit rationalen r,r’ und ganzen 


k k+1 | t 
7, a°+T%.,a +..-+%;0 : ~— 1 i 
;b'={(r,a* +...) hos. 


rfa'+... 








nt , i+1 
r,a°+) 4,4 +...+7,@ 
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Dieser Ausdruck geht unter Anwendung des distributiven Gesetzes iiber 
in eine Summe von Gliedern der Form 
{r at. coat ho’ ee o =" usw 
7 ria’ + @,_, 2’ *+...+0,,0°-" ‘ — 6 6’ : 
bf i ky -1 
ete: = b'(0,_,@ ~+.--) 
o,_,a° *b wm, 


01-4 


= (o,_,@°°*b- 
Man erhilt also in Zahler und Nenner eine Summe von Gliedern der Form 


, 


1 





nab nab G 
die man durch Erweitern mit einem geeigneten Ausdruck der Form 


(wenn man der Kiirze halber statt 9 r und statt 1—k k schreibt) 
S*F,,a"b* auf einen gemeinsamen Nenner bringt und dann wie gewéhn- 





4») B-* 


=(a@,+...+¢ 


Der 


P.@ 
+ &,, 
21,,a* b* 


— "pq 

liche Briiche addiert, denn es ist allgemein 
~F4 +a, p-* 

2 T,, a7 be" 


Ft tFH as + 
— atast--: 
8 


Man hat also in Zahler und Nenner je einen Ausdruck 
e &£ 





Quotient aus Zahler und Nenner ist wegen 
= (a, By *) (Ba y= 3, Ge 


PL — (uw, By*) (0 Bs*)” 
gleich dem Produkt aus Zahler und der Reziproken des Nenners. Das 


By 
Produkt aus irgend zwei Ausdriicken Z ist wieder ein Ausdruck derselben 
Form, denn unter Anwendung der distributiven Gesetze geht 
*}{( D0," b') (SGnn0" 5") *} 


{(S1,,a°b°)( S7,,4"b*)- 

iiber in eine Summe von Gliedern der Form 
*} {( Oy, 4 *b')(S n@ i 

= usw.) 


{(r ,a'b')(SF,,a a”b*)” 
(Sr, *,@ din. i ie (Se. k,n ar: *b" ‘) 
m,n 
. , r , 
(wobei a — usw., Om—k,n-1 = Oo 
T>- *,qa- so" — ‘. ‘2 Cm k,n- c ——" 
m, 
p+m—s— kRaitn-t ‘\- 


=(Sr, 
P¢ 
CX Jenna Om k n-1@ 
= 0,;7,,4° 7 b°t"( 2» - 
Pq, m,n 


@?**5t**) 2 


pq Pmn 
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Damit ist endlich nach abermaliger Anwendung des distributiven Gesetzes 
der zu untersuchende Ausdruck auf die Form gebracht: 


= Our Te, a7 ** Yt! 
k,i,a,t 





>» Dun Tp, a?t™ bet’ 
™, He Ped 
damit ist man fertig: das Produkt zweier Zahlen Z ist wieder eine Zahl Z, 
und diese Multiplikation ist kommutativ, da irgend zwei Faktoren (a’b‘) 
miteinander vertauschbar sind; zugleich ist diese Multiplikation assoziativ. 
— Die Summe zweier Zahlen Z ist ebenfalls wieder in derselben Form 


darstellbar, da man die Briiche mit beliebigen Ausdriicken S’r,,a‘b* 
ik 


erweitern und gleichnamige Briiche addieren darf; die Addition ist eben- 
falls kommutativ und assoziativ. Es gelten also fiir unsere rationalen 
Funktionen in a und b alle Rechenregeln der gewéhnlichen Bruchrechnung. 

2. Mit diesem Resultat ist die Algebraisierung des allgemeinen Fiinfecks- 
netzes geleistet: Ordnet man jedem Punkt des Netzes eineindeutig ein 
Zahlenpaar aus R(a,b) zu, so hat man nach 2c der Einleitung einer 
Geraden des Netzes eine lineare Gleichung zuzuordnen; ihre Koeffizienten 
sind Zahlen aus R(a, 6), wie sich sofort aus der geometrischen Bedeutung 
dieser Koeffizienten bei der Herleitung der Geradengleichung ergibt. Jeder 
Schnittpunktsatz innerhalb des Netzes ist jetzt algebraisch beweisbar, da 
er sich als eine Identitaét zwischen Parametern aus dem Kérper R(a, 6) 
darstellt. 

Damit ist bewiesen: 

Alle Schnittpunktsdize des allgemeinen Fiinfecksnetzes folgen aus 
dem D, und einer bestimmten Pascalschen Konfiguration auf Grund der 
ebenen projektiven Azxiome der Verkniipfung und Anordnung. 


(Eingegangen am 29. 10. 1931.) 








Galoissche Theorie und Darstellungstheorie. 


Von 
Max Deuring in Leipzig. 


In ihrer Note: Normalbasis bei Kérpern ohne héhere Verzweigung, 
Journ. f. Math. 167 (1931), stellte E. Noether den folgenden Satz auf, der 
fiir die galoissche Theorie von Bedeutung zu werden verspricht: 


Satz 1. K sei eine galoissche Erweiterung erster Art des Korpers k, 
R die galoissche Gruppe von K/k. Man betrachte K als additiven Modul 
in Beziehung auf k mit den Elementen von & als Operatoren. Ist S aus &, 
a aus K, so bedeute Sa das aus a durch Ausiibung des Automorphismus S 
entstehende Element von K. K ist operatorisomorph mit dem Gruppen- 
ring K(k) von R, gebildet in k. 

K ist also Darstellungsmodul fiir die regulire Darstellung von & in k; 
E. Noether bewies den Satz durch Angabe einer Basis von K/k, welche die 
regulaire Darstellung ergibt (Normalbasis), jedoch nur fiir Kérper mit un- 
endlich vielen Elementen. 

Der folgende allgemein giiltige Beweis benutzt nur die Voraussetzung, 
daB die Anzahl der verschiedenen Automorphismen von K/k gleich dem 
Grad n von K/k ist. Ich benutze dann den Satz zu einem Beweis des 
Hauptsatzes der galoisschen Theorie in einer neuen Fassung (Satz 2). 

Diese neue Fassung bedeutet eine genauere Beschreibung der im Haupt- 
satz der galoisschen Theorie behaupteten Zuordnung von Untergruppe zu 
Zwischenkérper mittels der im Satz 1 genannten Isomorphie. Mit Hilfe von 
Satz 1 kann auch der Satz vom primitiven Element bewiesen werden 


— und zwar gleichartig fiir Galoisfelder und fiir Kérper mit unendlich 
vielen Elementen. 


Beweis von Satz1. Wir bilden das direkte Produkt Ky von K mit 
einem zu K isomorphen Erweiterungskérper K von k. Die n Isomorphismen 
von K auf XK sind n dquivalente Darstellungen ersten Grades von K in K, 
sie kénnen zu Darstellungen von K, in K erweitert werden, da eine Dar- 
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stellung von Kx schon durch die Darstellung einer Basis von Kx/K — als 
solche kann man eine Basis von K/k wahlen — bestimmt ist. Der Regt- 
klassenring von Ky nach seinem Radikal ist hiernach direkte Summe von 
n einfachen Idealen, da aber K, selbst nur den Rang n iiber K hat, so 
ist das Radikal von Kx gleich Null, 


(1) Kx=e, K+... +e, K, 

wo die e,; die unzerlegbaren Komponenten der Einheit sind’). Die irredu- 
ziblen Darstellungen «+a von K in XK erhalt man aus den Relationen 
(2) €,& = €,4,. 

Jedes Ky-Element « ist eine Linearkombination e = 3d;6, von K-Ele- 
menten d, mit Koeffizienten 6; aus K. Da die Relationen 


l=e,+...+€, 

e; = ¢; (ee; = 0, wenn ¢ +7) 
bei Ersetzung von e, durch Se, erhalten bleiben, so sind auch Se,, ... Se, 
unzerlegbare Komponenten der Einheit, Se,,..., Se, ist also eine Permu- 
tation Mg der ¢,,...,¢,. Die Mg bilden eine Darstellung n-ten Grades 


von &. Es ist die reguldre Darstellung. Das ergibt sich sofort aus der 
folgenden Tatsache: Ist e eine unzerlegbare Komponente der Einheit und 
sind S,,..., 8, die Elemente von 8, so sind S,e,..., S,e alle unzerleg- 
baren Komponenten der Einheit. Zum Beweis braucht nur gezeigt zu werden, 
daB Se= Te die Gleichung S = 7 zur Folge hat. Die durch e vermittelte 
Darstellung von K sei «—+a, also nach (2) 


ea=—ea. 


Daraus folgt: Se-Sa=Se-« und Te-Ta=Te-a. Se vermittelt also 
die Darstellung « —+ Sa, und Te vermittelt die Darstellung « —- Ta. Se =Te 
ergibt also Sa = Ta fiir jedes a aus K, daher S = T. 

Statt der Basis ¢,,...,¢, von A, in Beziehung auf K kénnen wir 
auch eine Basis von K in Beziehung auf k benutzen: sie liefert eine mit 
der regulairen aquivalente Darstellung von St in k. DaB eine Basis z,,..., z, 
von K/k durch (Sz,....,8z,) =(z,,...,2z,)Ps eime mit der regularen 
aquivalente Darstellung S—> Ps von § liefert, ist aber gerade die Behauptvng 
des Satzes 1, denn Aquivalente Darstellungen haben operatorisomorphe 
Darstellungsmoduln *). 

Der Isomorphismus K = &(k) ist nicht eindeutig, sondern nur bis auf 
einen Automorphismus von &(k) bestimmt: aber die einfachen Ideale des 








) Siehe E. Noether, Hyperkomplexe Gréfen und Darstellungstheorie, Math. 
Zeitachr. 80 (1929), 8S. 641—692, § 21. 
*) Vergleiche den Zusatz am SchluB. 
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als Gruppenring aufgefaBten Kérpers X sind in ihrer Gesamtheit (als Element- 
mengen ) eindeutig bestimmt; bei einem Automorphismus von %(k) kénnen 
natiirlich die Linksideale vertauscht werden. E. Noether nennt sie die 
Galoismoduln von K/k. Ist y ein einfaches Linksideal von K (als Gruppen- 
ring aufgefaBt), das die irreduzible Darstellung r-ten Grades T von & in k 


erzeugt, so lésen die Elemente ¢,....,¢, einer Basis von y/k das Kleinsche 
Formenproblem fiir T: beim Ubergang von (¢,,...,¢,) zu den konjugierten 
Systemen (Se,,...,S¢,) transformieren sich die ¢,,...,¢, nach der Dar- 


stellung T von’ &.*) 

Die Rechtsideale von K sind vollkommen eindeutig bestimmt (als 
Elementmengen). Denn ein umkehrbarer Linksautomorphismus von & (k) 
ist die Rechtsmultiplikation von &(k) mit einem Element A, dessen 
Inverses A~* existiert: ist r ein Rechtsideal, so ist rA Cr, aber auch 
tA~*Cr, also rA =r, wie behauptet. 

2 sei eine Untergruppe von &, L der Invariantenkérper von %, der 
aus allen Elementen von K besteht, die bei jedem in & enthaltenen Auto- 
morphismus von K/k ungedndert bleiben. Uber die gruppentheoretische 
Kennzeichnung von L gilt der 

Satz 2. Das isomorphe Bild tz, von L im Gruppenring &(k) ist 
ein Rechtsideal. Die von tz, als Darstellungsmodul erzeugte Darstellung 
von S& ist die von der Einsdarstellung der Untergruppe 2 induzierte. 
tz tst, unabhdngig vom verwendeten Isomorphismus K =~ &(k), durch 2 
etndeutig bestimmt. 


Beweis. Damit ein &(k)-Element 


6 = DS as8 


Sc& 
zu tz gehért, mu8 76 = 6 fiir jedes 7 aus 2 sein. Da 
Té= > ag TS= > ar 58 
ScR Sck 


ist, so folgt als notwendige Bedingung fiir 6 < rz 
ads = arg fir alle SCR undalle Tc g; 


d.h.é muB die Form 
6= 3 as STS 


Smodk Tc 
haben, S durchlauft ein volles Reprisentantensystem der Rechtsrestklassen 
von & mod{. Diese Bedingung reicht aber auch hin. Daher ist 


tr=( STS jk+...+[ S7S,]k, 
To2 Tc2 


*) Siehe E. Noether, loc. cit.; ferner A. Speiser, Gruppendeterminante und Kérper- 
diskriminante, Math. Annalen 77 (1916), S. 546—562. 
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r bezeichnet den Index der Gruppe & in &. rz ist ein Rechtsideal, denn es ist 
STS,S= STS,, falls 8,S=TS,, T aus &. 
Tc 


Tc 


Multipliziert man das System ( 5’ 7'S,,..., 5 7'S,) von rechts mit einem 
Tee Tce 


Element S aus &, so erfahrt es eine Permutation, und man erhalt auf 
diese Weise eine Darstellung der Gruppe §. Diese Darstellung wird von 
der Einsdarstellung der Untergruppe induziert, wie man leicht sieht. Damit 
ist Satz 2 bewiesen. 

Satz 2 enthalt den wesentlichen SchluB, den man beim Beweis des 
Hauptsatzes der galoisschen Theorie macht. Der Hauptsatz der galoisschen 
Theorie behauptet, daB man die Untergruppen 2 von & den Kérpern L 
zwischen k und K so eineindeutig zuordnen kann, 2<«+L, daB L der In- 
variantenkérper von 2 und & die Invariantengruppe von L — Gesamt- 
heit aller Elemente von &, die ZL elementweise fest lassen — ist. Man 
kann ihn in die beiden Teilbehauptungen 

1. der Invariantenkérper L’ der Invariantengruppe 2 eines Kérpers L 

ist gleich L; 
2. die Invariantengruppe 2’ des Invariantenkérpers L einer Gruppe 2 
ist gleich 2 
aufspalten. 


1. folgt unmittelbar aus der Voraussetzung, daB K/k von erster Art ist: 
die Ordnung von & ist nach dieser Voraussetzung gleich dem Grad [ K: L], 
die Anzahl der Automorphismen von [K:L’] ist daher gleich [K:L], 
daraus folgt L’< L, L’>L ist aus der Definition von L’ klar. 

2. folgt aus Satz 2: das Ideal rz ist vom Rang r iiber &, d.h. der 
Grad [L:k] ist gleich r, und der Grad [K:L] ist gleich der Ordnung 
von 2. Die Invariantengruppe 2’ von L kann also keine gréBere Ordnung 
als 2 haben, wegen 2< L’ folgt L’=. Die Zuordnung des Zwischen- 
kérpers zum Einsdarstellungsideal der zugehérigen Untergruppe ist eine 
Vertiefung des Hauptsatzes der galoisschen Theorie. 

Wir beweisen schlieBlich noch den folgenden 

Satz 3. In jedem Kérper L zwischen k und K gibt es Elemente é, 
so da die Konjugierten von 5 linear unabhdngig in Beziehung auf k sind. 

Satz 3 enthalt den Satz vom primitiven Element, jedes 4 erzeugt 
natiirlich den Kérper L. 

Beweis von Satz 3. Wir suchen die Elemente 6 im isomorphen 
Gruppenring &(k). Als Element von &(k) betrachtet, muB 6 die folgen- 
den Eigenschaften haben: es mu8 in rz liegen, und das Linksideal % (k) (6) 
mu8 den Rang [L:k] iiber & haben. Das Rechtsideal rz ist ein Haupt- 
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ideal: rz = ( 5 7) R(k), das zugehérige Linksideal & (k) (-, T) hat den 
Tc c 

gleichen Rang [L:K] wie rz. 6= 5» T ist also ein Element von rz mit 

den verlangten Eigenschaften. wecis 

Es sei noch bemerkt, daB keine Voraussetzung iiber die Charakteristik 
von k gemacht worden ist. Daraus folgt, daB der Gruppenring %(k) auch 
nicht vollsténdig reduzibel sein kann, ohne da8 die Uberlegungen eine Ab- 
anderung erfahren miiBten. Der Beweis von Satz 3 gilt daher gleicher- 
mafen fiir endliche Korper (Galoisfelder) und fiir Kérper mit unendlich 
vielen Elementen. 

Zusatz bei der Korrektur (Juni 1932). Es ist gezeigt worden, 
daB die durch eine Basis des Kérpers K erzeugte Darstellung aquivalent 
ist mit der regularen Darstellung in K, und daraus wird auf die Aqui- 
valenz im Grundkérper k geschlossen. Das folgt einfach durch Abzahlen 
der irreduziblen Darstellungen, wenn alle Darstellungen von & in k und K 
volistaindig reduzibel sind. Eine Ausnahme macht demnach bloB der Fall, 
daB die Charakteristik von & eine im Grad n von K/k aufgehende Prim- 
zahl ist. Aber auch in diesem Fall ist der Schlu8 richtig auf Grund des 
folgenden — auch im allgemeinen Fall anwendbaren — Hilfssatzes von 
E. Noether: 

W=—k2z,+...+kz, und B®=—ky,+...+khy, seien zwei Moduln 
im Korper k mit gemeinsamem Operatorenbereich. K sei eine Erweiterung 
n-ten Grades von k. Wenn die Erweiterungsmoduln Ug = K2,+ ... + Kz, 
und Bg = Ky,+ ... + Ky, operatorisomorph sind, so sind es A und B 
auch. (Hierbei ist immer vorausgesetzt, da die Operatoren auf die Kérper- 
elemente die Identitaét ausiiben.) 

Beweis. w,,...,w, sei eine Basis von K/k. Dann kann W, als 
k-Medul in der Form 

Ae, = Aw,+ eee + Uw, 


geschrieben werden. Der einzelne Summand & w; ist durch die Zuordnung von a 
zu aw, mit U operatorisomorph. Ux ist also mit dem n-fachen YU operator- 
isomorph. Denkt man sich & und Wg nach dem Satz von Krull-Schmidt 
als direkte Summe von direkt unzerlegbaren Summanden geschrieben, so 
enthalt also U, jeden Summand genau n-mal so oft wie AU. Da aber Ux 
und $, einen direkt unzerlegbaren Summanden je gleich oft enthalten, so 
gilt das auch fiir & und %, mithin sind & und $ operatorisomorph. 


(Eingegangen am 17. 12. 1931.) 

















Charakterisierung des Normenrestsymbols durch 
die p-Stetigkeit, den vorderen Zerlegungssatz 
und die Produktformel. 


Von 
W. Grunwald in Marburg. 


Das Normenrestsymbol (* “) — a Zahl +0 und p Primstelle aus 


einem algebraischen Zahlkérper k als Grundkérper, K ein tiber k Abelscher 
Kérper — ist durch drei formale Eigenschaften €, (¢ = 1, 2,3) ausgezeichnet. 


€,: Es ist p-stetig, d. h. es gibt eine (fritheste) Potenz f= p”, so daB 


( us 1 ist fiir alle Zahlen des Strahles mod fj”. 


&.: Es ist Zahlcharakter, d. h. (12K) . fu 8) = (“ me =). 
” \ p / \ p p 
€,: Es geniigt der Produktformel /7 =5 = 1, wenn p alle endlichen 
dD / 


und unendlichen Primstellen aus & durchlauft. 

Herr Hasse hat in seiner Arbeit ,Uber die Einzigkeit der beiden 
Fundamentalsatze der elementaren Zahlentheorie“, Journ. f. Math. 155 (1926), 
bewiesen, daB umgekehrt die genannten Eigenschaften ©, (¢ = 1, 2,3) im 
Spezialfalle k = R (rationaler Zahlkérper) und [K:k] = 2 charakteristisch 


{/a,a 


fiir die Normenrestsymbole sind, falls zu den endlichen noch die 
konvergenten unendlichen Normenrestsymbole | (mit geeignetem, nicht 
notwendig endlichem Primzahlpotenzprodukt a’) hinzugefiigt werden. Die 
Konvergenz der Normenrestsymbole (“ i gegen die vorgegebenen Funk- 
) >) 88 

tionen X,(a) mit den Eigenschaften ©; lieB sich dabei als gleichmaBig in p 
nachweisen. 

Die folgenden Untersuchungen haben die Verallgemeinerung dieser 
Ergebnisse auf beliebige Grundkérper k und beliebiges [K:k] = m zum Ziel. 


Mathematische Annalen, 107. 10 
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Die Voraussetzungen lauten also: Gegeben ist ein beliebiger algebra- 
ischer Zahlkérper k und eine beliebige Abelsche Gruppe © von der Ord- 
nung m. Die Primstellen p aus & werden in irgendeiner linearen Anordnung 
angenommen, auf die sich stets der Index f beziehen wird. Ihnen sind zu- 
geordnet Funktionen X,,(«) = X;(a), welche die Eigenschaften €; (¢ = 1,2,3) 
besitzen; die Funktionswerte sind Elemente aus der Gruppe G. Der Werte- 
vorrat von X;(a) wird mit @, bezeichnet, wenn « die volle Gruppe A aller 
Zahlen +0 aus & durchlauft und mit G,, wenn « nur die m p, primen 
Zahlen aus k& durchlauft. SchlieBlich wird noch angenommen, da8 die 
Gruppe @ keine Elemente enthilt, die nicht als Funktionswerte X;(«) vor- 
kommen. Diese Voraussetzung wird spaiter die Ausdrucksweise oft ver- 
einfachen und entspricht durchaus unserem Problem, da die Elemente aus 
@ nur als Funktionswerte X;(a) interessieren. 


Abschnitt I. 


In diesem vorbereitenden Abschnitte sollen zwei Hilfssitze bewiesen 
werden, von denen spiter Gebrauch gemacht werden wird. 

Vorangestellt sei die folgende 

Vorbemerkung. Fiir alle endlichen Primstellen aus k, die zu m 
prim sind, ist fj” ein Teiler von p*, d.h. x <1. 

Beweis. f§ sei irgendeine Zahl aus dem Strahle modp, dann ist 
p*?"™ = 1 mod p”. 

Nach Voraussetzung existieren Zahlen u und v, so daB u- N(p**)-+-v-m=1 
ist; es gilt also: B=p"*°" =1(p*), dh. aber, daB fiir jede Zahl des 
Strahles modp — wie fiir alle m-ten Potenzreste modf® — der Funk- 
tionswert X,(8) gleich 1 ist. f{® mu8 deshalb in p* aufgehen oder, was 
dasselbe, x <1 sein. 

Die beiden Hilfssiitze dieses Abschnittes sind Existenztheoreme. 

Die gegebene Gruppe © sei darstellbar als das direkte Produkt der 
d Zyklen G” —{¢ (» =1,...,d) von der Primzahlpotenzordnung 1”. 
Unter 7,’ — dem v-ten ,Nebenfiihrer* zu p, — werde die friiheste Potenz 
von ); verstanden mit der Eigenschaft, da alle Zahlen des Strahles 
mod f”” einen Funktionswert X;(«) besitzen, in dem X;{”(«) — die genaue 
Potenz von ¢, welche in X;(«) vorkommt — =1 ist. (f® ist offenbar 
das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller f°, » =1,..., 4.) 

Hilfssatz 1. In jeder absoluten Idealklasse ( des Grundkérpers k gibt 
es unter den gemachten Voraussetzungen iiber die Funktionen X;(«) 
fiir jedes » umendlich viele Primideale, deren y-ter Nebenfiihrer 
fc” = p° = 1 ist. 




















Charakterisierung des Normenrestsymbols. 147 

Beweis. Die Zahlen «”, fiir welche der Funktionswert X;(«) nur 
aus einer Potenz ¢” besteht, fiir die also Xt(@) = xi” (a) ist, bilden eine 
Gruppe A;”. In dieser enthalten ist die Gruppe E; der Zahlen 7, deren 
Funktionswert X;(«) 1 ist. Die Faktorgruppe A;”/E; ist isomorph zur 
Gruppe @;” der Funktionswerte X;(«), wenn a alle Zahlen aus A,” durch- 
lauft; d.h. aber, da G{” Untergruppe des Zyklus &” ist, daB A;”/E, und 
damit nach dem Reduktionsprinzip auch A;’’- II AY”? /E:- IT Ay”? = A/A,”* 
zyklisch ist von einer Ordnung /;' mit »< iad baie 

Es ist daher leicht, die Untergruppe A;”* aus der Restklassendar- 
stellung aller Zahlen aus k modf,” heraus zu charakterisieren. 


Eine beliebige Zahl « +0 aus k hat nimlich die Darstellung: 


(I) a al. 7 mod fo? 
(3) “ 

eine genau durch jp; teilbare Zahl, welche spiter noch genauer fest- 
gelegt wird, die y,’; Reprisentanten eines Systems von Basisrestklassen der 
primen Restklassengruppe mod f,”"), und nach einem allgemeinen Satze der 
Gruppentheorie kann man aus dieser Basisdarstellung eine den Strahl mod Avr 
enthaltende Untergruppe mit zyklischer Faktorgruppe, deren Ordnung héch- 
stens 1?” ist, charakterisieren durch eine lineare Kongruenz mod /;” zwischen 
den Exponenten a; und crt. A;”’* besteht danach aus denjenigen Zahlen, 
deren Exponentensystem in (I) einer gewissen Linearform 


Xi” (ee) = Al” ay(e) + DS Optent(a) = At”? ay(ee) + XL” (#) 


( 
(nf” 


den Wert 0 mod J?” erteilt; und allgemein ist der Wert von X;”(«) mod I} 
charakteristisch fiir diejenige Nebengruppe nach A;”’*, welcher a angehért, 


d. h. aber fiir den Wert X;”(a). Da ¢“ ein erzeugendes Element der 


. ; : . ~) x” " 
Gruppe @” bedeutet, kann X; (a ) so normiert werden, daB x; ’(a) a ti vs 


wird. 

Zum Beweise des Hilfssatzes 1 wird jetzt angenommen, daB es in k 
eine absolute Idealklasse C gibt, in der nur endlich viele Primideale liegen, 
deren yv-ter Nebenfiihrer f,”—1 ist. Eine beliebige Zahl «, aus k miiBte 
sodann nach allen Primidealen aus C, endlich viele ausgenommen, L,-ter 
Potenzrest sein. Nach der Produktformel gibt es naimlich zu «, ein n’(«,), 
so daB fir alle py mit f’>n’(a,) Xv(a,)=1, erst recht also X;(a,)=1 
und zudem (p+, @) =1 ist; ferner existiert nach unserer Annahme ein n,”, 
so daB alle py aus C mit f”’>n;’ mu 1, prim sind und einen »-ten 
Nebenfiihrer ft’ 1, d. bh. nach der Vorbemerkung {;""” =p, besitzen. 
Fiir alle Primideale p, aus C mit f>n,(«,) = Max(n'(«,), n/’) ist somit 
einerseits — da die prime Restklassengruppe mod p; bekanntlich zyklisch 
10* 
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ist — X;” von der Form A,” a(«)+ Cf" e)"(a) mit Of” = 0 (1); 
andererseits ist X{”’(«,) = O;” ¢¢” (a) = 0 (1f"), dh. cf” (a) =0(1,) oder 
Ho = 1 mod p; fiir alle py aus C mit f > n(«a). 

Wenn k die primitive 1,-te Einheitswurzel ¢{" enthalt, steht dieses 
Ergebnis in Widerspruch zur Existenz von Zahlen aus k, die nicht singu- 
lare Primarzahlen in & sind. Ist naimlich @ eine solche Zahl, so kann die 


Idealgruppe Hz, zu der x (Va) itiber & Klassenkérper ist, — bestehend 


aus allen Idealen ain k, nach denen ( =) = 1 ist, — sich nicht aus vollen 
\ ly 
absoluten Idealklassen zusammensetzen. Eine beliebige absolute Idealklasse C 


zerfallt somit nach dem Durchschnitt (Hz, H)] (H, = absolute Hauptklasse 
in &) in mehrere Nebengruppen, d. h. aber, daB es in jeder absoluten Ideal- 
klasse, also auch in © unendlich viele Primideale gibt, nach denen @ kein 
L-ter Potenzrest ist. 

Falls & die primitive /|-te Einheitswurzel ¢ ~\ nicht enthalt, miissen 
die letzten Schliisse zum Nachweise, daB es Zahlen @ gibt, die nach un- 
endlich vielen Primidealen der absoluten Idealklasse C keine /,-ten Potenz- 
reste sind, dementsprechend abgeandert werden. Zuniachst ist trivialerweise 
mit jf.” + 1 auch N(p) = 1(l1,) fiir fast alle Primideale aus C, so daB sich 
die Idealgruppe H;,,, zu welcher k(¢{”) iiber k als Klassenkérper gehdrt, 
aus vollen absoluten Idealklassen zusammensetzt (und C enthilt). Der 
absolute Klassenkérper K, - k ist tiber k(¢{”) Klassenkérper zur Gruppe J 
derjenigen Ideale a aus R(c! ”), deren Relativnormen Ny;¢”);,(a) in k Haupt- 
ideale sind’). Die Menge 9% der in J enthaltenen Primideale ersten Relativ- 
grades besteht nach Definition von J nur aus solchen Primidealen, die in 
Primhauptidealen aus k aufgehen; wegen H,,> H, kommen umgekehrt 
auch alle Primteiler von Primhauptidealen aus k& in Yt vor, und noch all- 
gemeiner macht die Gesamtheit der Primidealteiler der Primideale aus C 
(da C < H),) gerade die Menge der Primideale ersten Relativgrades iiber k 
einer Nebengruppe nach J aus. Es sei nun @ eine solche Zahl aus k, die 


ty \ . . 
nicht singulare Primarzahl in k(¢;”’) ist, so daB also k (¢\”, ) @) nicht in 


K, enthalten sein kann. Die Idealgruppe H; in k(¢;"), zu der k few Va) 
iiber &(C;"’) Klassenkérper ist, setzt sich dann nicht aus vollen Neben- 
gruppen nach J zusammen. In jeder Nebengruppe nach J liegen deshalb 
unendlich viele Primideale ersten Relativgrades iiber k, nach denen @ kein 
lL -ter Potenzrest ist. Nach dem oben Gesagten gibt es also auch in C 
unendlich viele Primideale, nach denen @ kein /,-ter Potenzrest ist. 


*) H. Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie 
der algebraischen Zahlkérper, Teil II (Jahresber. d. Dtsch. Mathematiker-Vereinigung, 
6. Ergainzungsband), S. 145. 
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Die Voraussetzung, da8 nur fiir endlich viele p in C j,” +1 ist, steht 
somit im Widerspruch zu den Kolgerungen aus dem zugrunde gelegten 
Produkttheorem; Hilfssatz 1 ist damit bewiesen. 

Das Ergebnis des Hilfssatzes 1 soll zunachst noch in einer bestimmten 
Richtung erweitert werden. Diese Erginzung wird spaiter zwar nicht ge- 
braucht, beansprucht aber wohl fiir sich ein gewisses Interesse und soll 
deshalb an dieser Stelle eingeschoben werden. 


Denkt man sich einmal die gegebenen Funktionen X;(«) speziell als 


das System der Normenrestsymbole ak eines Abelschen Kérpers K iiber k, 
t 


dann sind bekanntlich die Gruppen &;, die Tragheitsgruppen zu den p;, nur 
fiir endlich viele Primideale von der identischen Gruppe verschieden. Eine 
entsprechende Minimalaussage bedeutet der Hilfssatz 1; im Falle, dab © 
zyklisch ist, besagt er sogar genau das Analoge, namlich, daB die ver- 
allgemeinerten Tragheitsgruppen , fiir unendlich viele Primideale nur aus 
dem Einselement bestehen. Die angekiindigte Erweiterung entspricht der 
Maximalaussage, daB die volle Galoissche Gruppe von K iiber k als Zer- 
legungsgruppe unendlich vieler Primideale aus & auftritt. Es soll namlich 
gezeigt werden, da® jeder einzelne Zyklus &” unendlich oft unter den 
Gruppen @,;”’ vorkommt. Da G, und damit @® von allen Elementen be- 
freit angenommen ist, welche als Funktionswerte X?”’(«) nicht auftreten, 
gibt es ein f,” und ein «;”, so daB Xiior( ee, ) erzeugendes Element der 
Gruppe &°” — G,”’ ist. «;” kann so normiert angenommen werden, dai 
ot” = 1 mod f?, dh. Xr"(at”) =1 ist fiir f<ft{”. Nach der Produkt- 
formel mu8 dann mindestens ein f;” > f,”’ existieren, fiir welches Xj.’ (a;”’) 
abermals erzeugendes Element von @® ist; G,.” ist damit als eine weitere 
maximale Gruppe %” erkannt, und da obiger Schlu8 auf X;,”’(a,””) mit 
normiertem ws” abermals angewandt werden kann, ist die aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen. Falls d=1, d. h. G zyklisch ist, besagt dieses Ergebnis 
genau das Entsprechende wie bei den Normenrestsymbolen, namlich, daB 
die volle Gruppe & unendlich oft unter den Gruppen ©, vorkommt. 

Der Formulierung des zweiten Hilfssatzes sollen noch einige Bezeich- 
nungsfestsetzungen vorausgeschickt werden. 


tC.” sei die héchste — J!-te — in k vorhandene Einheitswurzel von 
l-Potenzordnung, « (i= 1, 2,..., 7) ein System von Grundeinheiten aus k. 
Die Ideale tr” (j =1,2,...,8) mégen Reprisentanten eines beliebigen 


aber festgewahlten Systems absoluter Basisklassen von 1, -Potenzordnung 


sein, 1;”’ an (o{”). Als r{” werden im folgenden solche Primideale §;” ge- 
wahit, deren fi) —y ist, was ja nach Hilfssatz 1 méglich; — an der 


Bezeichnung r{” wird aber festgehalten —. Die 1,” sind dann also zu 
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allen f."? ({=1,2,...) prim. Ein beliebiges Ideal a hat die Darstellung: 


“or yo” a” 
Chae 
die in dieser Darstellung fiir ein Primideal p;” + §;” 
(ny? w) 
al alli 

auftretende Zahl 2,” ist genau durch die erste Potenz von p’’ teilbar. — 
Sie soll, was hier nebenher erwahnt sei, in der Darstellung (1) ) alee Zahlen 
« +0 aus k als das noch nicht weiter bestimmte Basiselement x; benutzt 
werden, so daB im speziellen X;"(2,”) — A}”-1 ist. — Von den Reprisen- 
tanten §{”—1;{” riihren in dem nachstehenden Hilfssatze keine Restforde- 
rungen her; diese Einschrankung p;"’ + §,” soll durch den Strich an f und 
den oberen Index y an py angedeutet sein. 

Hilfssatz 2. Es gibt unendlich viele Primideale ersten Grades 9” 
in k, fiir welche gilt: 


1. N(q.”) = 1 modi}, 
¢ a ()®ni tw) 
2. & => Tn mod Gn 
(i!) 
¥) 
(») (»)¥nj w 
== ft * mod 
0} (>) n Gn 
, 
zat 
al ‘ol "mod q,”, (l1<t<n), 
18+ 
, 
(»)___ (ta od a.” 
x Tn m Gn 
* 


wobei 1,” eine primitive Wurzel modq,” ist und die auftretenden Expo- 


nenten durch folgende ae mod /”" eindeutig festgelegt sind: 


(r) 


af) = — X?"(e:) mod 1?*, 
ys} -_ A”  . 2 X:” (0;”) mod qe, 


(y) 


he (») _ (») (r) Xn? ‘ 
Zar = SA piv — Ar — 3X (2p) modl,”, 
j i= 


zo” = — x ras mod 13”. 


t=1 
Die Zahlen Aj” sind die Konstanten aus den Linearformen X;”(a) der 


Reprisentanten r|” = ;", welche sich fiir diese auf X;”(a) = Aj” a;(«) 
reduzieren. 
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Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt: 

A. Fir uwSs,, 

B. fir OS u<s, baw. lou<s, fiir 1, = 2. 

A. u&s,, dh. k& enthalte die 1’’-ten Einheitswurzeln. 

Die Existenz unendlich vieler Primideale mit den geforderten Eigen- 
schaften ist eine Folge des Tschebotarefischen Dichtigkeitssatzes*), Nach 
diesem gibt es zu jedem Element einer Abelschen Galoisschen Gruppe 
unendlich viele Primideale ersten Grades, deren Artin-Symbole in bezug 
auf einen Abelschen Kérper mit jener Gruppe gerade das vorgegebene 
Gruppenelement sind; er wird angewandt auf die Galoissche Gruppe G“” 
des Kérpers 


1’y 1* 1% 1% ity 18 18y 
a ( ¥ ¥ ¥ ¥ ’ » ¥ *) 
Km Ve Vee Ves on Vos “Vas oun Var, =VEm). 


Die Zahlen «, o;”, 2”, ~~. sind nach bekannten Prinzipien im Kérper k 


l*-unabhingig in dem engeren Sinne, da8 aus einer Relation 


2 (v)¥i _ (m)Ft" . (ry? 
TT ao ar’ f = 1 
“ue “ (#) 





folgt 


X= yj = 2 =z = 0(1,"). 





Die Galoissche Gruppe von K’/k ist deshalb das direkte Produkt der 


ity 
Galoisschen Gruppen von e(“z)/ Rp anv (“Vee) / k, und ein beliebiges 


4 x 3 r+etn+i1 y) Te : 
Element aus G” ist darstellbar in der Form o = I o! ” ; die o 
xml 


man deuten als Multiplikation mit der primitiven /*’-ten Einheitswurzel ¢,.. 
| Es wird behauptet, daB die unendlich vielen Primideale q,”), die im oben- 


(») 


kann 


(») (») 
; i ; ituti () _ gir) nt (») ?n 
genannten Sinne zu der speziellen Substitution o” = o} an 


gehéren, alle Forderungen des Hilfssatzes 2 erfiillen. Fiir sie ist zunachst 
gy’ = N(q®”)=1(1"), da u>s,. DaB die Restforderungen 2. bei der 
getrofienen Wahl von gq‘ erfiillt sind, soll an ¢, als Beispiel bewiesen 


werden: 
1s» 


” (203 4” ~ 
(y) aii hd — ( ) 
6 ye, = 0; ye, == Ve, mod q”, 


(») 
@a 1 





(y) s 
z 1 ify 
C7 mea” mod q.”. 


*) H. Hasse, Bericht tiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie 
der algebraischen Zahlkérper, Teil IZ (Jahresber. d. Dtsch. Mathematiker-Vereinigung, 
6. Erginzungsband), 8. 133. 
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, ‘ ‘ a & 
Ist e, = 1”) (q’), so muS — da ohne Einschrankung (<r) op = bees 
(y) * ¥ 
2”). & ~% 





(y) ni 
d. h. ' Pogg = 1) og (q®) gesetzt werden darf — 
yg” —1 4 
na me = 4 - | had mod (9.” a 1) 


sein, d. h. 


(ry) 
Zni =e, mod 1%, 


é, rv) mi mod q,”’, 
(19) 
womit also die Forderung 2. des Hilfssatzes 2 ebenfalls als erfiillt nach- 
gewiesen ist. 
B. 0su<s,. 


Der Existenzbeweis wird in diesem Falle so erbracht, daB zunichst 
zum Grundkérper k die primitive /’*-te Einheitswurzel ¢,, adjungiert wird 
(k(¢,,) = K,,). Nehmen wir fiir den Augenblick an, daB bei dieser Er- 
weiterung von k die 1'*-Unabhingigkeit im obigen engeren Sinne der 
Zahlen «¢, 0{”, af, ¢" nicht verloren geht, so kénnen — wie unter A. 
bewiesen — in K,, unendlich viele Primideale ersten Grades 0”) an- 
gegeben werden mit den Eigenschaften 1. und 2. des Hilfssatzes 2. Die 
Relativnormen Ng, |; (©) sind sodann unendlich viele Primideale gq“) in k, 
welche die gestellten Bedingungen erfiillen. 

Es bleibt also lediglich zu zeigen, daB die in & sicher giiltige 1'”-Unab- 
hangigkeit der Zahlen %, o{”, x?’, 6,” beim Ubergang zu K,, — allerdings 
mit einer kleinen Einschrankung — erhalten bleibt. 

Genauer wird behauptet, daB aus einer Relation 


*j ()¥j _ tv)" »(v) # 
é zy . = 
a ll () 
sogar in K,,,,, > K,, folgt,daB die Exponenten 2 = yj = zy = 0(13") sind, 


wy” 


d. h. daB mit der trivialen /*”-Abhangigkeit ¢ y =,+, in Ky, bereits alle 
iiberhaupt méglichen /’”- Abhangigkeiten zwischen den Zahlen ¢, 0;”, a”, £2” 
in K,,,, erschépft sind. 

Der Beweis fiir diese Behauptung ist einer SchluBweise nachgebildet, 
die Herr Hasse in der Arbeit ,Ein weiteres Existenztheorem in der Theorie 
der algebraischen Zahlkérper“ (Mathem. Zeitschr. 24, (1926)) angewandt hat. 
Dazu wird zuniachst u >1 (bzw. > 2 fiir 1, = 2) vorausgesetzt, so daB K,, .,, 
relativ zyklisch vom Grade 1’ iiber & ist. ‘ 

Bestiinde in K,,,, eine Relation w” “ IT e* o}” a id y ; ty 

vi, f " 
mit nicht simtlich mod/, verschwindenden Exponenten %;, 9, Z, so miiBte 
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k (Yoo) =k (JE), db. bekanntlich o” = e-¢/", @ aus k, a$0(I,) 


sein, und es folgte damit in k die Relation JA et of") a» i'r t 5 "an! 


J 


i,j, (ly) 
welche nur so bestehen kann, daB %= 9, = % =0(l,) ist, was der An- 
nahme widerspricht. Also bestehen in K,, nur die trivialen Relationen 
Re e RA Bing 
+4 (im) 1 fiir beliebiges 2. 

Diese Methode la8t sich beim Beweise der oben behaupteten /*-Un- 
abhingigkeit nicht direkt anwenden, weil k die /!’-ten Einheitswurzeln 
nicht enthalt. Es fiihrt aber vollstandige Induktion zum Ziele. Angenommen, 

“ 
i,i, (ena ) 
(w) ¥j : 


(wo sie sich offenbar auf [re Oj | er A. ‘ reduziert) nur so bestehen 
\ hie ix—4 


2 ey 2” 
es sei bereits gezeigt, daB die Relation I ei 0” af? 1 in K,, +, 


kann, daB 2*= y*=2z*=0(1""*) ist (2<%<s,), so kann die linke 
Seite einer Relation in K,,,, J] et o{?' af?" c= 1, die sich wieder auf 
ti, 0 (4) 
Jl, eft of”) a? —1 reduziert, in der Form { TT e&' oi" ape ge- 
(i ) 1,3, 0 
eddies werden. Durch Ziehen der /*~*-ten Wurzel folgt hieraus zu- 
nachst, daB nur stehen bleibt: J] « 1 oil nf — 1 in K,,+.. Dazu 
i,1, 0 ») 
ist nach Induktionsannahme notwendig: z/ = y{ =z =0(l,), also auch 
y=y=%=O0(1. In K,,4, und erst recht in K,, sind hiernach 
alle 1'*-Abhingigkeiten zwischen den Zahlen «&, 0;”, 2”, CP (t=<1,...,¢7 
j=1,...,8; f=—1,...,) mit den trivialen Beziehungen ag = 1 bereits 
erschépft. CH) 

Fiir x = 2 wurde die Induktionsannahme cben bewiesen, so daB der 
Nachweis fiir die behauptete eingeschrinkte /’”-Unabhangigkeit der Zahlen 
e, of”, ae, C2” in K,, unter der Annahme uw >1 bzw. 2 erbracht ist. 

Zum Existenzbeweis unendlich vieler Primideale 0,” in K,, mit den 
Eigenschaften des Hilfssatzes 2 ist noch die folgende Bemerkung wichtig: 

Aci 

Der Kérper K,,.,—= K,,\ ¥ox'/ ist vom Grade I“ (und nicht 1°”) 
iiber K,,, so daB die erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe 
von K,,,, tiber X,, Multiplikation mit der primitiven 1!-ten Einheits- 


uw 
(v) £4 


wurzel bedeutet und die Forderung or -t, " (q°) nicht mehr fiir be- 
(4) 


liebige Exponenten auf die angegebene Art (mit Hilfe des Tschebotareff- 
schen Dichtigkeitssatzes) erfiillt werden kann. Es ist nur noch méglich, 
Restforderungen zu erfiillen, in denen der Exponent z\” = 0(1?""“) ist, und 
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zwar auf folgende Weise: Ist 2”) = —_ i“, so wird in der Substitution o”’, 
zu der p* gehéren soll, der hiccatie VON 6; ')5+n+1 gleich 2,” genommen, 


Dann ist ° ”) 
a, —! 


18 er 


A id ( y ¥ 1(y) » ” 
(vy) *4 i v (*) (v) z — a) 
me ee a Pee mod q,”’, ~~ af mod q,”’. 





Zz ” 
Ist Cf’ = em . (4), so folgt — da (3 =) =(,, mit ~, ok 
wen” (wy ha, a . ” 
- — T, igr a ’) angenommen werden kann — 


. a —1 x”). a er 1 v) 
Zn Ad —_— q— ir —_- = a, s I> mod (qn = 1), 
¥ 


BS = of 8-* ~=mod I, 
’ ’ tn y) 
¢! ) = a ) mod ( : 
“ay” ” 
DaB auch wirklich nar Exponenten z,” = 0(1*"“) auftreten, kann man 
aus der Formel fiir z.’, wie sie im Hilfssatz 2 angegeben wurde, nt 


entnehmen, wenn man noch bedenkt, daB co , = 1, also auch (X;(¢2”) ye =], 
d.h. X;”"(¢%”) = 0(1'""") ist fiir beliebiges f. 

Endlich bleibt jetzt noch zu zeigen, daB die /'’-Unabhangigkeit der 
Zahlen ¢;, 0;”, xf (und —1 fir l= 2) auch dann erhalten bleibt, wenn 
der Grundkérper keine primitive 1-te (bzw. 4-te) Einheitswurzel ent- 
halt und diese zu & adjungiert wird. 

Zunichst sei 1, ungerade. Bestiinde in k({;”) eine Relation: 


, 


o= ae oa a 1 mit 2;, yj, 2 == 0 (1%), so say mandarin nur 


zur - bezgl. k(¢;”)/k itiberzugehen, um zu einem Widerspruch mit 
der /**-Unabhangigkeit im Grundkérper & zu gelangen, da die hierbei zu 
den Exponenten 2, yj, zy hinzutretenden Faktoren als Teiler von /, —1 
sicher keine positiven Potenzen von |, sind. Fiir],—2 ist analog wie oben 


zu schlieBen: Aus a eft of! ne) ® (1) = in k(#) folgt, da k sicher 
die 2-ten Seder a und deshalb genau wie oben verfahren 
werden kann, daB 2 = yj = z = 0(2), (—3)'=3 ist. Da bereits bewiesen 
ist, daB in &(s) (sogar in k(C,,). 8, > 2) aus der eingeschrinkten 2-Unabhingig- 
keit die eingeschrinkte 2‘’-Unabhingigkeit der Zahlen «, o{”, 2{, —1 
folgt, kann also auch in diesem Falle aus Tee at . Ef 1)’ = 1 
in k(¢,,) auf (1) 
y= Yy=z=0 (1%), —1)'= 


ie 
geschlossen werden. Nach dem bereits Gesagten ist damit der Hilfssatz 2 bewiesen. 
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Abschnitt IT. 


Mit Hilfe der bewiesenen Sitze gelingt in diesem Abschnitte der 
Beweis fiir den 


Hauptsatz. Es existiert eine Folge von Kérpern K, mit den Eigen- 
schaften : 


1. Die Galoissche Gruppe G, von K,/k ist isomorph zur Gruppe G 


fiir alle n. 
2. lim (==) &, K,) = X,(a@), gleichmaBig in p. Der Beweis wird natur- 


gema3 durch hetihe der Kérper K, bzw., was, da & Abelsch, damit 
gleichwertig ist, der Idealgruppen H,, zu denen die K, als Klassenkérper 
gehéren, gefiihrt. 


Zunachst werden d konvergente Folgen von Kérpern K;,” (» =1,...,d) 
konstruiert mit den Eigenschaften: 


1’. Die Galoissche Gruppe G,” von Ky” /k ist isomorph zur Gruppe 6”, 

d. h. zyklisch von der Ordnung 1”, 
oy a, K” . see. 3 

2’, lim (f+) = =X," (a), gleichmaBig in p. 

Mit 1’. ist gleichbedeutend: Die Idealgruppe H,” mit dem noch zu 
bestimmenden Fiihrer f\”’ ist so zu konstruieren, daB sie im Bereich aller 
zu f.” primen Ideale eine zyklische Faktorgruppe der Ordnung 1!” besitzt. 
Dazu gehen wir aus von der Darstellung eines beliebigen Ideals a, das 
zu dem Modul f.” =f\"...f%-q” prim ist (wo q+ q”’ fiir » +9’ 
gemaS Hilfssatz 2 gewahite, zu den r;”, j=1,...,8, und p;,f—1,..., n, 
prime Primideale sind): 


(v) @ ° ° ( 
a~ Ts i.a™ mit zu f,” primen «” 





(i5” 
(v) 4% (*, n) ou t¢ (a) (tn (a) = (y) 
(11) (a ) Ts I Ty’ T, mod jf,” 
/ f=1 uw 
ie =(r) 
( ) 
Yat pe =1 mod 9 ” =1 mod —. 
i” 
, n 


Nach einem schon wiederholt benutzten Satze der Gruppentheorie kann 
aus dieser Basisdarstellung (II) aller Ideale, die zu f” prim sind (ihre 
Menge werde mit Mt’ bezeichnet), eine Untergruppe mit zyklischer 
Faktorgruppe der Ordnung /'” mit Hilfe einer linearen Kongruenz mod /?", 
Ly” (a) = = (1%), zwischen den Exponenten aj, cit, t®’ definiert werden. 
Nur ist hier zweierlei zu beachten: Da es sich um die Definition einer 
Idealgruppe handelt, mu8 L\”’(«) = 0(1!") sein fiir die r Grundeinheiten 


aus k, und ferner ist die Darstellung (II) nicht eindeutig; deshalb mub 
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die Linearform L” mod 7%” verschwinden fiir alle nicht identischen Dar- 
stellungen des 1-Ideals. Samtliche iiberhaupt méglichen Relationen zwischen 
den Basiselementen aus (II) werden erfaBt durch die folgenden Dar- 
stellungen der 1: 


hy . 
1/9}. (9)”)-* = (i =1, 2, ..., 8) 
oder, wenn fiir (o,”’)~* seine Darstellung aus (II): 
e g 
(¥)) S n)— eneley a (»y-te (e,”) d = (y) 
er) * Gey re Tr mod j, 


eingesetzt wird: 


e 1 (ol) * 
1" TT Ir! v n)~ eles ’) ro” tn (e ) 1 mod . 


t=1 u« as (”) 


Die Linearform L”’ wird folgendermafen definiert: 
L?(a) = — Aa + 3 X(a) + 10"(e). 
j=1 t=1 


(Diese Definition erscheint willkiirlich. Die Vorbetrachtungen, welche dazu 
gefiihrt haben, L\”(a) gerade so zu wahlen, brauchen hier nicht auf- 
gefiihrt zu werden; vielmehr wird sich die Definition von L,”(a) durch 
die aus ihr folgenden Ergebnisse rechtfertigen. ) 

Die Kongruenz L,”’(a)=0(1'") legt zunichst wirklich eine Ideal- 
gruppe Hi.” (mit zyklischer Faktorgruppe und einem Fiihrer {<”, der in j,” 
als Teiler enthalten ist) fest. Es ist namlich 


LY (e) = 0(1°") (i =1,2,...,r), 
L2? (xf -(9§")-*) = 0(12") (j=1,2,...,8), 


LY” (0) = 0 (1), 
weil nach Wahl von gq” gilt: 


LX (e) = SX"(a) — ty” e) = SX"(a) —_ 2 Xe"(4) > 0 (12"), 


hi . © on 
LE (x) (ry of” )= —AP i 3 Xi"(ef”)+ Ais + 3X" o}”) =0(1"), 


t=1 


LY (o8) = 3 Xi (c5) + 10" ( ety = 3 E60) - 3 ¥ X60") = 0(1°"). 


Der Wert Lee a) mod 1} ist charakteristisch fiir die itis nach H”’, 


welcher das Ideal a angehért, und da speziell fiir das Hauptideal (1,”) 


dieser Kongruenzwert zu /, prim (=1) ist, so ist die Faktorgruppe It,””/H,”’ 
nicht allein zyklisch, sondern auch von der Ordnung /)”. Somit ist das 
Konstruktionsziel 1’. schon erreicht: Die Kérper K,”, die zu den durch 
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LS’(a) = 0(1f") erklirten Idealgruppen H\”’ als Klassenkérper gehéren, 
haben alle Galoissche Gruppen q” (n =1,2,...), welche mit den gegebenen 
Zyklen @” abstrakt iibereinstimmen. Ist {,” erzeugendes Element der 
Gruppe Gy”, so kann nach dem Artinschen Reziprozititsgesetze (A. R. G.) 
kK ue 

(= )= c ” ” gesetat werden. 


\ a 





Bedeutet « eine beliebige Zahl +0 aus & und e@’ eine Hilfszahl zur 
Bildung des Normenrestsymbols 


(2) (ot,8:... dh 


=(¥) 


we’ =amodf®, «’ =1 mod mrt a’ =p -af?, a.) prim zu pr, 
f, 





d. h.: 


so soll gezeigt werden, daB im Hinblick auf das Konstruktionsziel 2’. be- 
reits erreicht ist die Kongruenz: X;”(«) = Lj”’(ay?) mod 1}’. Diese be- 


(¥) 


~ - Kk” ) (») 
sagt — da X;” (a) = poze” ' < (“> - = gi (nt) i. —, da innerhalb 
t 
der Galoisschen Gruppe von K,”/k eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den ,Funktionsanteilen“ X;” (a) und den Normenrestsymbolen der n ersten 
Primideale besteht. Sie wird durch Ausrechnen von L,,” (a,')) nachgewiesen. 
Zunachst sei p; eines der vor Hilfssatz 2 definierten p;’. Die dann be- 


nutzte Zahl 2," ist folgendermaBen normiert gedacht: 


”) "a 
7 . ( ( { ‘ 
Es ist Tn = ay mod yt ), apr = 1 mod =e ; 
i, 
(vy) / \ (y) F a (y) (pp ; L” a’ \ d 8» 
Ln (Gar) = Ly =) =—a’' L, ( = \+ Ln oe) mod I} 
(*) 2 A ¥ 
Pr *nt \Fnt 
nach Konstruktion in | 
2 
Hilfssatz 2 und = LY (— =) —a’ (—Ar’”’) mod 1;* 
nach Wahl von z,:: | nt’ 
nach Wahl von a’: Xp" (a’) +- Ay’ a’ = Xy"(a’ X;’’(«) mod 1? 


Es wurde schon darauf hingewiesen (vor Hilfssate 2), daB nur von 
den Zahlen 2;” her, die zu den Primidealen p,’’? + ;” als Primzahlen ge- 
héren, Restforderungen an die Hilfsprimideale q,” gestellt werden. (Hier- 
von wurde beim Beweise der /!’-Unabhingigkeit der Zahlen 2;’’, 9;” Ge- 
brauch gemacht.) Mit Hilfe des bestimmten Restverhaltens von 2;’’ mod q,’ 
konnte bewiesen werden, daB 


£:: KY XV 
’ ely) t , / , 
(- re -) =o (ist sn) 
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ist, Es zeigt sich nun, da8 auf Grund der Definition von L,”(a) fiir die 


o PF ee 


p/” = 1x” die entsprechenden Gleichungen 
~ ” 
(“3 J= con 4 (x =1,2,...;j=1,2,...,¢@) 
?j 


gelten. Die Ideale j;”’ sind namlich zu allen auftretenden Fiihrern f<” prim, 


und nach einem Satze aus der Theorie des Normenrestsymbols ist deshalb 


«, KE) oe 
»;” = p” ’ 
wenn §," genau zur a-ten Potenz in « aufgeht, d. h. 


a, K® (»)-@° Lx’ ({”) _ (v4 4)” (») X}” (a) 

(7) = =, =¢, =¢, 
da X;""(«) = A{”-@ ist nach Wahl von §;”. Damit kénnen die Ideale r1;”, 
wenn sie einmal gewahit sind, wihrend der ganzen Konstruktion fest bei- 
behalten werden. — Falls die eben festgestellten Gleichungen nicht gelten 
wiirden, hiatten die r{” noch abhangig von m genommen werden miissen, 
um die Angleichung der Normenrestsymbole an die gegebenen Funktionen 
zu erreichen. — 

Die Konstruktion der Idealgruppenfolgen H,” bedarf schlieBlich noch 
einer Erginzung fiir die unendlichen Primstellen ersten Grades aus k. Im Falle 
l, + 2 ist offenbar nur X,,.,(«) =1 méglich, so daB (te) — cer*ver _ 
ist, wenn f,’*” —1 als Bestandteil in den Modul f\” aufgenommen wird. 
Falls 1, = 2 ist, seien der besseren Bezeichnungsweise wegen die unend- 
lichen Primstellen ersten Grades an den Anfang der linearen Anordnung 
der Primideale aus & gestellt und mit p.,, (x =1,..., 17) bezeichnet. 

Die pti aller Zahlen « aus k modp.,, hat die Form 


a=y*  (y®) |), und die Linearform X.” ist einfach X(a) = 0!” -c(a) 
Die Angleichung der Normenrestsymbole (t=) an die gegebenen Funk- 


tionen ie ist bereits erreicht, wenn man p°’,, in den Fiihrer f,” als 


Faktor und X;”’(«) als Summand in Li” («) mit aufnimmt. Ist naimlich 


7” 


, (Poo1, x) = Te “a... 
a’ = « modf, 1 » oul melo © 


(<-Re) (2) we CEE) peor 
, — ” — n . 


Poi, x « 


Die Normierung der BasisgréBen in der Darstellung (II): 


2 ae 1 (ie) co (SE fo) 
a ie]” a” 
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ist natiirlich auch jetzt méglich, da es in jeder Restklasse nach irgendeinem 
Modul Zahlen mit vorgeschriebener Signatur gibt. 

Im Hinblick auf das Konstruktionsziel 2’. ist somit erreicht, da8 fiir 
alle endlichen und unendlichen Primstellen p, aus k (f=1,...,) eine ein- 
eindeutige isomorphe Beziehung zwischen den Funktionswerten X;”(a) und 


den Normenrestsymbolen (==) (f=1,...,) besteht. 

Dem weiteren Beweise — da8 nimlich die Folgen der konstruierten 
Kérper K{” (y=1,...,d) konvergent sind, und daS lim (=) = Xi"(«) 
ist — miissen noch ein paar allgemeine Bemerkungen vorangestellt werden. 


Es bedarf namlich erst einer Festsetzung, was unter einer konver- 
genten Folge von Kérpern zu verstehen ist, und wann zwei Elemente aus 
verschiedenen Abelschen Galoisschen Gruppen G,, G,, welche abstrakt zwar 
gleich, konkret aber nicht aufeinander bezogen sind, als gleich bezeichnet 
werden sollen. Dazu dient die folgende 


Definition. Zwei Idealgruppen H, und H, mit gleichen Faktor- 
gruppen in & heiBen benachbart, wenn es eine Vergleichsidealgruppe V,, ,’ 
gibt, innerhalb deren H,, mit H,, iibereinstimmt, und in welcher alle Klassen 
nach H,, und H,, vertreten sind, so daB also M,n/H, ~ Mn/Hy ~ Va, wl 4a, »’ 
ist. (M, und M,, die Gruppe aller zu f, bzw. f, primen Ideale, 
An, n’ —= [ An, Va, n° | — [ Ay, Va, n’}-) 

H,, und H,, heiBen im besonderen ,,r-benachbart“, wenn der Fiihrer j,, ,. 
von V, ,° nur aus Primstellen p, mit f>r besteht. (f bezieht sich auf 
eine feste Linearanordnung der Primideale aus k, welche auch der an- 
gegebenen Konstruktion der Idealgruppenfolge H,” zugrunde lag.) 


Hierauf gestiitzt soll die Konvergenz einer Idealgruppenfolge folgender- 
maBen definiert werden: 


Definition. Eine Folge von Idealgruppen H, heiBt konvergent, wenn 
zu jedem r ein n(r) existiert, so daB alle H, mit nm >n(r) r-benach- 
bart sind und jedes zu allen Fiihrern f,, prime Ideal @ in Klassen C,, C,,, ,, 
nach H,, H,,,, liegt, welche fiir n >n(a), m> 0, innerhalb V, ,,,, tiber- 
einstimmen. 

Eine konvergente Folge von Idealgruppen legt somit im Bereiche der 
Ideale, welche zu allen Fiihrern f, prim sind, eine bestimmte ,,Grenzklassen- 


einteilung fest, wenn man Klassen C,, C,, ,, nach H,, H,,,,, welche inner- 
halb V. iibereinstimmen, als nicht wesentlich verschieden ansieht. 


nn+m 

Eine Folge von Kérpern K, heiBt konvergent, wenn die Idealgruppen- 
folge der H,, zu denen die K, als Klassenkérper gehéren, konvergiert im 
Sinne der eben ausgesprochenen Definition. 
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Das A.R.G. legt nahe die folgende 


Definition. Zwei Substitutionen 6, und 6, aus den abstrakt iiber- 
einstimmenden zyklischen Galoisschen Gruppen G, und G, von K,/k und 
K,;|k sollen gleich heiBen, wenn die K, und K,; vermége ihrer Klassen- 
kérpereigenschaft zugeordneten Idealgruppen H, und H,, in k benachbart 
sind, und die Klassen nach H, und H,:, welche nach dem A.R.G. den 
beiden Substitutionen 6, und 6, zugeordnet sind, innerhalb V,, ,, iiberein- 
stimmen. 

Lassen sich weiter zwei beliebige, abstrakt gleiche, Galoissche Gruppen 
G, und G, so in das direkte Produkt der Zyklen GY’ =—{o,’} und 
Go = {o,"} (» =1,...,d) zerlegen, daB iiber die Gleichheit von o.” und 


o.” mittels der letzten Definition entschieden werden kann, so sollen zwei Sub- 
: . ” ky » ky . . 
stitutionen aus G, und Gy: o, = [Jon’ ", o, = Jo, ” als gleich bezeichnet 
(y) = (») 


werden, wenn fiir alle »: oa, 6, ist. 

Nach diesen Festsetzungen haben die oben aufgestellten Behauptungen 
einen ganz bestimmten Sinn, und es kann an ihren Beweis herangegangen 
werden. 

Zunichst wird gezeigt, da6 alle konstruierten Idealgruppen H,”’ (» fest) 
fiir n > N,” benachbart sind, und zwar wird behauptet, daB als Vergleichs- 
idealgruppe B,, fiir zwei Gruppen H,.”, Hy"), die folgende Gesamtheit 2,”,, 
von Idealen gewahlt werden kann: 

My”, besteht aus denjenigen Idealen, die eine Darstellung 

(ry) 


(v) _ (v) 


a 
(r) } ( . . . ’ 
a LT” -«”’ bhesitzen mit einem «'”’, das 1'’-ter Potenzrest mod gq, Q). +» 
a 
° 1 


ist und mod ge solchen Restklassen angehért, daB X;”(«”’) = 0(1f") ist 
(f=n-+1,....n+m). 


Fiir n > nj” gehéren alle Einheiten aus k zu mM”... Es gibt namlich 
nach dem Produkttheorem ein n\”, so daB X;”’(e;) = 1, also X(e;) =0(1" 
. +: ~ ¥ i (yr); . rly 8 
ist fiir alle f>nj"(e;), und da J/X; ‘(e) =1, dh. SY Xe" (e;) = 0(0,") 

t=1 t=1 
gilt, ist nach der Formel fiir den Exponenten von ¢; mod q,” (Hilfssatz 2 
die obige Behauptung bewiesen. 

Ferner liegen fiir n >n,” alle o;” in M,’,,; das sieht man genau so wie fiir 
nl”? 

cae . . 2 =, W&) (v) 2” , 

die Einheiten ein, wenn man noch bedenkt, daB SY’ X;(0,”’) + A)” 1,’ =0(1?") 
f=1 

ist. Da schlieBlich das Produkt zweier Ideale aus I,”,, stets wieder zu 

dieser Menge gehért, bildet I)”’,, fiir alle n > nj’ = Max(n,", n,) und 

beliebige m eine Idealgruppe. In dieser stimmen die beiden Idealgruppen 


{ ) - ° . : ° . y y) 
H,;” und H,";, iiberein; das ist klar, weil die Linearformen LY’ und L;’,, 
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fiir alle Ideale aus %,,, identisch sind. Die Ideale des Durchschnittes 


Aen = (Ben, HL’) werden innerhalb &",, charakterisiert durch 
"= 7 ‘ 
Vem = — 5 A af + SX” (a”) = 0(1?"), 
j t=1 


und der Kongruenzwert mod 1”, den das Exponentensystem eines beliebigen 
Ideals aus i. der Linearform V,”’,, erteilt, ist charakteristisch fiir die 
Nebengruppe der — sicher zyklischen — Faktorgruppe mA im, Welcher 
das Ideal angehért. Die Nachbarschaft von H,” und Hy”... (n stets > ni”) 
ist bewiesen, wenn noch gezeigt ist, daB V;,”,, zu l, primer Werte fihig ist, 
denn dann ist, wie verlangt, B.’,,/4{’,, zyklisch von der Ordnung 1!". Fiir 
diesen Nachweis werden zwei Fille unterschieden. Entweder gibt es ein f,”, 
fiir das Xm («) zu l, primer Werte fahig ist; dann braucht man N,” nur 


. ) ») ( 
gleich dem Max (fS”, nj”) anzunehmen, um sicher zu sein, da8 &%,”,, zu 1, 


prime Werte annimmt; oder es gibt kein solches f{”, so daB alle X;” («) 
mindestens durch /} teilbar sind. Im letzteren Falle mu8 notwendig einer 


der Summanden Ai” zu l, prim sein. Ist namlich p;” irgendein Prim- 


(r) 
ideal + den 1” = |” mit der Darstellung i” ine Tl [Tx{?”"*- 2”, so gehen 


; : ' 
in ap’ — abgesehen von /;’-ten Potenzen — nur die Primideale );"’ und r;”’ 


ein. Nach der Produktformel ist also 
— SA)” pit + SX (al) +4? = 00h), 
} 


A? = 24)" en atl oy ¥ (nf?) (127), 
t=1 

links steht, da die X Kn . ) alle durch /, teilbar sind, mindestens einmal 
— nach friiherem also unendlich oft — eine zu |, prime Zahl, so daB dann 
mindestens eines der Aj” zu 1, prim sein mu. In diesem Falle nimmt 
somit V,”,, fiir beliebige Werte von n zu l, prime Werte an, so daB NS? = n\” 
genommen werden kann. Da der Fiihrer der Vergleichsidealgruppe &,"'n 
sich nur aus den Idealen f""*”,..., f"*+",q.”, at), irgendwie zusammen- 
setzt, ist die Idealgruppe HS” (n > N,”) mit allen folgenden H°,, n-be- 
nachbart; die in der Definition der Ronvergens von Idealgruppen auf- 
tretende Zahl n(r) kann hier gleich n fiir r > N,”, gleich Nj” fiir r < Ny” 
gesetzt werden. 

Ein zu allen Fiihrern {\” primes Ideal besteht offenbar nur aus solchen 
Primidealen };, deren pO] ist, und es geniigt zum Konvergenzbeweise der 
Folgen H,”’, nachzuweisen, daB ein belicbiges solches Primideal in Klassen 
On” (fr") und Of? (bf) nach Ax” bzw. Ay'}m liegt, die fiir geniigend 
hohes n und beliebiges m>0 innerhalb B,’,, iibereinstimmen. Da oben 


Mathematische Annalen. 107. 1 
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bereits gesagt wurde, daf der Kongruenzwert von V,.,,(l;”) charakteristisch 
ist fiir die Nebengruppe, welcher ein Ideal aus Br m nach Pi angehért, 


“es as , 
und die Linearformen LY”, L,”) », Vim fiir alle Ideale aus &,",, identisch 
sind, geniigt es zum Nachweis der Konvergenz, die folgende Kongruenz zu 
beweisen: 


Le (61) = Lote (6t”) (7), nen (f). 


Diese Kongruenz gilt trivialerweise fiir die in der Darstellung (II) be- 
nutzten Primideale >|”, denn fiir n =1,2,... ist LY’ (p{”) = —A)” (1) 

Eine genau entsprechende Formel gilt aber auch fiir die Ideale §,’’, 
die von den r,” verschieden sind. Diese gestatten namlich die Darstellung: 


(") 


(y) P 
Dy” IT re A 


( 1% ) 
und es ist 


n 
ly ~ (¥) ( ’ , xiv) se ~( (wl, ~(») 
Le’ (de ) = — 5 Aj” Div’ . > xX: (zy )-T et wy ) (l? F 


j = 


Aus der Produktformel folgt die Existenz eines n™(f’), so dab 


) 
nit’) 


IT Xf? (ae) =1, Xf? ae’) =1 fir f2n(t’). Fir alle n>n‘(f’) 


t=1 
ist deshalb nach der im Hilfssatz 2 angegebenen Formel #,” (z,"’) = 0 (1}”) 
so daB fir n>n“(f’) gilt: 
LY (5?) = — SA)” ple + SX, (al) = — Ad” mod EP 
j=1 t=1 

Die letzten Ergebnisse zusammengenommen besagen die behauptete 
Konvergenz der Folgen der Kérper K,.”. fe. K® 

Es bleibt noch der Nachweis dafiir zu fiihren, da8 lim | >.) = X,” (a) 
ist, gleichmaBig in p. 

Dazu sei von vornherein wieder n>WN,” angenommen. Wird 
« K®\ (K\ (a, KO,\ (Ke | é' 
| " } - | be ); | -- . | =| gesetzt, so ist, da H,” und H,”,, 


(») 
Pr an t/ Pe a 


n+m,t 





benachbart sind, zum Nachweis der Gleichheit dieser Symbole nur zu zeigen, 
daB die Klassen von a,’ und a,”)»,, nach Hy” und H,”,, innerhalb &,"',, 
iibereinstimmen, oder, was in unserem vorliegenden Falle damit gleichwertig 
ist, daB Ly’ (ant) = Loi m(GQn+m,t) (U2”) ist. 

Zu einer beliebigen Zahl « kann ein n‘”(«) > Nj” angegeben werden, 
so daB alle p, mit {>n‘”(«) zu « prim sind und x (a) =1 ist. 

Fiir den Koérper Ky) gilt: 

a) nach Konstruktion 


; . _ ) (») ‘ 

(a, Kiva _(r) Ln (ancrra), t) .() r@ () 

\ D — nl" a) = Onl?\a) fiir f Ss n (a); 
t 
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b) nach einem Satz iiber das Normenrestsymbol 


K* ® ¥ s* v vr 
(= = ( *)) 1=X/"(a) fir f>n(a), aber pp + gore ; 
t 
n'a) vw ni" a) 
» Ky , (@)) vie Kyiv 
ja TCL) wig I (e%) 


p+ Gnl” a) 





a, K%) 
(Rl) 1 = Xe) 
Vala) 

Die Substitutionen aus den verschiedenen G{’, welche Klassen mit 
dem gleichen Kongruenzwert mod 1?” zugeordnet sind, sollen nach der obigen 
Definition als gleich bezeichnet werden. Der Index n bei ¢;’ kann deshalb 
ganz weggelassen und {” als das erzeugende Element der allen Gf” ab- 
strakt gemeinsamen Gruppe @” angesehen werden. Sodann gilt fiir alle 


Primstellen » aus k: 
a, K%, 
( eee | = x ( a“). 


Geht man zu einem Kérper Kx@+m, m > 0, tiber, so bleibt diese Gleich- 


heit erhalten, denn Li q)4m (Qs ye) +m, t) = Lbve) (Qnirye), 1) = Xi" (« ) mod 1,” 
fiir alle f< n,(@)+ m und damit 


¢, &, Kn) +m a S, Kn a ss (») 
= : fir ft<on“’(a) +m, 


Pr t 





a, KX), 
(“Sain | =1=X/"(«) fir f>n(a)+m. 
Da der Index n™(«) allein von « abhingt, erfiillen die Kérper K,” das 
Konstruktionsziel 2’ 
” 
Jim, (>) = X/"(a), gleichmaBig in p. 

Der Beweis des Hauptsatzes ist jetzt leicht zu fiihren. Es wird be- 
hauptet, daB die Folge der Kérper K, = {K,”"} (»=1,...,d) die be- 
haupteten Eigenschaften von einer Stelle an besitzt. 

Zum Nachweis der Eigenschaft 1. ist zu zeigen, daB die Kérper K,” 
bei festem n und »=1,...,d tiber k unabhangig sind; d.h. daB jeder 
von ihnen mit dem Kompositum der iibrigen keinen echten Oberkérper 
von k sar? Duschochnits hat. Das gilt in der Tat fiir jedes n. Denn wegen 
des zu gq” gehérigen primitiven Summanden in L;”’(a) ist q\” in Ky” voll 
verzweigt und geht daher in die Fiihrer aller Karper zwischen k und K,” 
als Faktor ein. (Die Idealgruppe H,”’ eines beliebigen echten Zwischenkérpers 
K® zwischen k und K” laBt sich charakterisieren durch 1; - L,”(a) == 0 mod 1” 
11* 
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mit x < s,, woraus auch zu entnehmen ist, da8 q\”’ in den Fiihrer f,”’ jeder sol- 
chen Ideslgrugpe H;,” eingeht.) Der Fiihrer der Idealgruppe irgendeines Teil- 
kérpers des Kompositums der anderen k® (v’ +») kann sich hingegen 
nur aus den Primidealen p,,..., p,; q’? (v’ ++») zusammensetzen, und 
diese sind alle von q” verschieden. Die Kérper KS” sind daher iiber k 
teilerfremd, und die Galoissche Gruppe G, ihres Kompositums K,/k ist 
das direkte Produkt der Gruppen Gf’ (vy =1,...,d). Da ©” und G,” 
isomorph sind, ist also G, ~ G, und die erste Behauptung bewiesen. 
Die Folge der Kérper K, hat auch die zweite Eigenschaft, die im 
Hauptsatze behauptet wurde. Es v namlich: | 


Jim. (==) = lim I: 234 In. ( = Kr I Xp" (a) = Xp(a), 











gleichmaBig in p. 

Das Ziel dieser Arbeit ist damit erreicht. Fiir beliebige Grundkérper k 
und beliebiges m ist bewiesen, daB sich jede Funktion mit den Eigen- 
schaften €, (¢ = 1, 2,3) zwar nicht notwendig als Normenrestsymbol, wohl 
aber als Grenzwert von Normenrestsymbolen darstellen 1aBt. 


(Eingegangen am 17. 10. 1931.) 
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Den einfachsten Typus eines Baireschen Nullraumes, der aber bereits 
alle wesentlichen Merkmale vereinigt, erhalt man, wenn man alle Folgen 
nichtnegativer ganzer Zahlen als ,,Punkte“ auffaBt und zwei Punkten die 
Entfernung 1/n zuschreibt, wenn sich die beiden definierenden Folgen erst- 
malig an der n-ten Stelle unterscheiden. (Genaueres im § 1.) 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Lebesquesche Maftheorie und die 
Peano-Jordansche Inhaltstheorie auf den Baireschen Nullraum zu iibertragen. 
Jedoch soll diese Ubertragung nicht Selbstzweck sein, sondern die mengen- 
theoretische Grundlage bilden sowohl fiir zahlentheoretische Untersuchungen 
als auch fiir die Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Anwendungen 
in der ersten Richtung gibt unsere gleichzeitig erscheinende Arbeit ,,Mengen- 
theoretische Untersuchung von Eigenschaften der Zahlenreihe‘‘, die Begriindung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine weitere Arbeit des einen von uns. 
Aus diesen Griinden beschrinken wir uns hier auf den Baireschen Null- 
raum, ohne zurzeit die Frage zu erértern, ob und wie weit sich diese Uber- 
legungen allgemein auf vollstindige, separable Riume ausdehnen lassen. 

Alle wesentlichen Satze der Lebesgueschen Theorie, nimlich die, die 
darauf beruhen, daB die meBbaren Mengen ein Borelsches System bilden, 
gelten auch hier. Der Aufbau der MaBtheorie schlieBt sich formal dem 
liblichen fast véllig an. Ein Unterschied wird dadurch bedingt, daB im 

Mathematische Annalen. 107. 12 
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Baireschen Nullraum der Borelsche Uberdeckungssatz nicht gilt. Aus ihm 
aber folgert man meist, z. B. in der Theorie des linearen MaBes, die unent- 
behrliche Tatsache, daB bei zwei verschiedenen Zerlegungen derselben 
offenen Menge in getrennte Intervalle die Summen der Intervalllingen 
beidemal gleich sind. Der Beweis des Analogons zu diesem Satz, den § 3 
erbringt, ist die wesentliche Schwierigkeit bei der Ubertragung der MaB- 
theorie auf den Baireschen Nullraum. 

Die Ubertragung und Verallgemeinerung der Peano-Jordanschen Inhalts- 
theorie nehmen wir erst nach Vollendung der Lebesgueschen MaStheorie vor, 
da es unserem Zweck entspricht, den Kreis der Mengen, die einen Inhalt 
haben, genau abzugrenzen gegen den Bereich der Mengen, die nur ein Ma8 
haben. Diese Abgrenzung erfolgt aber am klarsten, wenn die MaBtheorie 
schon vorliegt. 

Vorkenntnisse irgendwelcher Art werden nicht vorausgesetzt, da die Arbeit 
in Anbetracht der Anwendungen so gestaltet werden soll, daB sie miihelos 
lesbar ist. 


§ 1. 
Den MaBbegriff vorbereitende Definitionen und Sitze. 


Der Bairesche Nullraum entsteht bekanntlich auf folgende Art: 
Gegeben ist eine Folge von Mengen, deren jede endlich oder abzahlbar 

viele Elemente enthalt, aber unendlich viele von ihnen mehr als ein Element. 
Diese Mengenfolge sei 


leer}, {ef}, {ef}, --. OS astm, 
so daB also ¢; + 1 die Anzahl der Elemente der i-ten Menge angibt, falls diese 
Anzahl endlich ist. 
T = (t,, t,, ty, ...) 

besteht also aus ganzen nichtnegativen Zahlen und eventuell dem Symbol oo 
und enthalt unendlich viele von 0 verschiedene t. Wir nennen T den Typus 
des Baireschen Nullraumes. 

Diesen selbst bezeichnen wir immer durch Ky bzw. bei Fragen, fiir die 
der Typus belanglos ist, durch R ohne Typusangabe. Die Punkte von Rr 
sind die Symbolfolgen 


z= eft.) ee») es) sees 0 s 0; s t;. 


Sind z und y zwei Punkte aus &, so wird als ,,Entfernung zy dieser beiden 
Punkte die Zabl 1/n erklart, wenn beide Punkte sich im oberen Index des 
n-ten Symbols unterscheiden, aber in keinem friiheren. Die Entfernung 
zweier Pankte ist also desto kleiner, je weiter die beiden Symbolfolgen tiberein- 
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stimmen, und ist Null, wenn die Symbolfolgen identisch, die Punkte also 
gleich sind. Es gelten, wie man unmittelbar erkennt, folgende drei Regeln 


(1) zy=yr>0dO fir r+y 
(2) s2= 0 
(3) cyt yz => zz. 


Der Bairesche Nullraum ist also ein metrischer Raum. 

Ferner sieht man, da8 er separabel ist, weil offenbar z. B. die abzihlbar 
vielen Punkte, die von irgendeiner Stelle ab als oberen Index nur die Null 
haben, in ® dicht liegen. 

Endlich ist R vollstdndig, d. h. in R konvergiert jede Fundamentalfolge. 
Ist nimlich z, der k-te Punkt der Fundamentalfolge 


oh) oh) fk) 
a = ele) lel?) le) 


so ist nach Definition der Fundamentalfolge fiir jede natiirliche Zahl n 
LyX, < = fiir geeignetes | (n) und jedes k >1. Hieraus folgt nach der Ent- 


fernungserklarung 
oO — oft» = pl+2 — ._... 
n 


=n =n 
Nennt man diese Zahl op, und bildet 
x = ets) er) ef) ..., 
so stimmt z, in einer mit k gleichzeitig unbegrenzt wachsenden Zahl n von 
Anfangselementen mit z iiberein, also ist lim rz, = 0. 


k—> x 

Die Durchsichtigkeit der Eigenschaften von R wird gréBtenteils dadurch 
bedingt, daB es Teilmengen von & gibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen 
sind, und zwar nicht nur die leere Menge und & selbst, fiir die dies trivial ist. 

Der bequemeren Schreibweise wegen sollen solche Mengen hinfort als 
a.o. Mengen bezeichnet werden. 

Wir fiihren fiir eine besonders wichtige Klasse von a. 0. Mengen einen 
Namen ein. 

Definition 1. Ist E die Gesamtheit der Punkte von 8, die mit e's ev) , . vn) 
beginnen (die Zahlen 0,, 02, ..-, Q» liegen fest), so heibt E eine Grundmenge 
n-ter Stufe. Der Raum selbst soll als Grundmenge nullter Stufe gelten, und 
die leere Menge wird auch zu den Grundmengen gerechnet, ohne da ihr eine 
Stufe beigelegt wird. ev ef’). .., e%n) soll der definierende Anfangsabschnitt 
von E heifen und durch E bezeichnet werden. 

Fiir die Grundmengen gelten einige fast triviale Sitze, die spiiter dauernd 
benutzt werden. 

Satz 1. Jede Grundmenge ist a. o. Menge. 

Beweis. DaB E offen ist, ist klar. Gibt es ferner in jeder Nahe von z 
Punkte aus Z, so muB z das Anfanggstiick E haben. Also liegt z in E. Somit 
ist z abgeschlossen. 


12* 
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Satz 2. Die Menge der Grundmengen aus ® ist abzahlbar. 

Beweis. Ordnet man dem Symbol e‘ die (9 + 1)-te Potenz der i-ten 
Primzahl p, zu, so werden die Grundmengen eindeutig auf eine Teilmenge 
der natiirlichen Zahlen abgebildet. 

Satz 3. Haben zwei Grundmengen E, und E, einen Punkt gemeinsam, 
so ist eine der Mengen in der anderen enthalten. 

Beweis. Ist z der gemeinsame Punkt, so ist sowohl E, als auch FE, 
Anfangsstiick von z, also entweder E, Anfangsstiick von E,, oder umgekehrt. 
Diejenige der beiden Grundmengen, die héchstens von der Stufe der anderen 
ist, enthilt somit diese. 

Satz 4. Der Durchschnitt zweier Grundmengen ist Grundmenge. 

Beweis. Die Behauptung ist richtig, wenn der Durchschnitt leer ist, 
anderenfalls nach Satz 3. 

Satz 5. Die Summe von Grundmengen gleicher Stufe ist a.o. Menge. 

Beweis. Da8B die Summe offen ist, ist nach Satz 1 klar. Ist ferner n 
die gemeinsame Stufe der Grundmengen und z ein Punkt, so daB in jeder 
Nahe von z noch Punkte der Summe liegen, so mu8 der Anfangsabschnitt 
der Lange n von z mit dem Anfangsabschnitt gleicher Lange von Punkten 
aus mindestens einer der Grundmengen iibereinstimmen, z mu8 also in min- 
destens einer der Grundmengen liegen, also auch in ihrer Summe. 

Jetzt wollen wir den wichtigsten dieser einfachen Sitze beweisen. Er 
ist ein Analogon zu dem bekannten Satz, daB jede lineare, beschrinkte, offene 
Menge eindeutig als Summe héchstens abzihlbar vieler getrennter offener 
Intervalle darstellbar ist. Auf dieser Analogie, die gewissermaBen 
eine Parallele zwischen den offenen Intervallen und den Grund- 
mengen aufzeigt, beruhen formal alle spiteren Uberlegungen. 

Satz 6. Ist D eine offene Menge, so gibt es ein und nur ein System von 
in D enthaltenen verschiedenen grépten Grundmengen, so daB D die Summe 
der Mengen dieses Systems ist. 

Beweis. Nach Satz 3 sind zwei in © enthaltene gréBte Grundmengen 
entweder gleich oder elementfremd. Da © offen ist, gibt es um jeden Punkt 
von © eine gréBte ganz in D enthaltene Grundmenge. Das System der in 
© enthaltenen verschiedenen gréBten Grundmengen besteht somit aus paar- 
weise fremden Mengen, die jeden Punkt von © enthalten. Somit ist der 
Satz bewiesen. 

Definition 2. Die Darstellung einer offenen Menge als Summe von paar- 
weise fremden griplen Grundmengen heife die Normalform der offenen Menge. 

Satz 7. Haben die offenen Mengen D und D’ die Normalformen 
S= 2 E Ox ~ E,, 
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so hat der Durchschnitt DD’ die Normalform 
OO’ = SE, E;, 
ey 
wenn man leere Summanden fortlapt. 


Beweis. Die behauptete Gleichung gilt nach dem distributiven Gesetz, 
und es ist unmittelbar klar, da8 die Summanden paarweise fremd sind, weil 
dies fiir die Summanden der Normalformen von © und von ©’ gilt. Es bleibt 
also zu zeigen, daB E, EF, entweder leer oder gréBte in D O’ enthaltene Grund- 
menge ist. Da £,E; Grundmenge ist, sagt Satz 4. Gibe es aber eine gréBere 
Grundmenge in D0’, so lige diese a fortiori auch in D und in ©’. Da ent- 
weder EF, E, = E, oder E,E, = E; gilt, wire also entweder EZ, nicht gréBte 
Grundmenge in © oder E; nicht gréBte Grundmenge in ©’. Somit ist der 
Satz bewiesen. 


§ 2. 
Einfiihrung des MaBes der offenen Mengen. 

Satz 6 und die Vorbemerkung zu ihm legt nahe, eine MaBtheorie im Baire- 
schen Nullraum dadurch zu erméglichen, daB man die formale Analogie von 
Intervallen und Grundmengen ausnutzt. Die Zahlenwerte, die z. B. die 
lineare Lebesguesche MaBtheorie den meSbaren Mengen zuordnet, haben 
ihre Quelle in den ,,Langen“ der Intervalle. Da das, was bei uns den Inter- 
vallen entspricht, namlich die Grundmengen, keine ,,Linge“ hat, miissen wir 
den Grundmengen formal ,,Lingen“ aufpriigen, d. h. nicht negative Zahlen 
zuordnen. Dies geschieht durch folgende zwei Axiome. 

Al. Jeder Grundmenge E ist eindeutig eine Zahl |E| >0 zugeordnet, 
die das Ma von E heift. Der leeren Menge ist das Maf Null zugeordnet. 

All. Ist E eine Grundmenge n-ter Stufe und durchléuft E® alle die Grund- 
mengen (n+ 1)-ter Stufe, fiir die E© mit E beginnt, so soll gelten 


‘+1 
|B | ="5 |Bo| 

Die Vorbemerkungen klaren hinreichend den Zweck von AI. Der Zweck 
von ATI ist im wesentlichen, daB bei einer Zerlegung des ,.Intervalls“ E 
in fremde ,,Intervalle‘ E® der genannten Art, die ,,Lange“ des ,,Intervalls* E 
gleich der Summe der ,,Langen“ der genannten fremden ,,Intervalle“ sein soll. 

Die einfachste MaBbestimmung erhailt man, wenn man den Symbolen 
e”) formal nichtnegative Zahlen |e’”| zuordnet, und als MaB der Grund- 
menge E = e@v e@) ... e4n) die Zahl 


|B | = [e2?|-[eg2.. Lede 
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festsetzt. Die Axiome sind dann und nur dann erfiillt, wenn 
J|e?| =1 fir +> 2, 
ry 


Zl] =| 


Wir nennen so eine MaSbestimmung multiplikativ. 

Auf Grund von Satz 6 kénnen wir nun auch fiir eine beliebige offene 
Menge © das MaB |0| festsetzen durch 

Definition 3. Ist D eine offene Menge, so sei 


|D| = 2 El, 


wo E, die Grundmengen der Normalform von D durchlauft, auch falls die Summe 
divergiert*). 

Fiir alles Folgende ist es nun von ausschlaggebender Wichtigkeit, fest- 
zustellen, ob das Ma8 einer offenen Menge © wirklich, wie es nach Definition 3 
scheint, von der Normalform der Menge abhingt oder nicht. Wir wollen also 
untersuchen, ob etwa || eindeutig festliegt, wenn man es als Summe der 
MaBe derjenigen Grundmengen erklart, die in einer beliebigen Zerlegung 
von © in paarweise fremde (nicht notwendig gréBte) Grundmengen auftreten. 

Da8 auch diese Definitionsméglichkeit besteht, soll § 3 zunichst fiir die 
a. 0. Mengen zeigen. Daraus wird es dann spiter leicht fiir alle offenen Mengen 


folgen. Dieses Ergebnis wird demnach die Grundlage der ganzen weiteren 
Theorie sein. 


§ 3. 
Siitze tiber das MaB von a.o.Mengen und offenen Mengen. 

Satz 8. Ist eine a.o. Menge U auf zwei Arten als Summe von paarweise 

fremden Grundmengen dargestellt: 
A= SE, und A= TE, 
so gilt ; 
E|E,| = S1E|(= |%). 
Beweis. Wir iiberzeugen uns zunichst, daB Satz 8 bewiesen ware, wenn 


er fiir den Spezialfall % = KR giilte, so daB man dann also nur diesen wird 
betrachten miissen. 


Es sei 8 das Komplement von & in &, also ebenfalls a. o. Menge, und 
% habe folgende Zerlegung in paarweise fremde Grundmengen: 


S$ =E,+E,+E,+ ad 


Dann gilt 


') DaB |D| stets endlich ist, wird sich spiter ergeben (Satz 11). 
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Ist also der Satz fir A = R richtig, so folgt 
|R| = TB) + SIE) = T/#)+ SIE. 
Also ist auch Y|E,| endlich und man erhilt 
2\£,| = 2|E,|. 
Es bleibt somit die folgende Behauptung zu beweisen: 
Ist R irgendwie als Summe von paarweise fremden Grundmengen dar- 
gestellt: 
R= LE, 
so gilt : 
|R| = 2B. 
Wir bemerken zunichst, daB, wenn irgendeine Grundmenge als Summe von 
beliebig vielen paarweise fremden Grundmengen héchstens n-ter Stufe dar- 
gestellt ist: 
E= Jf, 
a 
stets gilt 
|B| = 2|Zi|. 
Denkt man sich nimlich £; als Summe von paarweise fremden Grundmengen 
genau n-ter Stufe dargestellt: 
E; = 2 Ei, x 
so folgt nach Axiom II sofort 
|Ei| = 2| £i,«\. 


Tut man dies aber fiir jedes A, so folgt sofort die Behauptung durch geeignetes 
Zusammenfassen. 

Es sei nun 3 die vorgelegte Zerlegung des Raumes in paarweise fremde 
Grundmengen. 

Um den Beweis zu fiihren, wollen wir folgende Klasseneinteilung der 
Grundmengen benutzen: 

1. Die Grundmengen E£, der Zerlegung, 

2. die Grundmengen, die mindestens eine Menge aus 1. als echte Teil- 
menge enthalten, 

3. die Grundmengen, die in einer Menge aus 1. als echte Teilmengen 
enthalten sind. 

Da die EZ, paarweise fremd sind und jeder Punkt einem Z, angehért, 
liegt jede Grundmenge in einer und nur einer Klasse. 

Es gilt ferner: 

a) Jede Grundmenge aus 2. ist eindeutig als Summe von Mengen 
aus 1. darstellbar. 
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Dies folgt, da die #, fremd sind und jeder Punkt einem £, angehért. 

b) Ist E,, Grundmenge n-ter Stufe aus 2., so ist jede in E, enthaltene 
Grundmenge E,,,, von (n + 1)-ter Stufe entweder in 1. oder in 2. enthalten. 
Fir n = 0 ist die Behauptung klar. 

Da E,, zu 2. gehért, gibt es ein Z,, so daB FE, C E,. Ware b) falsch, 
so gehérte E,,,, nach 3. Es gibe also ein EZ, so, daB E,,, C E,. Die Stufen 
dieser Mengen sind folgende: 

E,: mindestens von (n + 1)-ter Stufe, da E, echte Teilmenge von E,, 
und diese von n-ter Stufe ist. 

E,s,: von (m+ 1)-ter Stufe 

E,: héchstens von n-ter Stufe, da E,,, echte Teilmenge von £, ist. 

Die n > 0 ersten gemeinsamen Stellen der Punkte von EZ, stimmen mit 
den entsprechenden der Punkte von E, und diese mit den entsprechenden 
der Punkte von E,,,, iiberein, wegen #, C E, und E,,, Cc E,. Alle ge- 
meinsamen Stellen — es sind héchstens n — der Punkte von E£, stimmen 
mit den entsprechenden der Punkte von E,,, iiberein wegen E,,, c 2. 
Es stimmen also alle gemeinsamen Stellen der Punkte von Z, mit den ent- 
sprechenden der Punkte von £, iiberein. Somit gilt Z,2&2,. Da aber 
E, von kleinerer Stufe als F, ist, folgt E, © E£,. Dies ist unméglich und somit 
die Annahme falsch, daB E,,, , zu 3. gehért, also b) bewiesen fiir den Fall n > 0. 

Nun ordnen wir jeder Menge E aus 1. oder 2. eine Eichzahl A(E) zu, 
die die Summe der MaBe der Mengen aus 1. sein soll, in die E nach a) ein- 
deutig zerfillt. Dann gilt 

c) Fiir jede Menge E aus 1. ist A (E) =|E|. 

d) Ist eine Grundmenge Summe von paarweise fremden Grundmengen 
aus 1. oder 2., so ist sie selbst in 1. oder 2. und ihre Eichzahl ist die Summe 
der Eichzahlen der Summanden. 

c) und d) sind ohne weiteres klar. 

e) Gibt es eine Grundmenge E,, n-ter Stufe in 2., fiir die A (E,) + |E,| 
ist, so gibt es in 2. auch eine Grundmenge E,,,, von (n+ 1)-ter Stufe, die 
Teilmenge von E,, ist und fiir die ebenfalls gilt: 


A (Ens) =| Ensal- 


Nach b) nimlich gehért jede in E,, enthaltene Grundmenge H“) von 
(n + 1)-ter Stufe nach 1. oder 2., hat also eine Eichzahl. Wiirde nun fiir 
jedes H® gelten A (H™)=|H™|, so folgt, da E, = SH, wo diese 
paarweise fremd sind, nach d) : 


2 A(H™) = A(E,). 


Andererseits gilt nach den Axiomen und der Gleichung 
A(H™) = }H® | 
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auch 


SA(H®) = J|H”| = |E, |. 
Es ware also entgegen der Voraussetzung 
A (E,) = |E. | 
Darum gibt es ein H — es heiBe E,,, — fiir das gilt 
A (En+1) | En+:} 
Nach c) gehért aber E,,, nicht nach 1., also nach 2. Somit ist e) bewiesen. 
Der Satz, den wir beweisen wollen, lautet nun 
A(R) = | RK}. 
Wir nehmen an, er sei falsch, es sei also A (R) +|R|. Dann muB offenbar 
R = E, eine Grundmenge nullter Stufe aus 2. sein, da R nicht zu 3. gehéren 
kann. Nach e) gibt es also eine Folge {E,}, = 0, 1, 2,... von Grundmengen 
aus 2., von denen jede die folgende enthalt und E,, von n-ter Stufe ist. Dies 
ist aber eine monotone Folge von beschrankten in R abgeschlossenen Mengen, 
deren Durchmesser gegen Null gehen, wobei ® ein vollstandiger Raum ist. 
Also haben diese Mengen genau einen Punkt P gemeinsam. Da P auch einer 
der Mengen aus 1. angehért -- sagen wir E,, —, mu8 diese Menge mit einer 
Menge der Folge, die ja jede P enthaltende Grundmenge enthilt, weil alle 
Stufen durchlaufen werden, iibereinstimmen. Dies ist unméglich, weil jede 
dieser Mengen zu 2. gehért, E,, aber zu 1. Dieses Widerspruchs wegen ist 
die Annahme A (R)+|Rj unméglich, es ist also A(R) =|R| und der 
Satz somit bewiesen’). 
Satz 9. Fiir das MaB von a.o.Mengen gelten folgende Rechenregeln: 
1. Sind UA und B zwei fremde a.o. Mengen, so ist 
|A+ Bl] = |Al+| BI. 
2. Sind U und U' zwei a.o. Mengen und ist UD NUN’, so folyt 
| —H’| = | M|—| M’]. 
3. Unter den Annahmen von 2. gilt 
|| =|" 
. Sind MU und B zwei beliebige a. o. Mengen, so ist 
|X 4B) = || +|B|—| xB}. 
Beweis. 1. folgt wegen Satz8 unmittelbar, wenn man sowohl % als 
auch 8 als Summe von paarweise fremden Grundmengen darstellt. 
2. folgt aus 1., wenn man dort & mit YM’ und BS mit A — M’ identifiziert. 
3. folgt aus 2., da |M%— M'| nie negativ ist. 


a 


*) Diesen auBerordentlich eleganten Beweis verdanken wir Herrn Th. Kaluza, 
so da& wir auf Mitteilung unseres eigenen direkten Beweises, der viel langer ist, ver- 
zichten kénnen. 
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4. Es gilt die Mengengleichung 
u~S= A+ (B— ASB), 
in der die beiden Summanden rechts fremd sind. Nach 1. gilt also wegen 2. 
[A~+ B| =| Al|+|B—AB| = -a/+/B|—| as}. 
Satz 10. Hat die monotone Folge {U,,} von a. 0. Mengen eine a. o. Menge U 
als Grenzmenge, so gilt 
lim |M,| = | MI. 
Beweis. 
iB WM, < Anas, e=1,3.3...° 
Dann ist 
A= A + (A, —%,) + (A, —A,) +....- 
Da die linke Seite und alle Summanden rechts a.o. Mengen sind und die 
letzteren paarweise fremd, folgt nach Satz 8 sofort 
|| = |M,| + | —%|+]/%—%,|+...- 
Also ist nach Satz 9 
[H] = [Wl + UGl—|W)+(%|—|G)t+--., 
somit folgt 


|X| = lim | &, |. 
2. Y% 2 %i1, n=1,2,3...: 


W=R—A und A= KR—4H, 
sind a. o. Mengen. 


Ferner konvergiert {M,} monoton wachsend gegen YM’. Daher gilt nach 1. 
|W’ | = lim | M, |. 
Also folgt | ee 
|R| —| A] = lim (| | — [&, |) = | R] — lim | &, |. 

Hiermit ist Satz 10 bewiesen. 

Satz 11. Sind © und ©’ zwei offene Mengen und D > ©’, 80 gilt 

|| =|". 
Beweis. O= JE, und 0’ = SE; seien die Normalformen von 
‘ k 

© und ©’. Da eine gréBte Grundmenge aus ©’ nie gréBer sein kann als eine 


gréBte Grundmenge aus 0, folgt nach Satz 3, daB jedes E; ganz in einem E, 
enthalten sein mu8. Es sei 


Ei, Ey 4, Es: eee 
die Gesamtheit der E,, die in HZ, enthalten sind. Nach Satz 1. ist  E,, 
v=1 
eine a.o. Menge. Nach Satz9 gilt also 


| 2&,.«| = 21 FS | B;|. 
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Da dies fiir jedes n gilt, folgt 

2 | E,,«| S | Kil: 

=1 


Hiermit ist der Satz bewiesen. 
Satz 12. Sind D und ©’ zwei offene Mengen, so gilt 


|D4.'| =|9/+|9'|—|00"|. 


¥ 


Beweis. 
O= JE; ud O'= JE, 
i k 


seien die Normalformen von © und 0’. 
1. Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall, daB D i 0’ 
eine Grundmenge H ist. Wir bilden die a. o. Mengen 


W = SH, 4 DE; 


t=1 k=1 
Die Folge der Mengen Y,, wichst monoton gegen die Grenzmenge H. Nach 


Satz 10 gilt somit 
lim | %,| = |H|. 


Nach Satz 9 ist 
IM), =—=(|LA\+| FT H|—| Se, 
i=1 t=1 i=zl k=l 
also folgt nach Satz 7 und 9 
|%| = T|#|+ 5|F.|— 2| FFI. 
i=1 k=1 i,k=1 
Somit ist nach Satz 10 


|H| = 


it4s 


|Ey|+ 2 | Hi |— 2 | BF; |. 
1 k=1 i,k=1 
Nach Satz 7 gilt 


|D0'| | EB, E; |. 


1 


7 
ims 


Daher ist 
|H] = |9| + |9’|—|99'|. 
2. Es sei nun D | ©’ beliebig und habe die Normalform 
O+0’= JE,. 

Zunichst ist klar, daB jedes E, bzw. Z,, das einen Punkt mit E, gemeinsam 
hat, ganz in E, liegt (Satz 3). 

D,= £,,+2,.+28,,,;+... und O, = £,,4+2,,.+8,,;4+... 
seien die Summen der FE, bzw. E£;, die in E, liegen. Es gilt also 

O,+0, = E,, 20,=9, xO, = 0. 
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Die Summendarsteliungen von D, und ©, sind ferner Normalformen, denn 
liegt eine gréBte Grundmenge der Obermenge auch in der Untermenge, so 
ist sie in ihr a fortiori gréBte Grundmenge. Nach 1. gilt somit 


|E,| = |,| + |D,| — |, 93). 
Durch Summation iiber » folgt 
}D 4 0'| = |O| + |O'| — L |, Hi]. 
Zu beweisen bleibt also die Gleichung ; 
|\OO'| = J |O,H,|. 
Nach Satz7 gilt die Gleichung 
|O9'| 


Il 


= |D, 03]. 
Man mu8 somit zeigen J 
|D,O;| = 0, wenn v +4. 
In diesem Falle ist 
£©,SE, und O,CE,. 


Da fiir »+A E, und E, fremd ist, ist D,0; die leere Menge und hiermit 
ist der Satz bewiesen. 

Satz 13. Ist {|©,} eine Folge von offenen Mengen, so gilt, wenn © ihre 
Vereinigungsmenge ist, 

\D| = 2 |9,|. 
Beweis. 
O= TE, 0, = J EP 

seien die Normalformen. £, ist offenbar Vereinigungsmenge gewisser E;:”, 
somit ist das MaB von F, kleiner oder gleich der Summe der MaBe der in 
E, enthaltenen Ey. Da sich die E;” vollstandig auf die E, verteilen, folgt 
durch Summation iiber » die Behauptung. 


§ 43), 
Das aiuBere und innere MaB beliebiger Mengen. 


Definition 4. Unter dem duBeren Ma einer beliebigen Menge U ist 
folgende Zahl zu verstehen: 


YU = fin inf ||, 
wo © alle U tiberdeckenden offenen Mengen durchléuft. (fin inf bedeutet untere, 
fin sup obere Grenze.) 
Satz 14. Ist UW CY. so gil 
YW < 4. 


*) In diesem Paragraphen werden dic Satze ohne Beweis angegeben, sofern die * 


iiblichen Beweise sich ibertragen lassen. Die Anordnung der Satze ist so, daB jeder 
Satz allein aus den vorangehenden gefolgert werden kann. Vgl. z. B. E. Kamke: 
Das Lebesguesche Integral. §§ 3—7. Leipzig 1925. 








| 
| 
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Satz 15. Ist D eine offene Menge, so gilt 
5 = ||. 
Satz 16. Sind MU und B zwei beliebige Mengen, so gilt 
UiS+AS< A+B. 
Satz 17. Sind U,,U,,...,U, paarweise fremde Mengen, so gilt 
4+%4+...4+%,5%,+4,4+...4+%,. 


Definition 5. Unter dem inneren Maf einer beliebigen Menge U ist folgende 
Zahl zu verstehen: 





A= |R| —R—A 
(R bedeutet wie immer den ganzen Raum). 
Satz 18. Es gilt 


X> w. 
Satz 19. Ist U cU so gilt 

w < ¥. 
Satz 20. Ist D offen, so gilt 

2 =|). 


Beweis. (R— QO), sei die Summe der Grundmengen n-ter Stufe, die 
mindestens einen Punkt von R — D enthalten. D™ sei die Summe der Grund- 
mengen der Normalform von ©, die héchstens von n-ter Stufe sind. Nach 
Satz 5 sind beide Mengen a.o. Mengen. Offenbar gilt 

OM + (R—O), = KR. 
Also folgt nach Satz 9 

|| + \(R —D),| —_ |R|. 
Aus der Definition von DO” und Definition 3. ergibt sich 
lim | DO | = {OD}. 

Daher gilt we 
Andererseits ist . 

O+R—O = |RI. 
(R—D), ist eine R—DH iiberdeckende a.o. Menge, also ein speziellerer 
Mengentyp, als der zur Definition des iuBeren Maes benutzte. Deshalb gilt 


lim |(R—©O),| > R—D. 


Daher folgt 
22 |9}. 
Nach Satz 18 gilt aber 
o9s5 
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und nach Satz 15 


Somit folgt 


Satz 21. Sind U und B beliebige Mengen, so ist 
UE V+ABSA+B, 
Satz 22. Sind U,,U,,...,U, paarweise fremd, so gilt 
%+%+...+%252%+%+...4+%, 





§ 5. 
Definition des MaBes. 
Definition 6. Gilt fiir irgendeine Menge U die Gleichung 
X= U, 

so soll diese Zahl mit |U\ bezeichnet und das Maf von U genannt werden. U heipt 
dann eine mefbare Menge. 

Auf Grund der Sitze des §4 beweist man nun ohne jede Abweichung 
von dem iiblichen Beweisgang in der Lebesgueschen Ma8*heorie den Hauptsatz. 

Satz 23. Ist {U,,} eine konvergente Folge meBbarer Mengen, so ist auch 
die Grenzmenge U mefbar, und es gilt 


lim |%,| = | 9%]. 


Die SchluBkette, die zu Satz 23 fiihrt, besteht aus folgenden Siatzen: 
Satz 24. Sind MU und YU’ mefbar und ist 
A7W, 
so gilt 
|u| > |e}. 
Satz 25. Sind U und B zwei mefbare Mengen, so ist auch U +B und 
UB mefbar, und es gilt 
|A 4+ Bl + |AB| = | Aj + |B}. 
Satz 26. Sind U und B mefbar und elementfremd, so gilt 
{A+ Bl = |A| + |B}. 
Satz 26. Sind U und U' mefbar und A’ CA, so ist auch A—A' mefbar, 
und es gilt 
{a — W] = | Aj — |W}. 
Satz 27. (%,} sei eine Folge von meBbaren Mengen und U die Vereinigungs- 
menge der Mengen der Folge. Dann ist U meBbar, und es gilt 
[Aj 2) %}. 
Falls die Mengen paarweise fremd sind, gilt bestimmt die Gleichheit. 
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Satz 28. Ist (U,,} eine Folge von meBbaren Mengen, so ist auch der Durch- 
schnitt U der Folge meBbar, und es gilt 


|M| = lim |, W,...%,|. 


Satz 29. Ist {U,} eine monoton wachsende Folge mefbarer Mengen, und 
ist U die Vereinigungsmenge der Folge, so gilt 
|&| = lim | %,|. 


Jeder dieser Sitze folgt auf bekannte Art aus den vorhergehenden und 
ebenso Satz 23 aus diesen Siatzen. 


§ 6. 
Verallgemeinerung der Peano-Jordanschen Inhaltstheorie. 


Man kénnte denken, daB es nach Fertigstellung der MaBtheorie sich 
eriibrige, Analoga zur Peano-Jordanschen Inhaltstheorie zu verfolgen. Unsere 
schon im Vorwort genannte gleichzeitig erscheinende Arbeit zeigt jedoch, 
daB die Inhaltstheorie auf Fragen anwendbar ist, fiir die mit der MaBtheorie 
nichts zu erreichen ist. Dieser Anwendbarkeit wegen wird die Inhaltstheorie 
hier behandelt. 

Definition 7. Ein Mengenkérper*) x heiBe ,,Bezugskérper“, wenn er 
folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Jede Menge aus x ist mefbar. 

2. x enthilt den Raum &. 

Definition 8. Unter dem iuferen x-Inhalt einer beliebigen Menge U 
versteht man die Zahl 

J,(M) = fin inf |«|, 
wo « alle U tiberdeckenden Mengen aus x durchliuft. 

Der Forderung 2. wegen existiert diese Zah] immer. 

Definition 9. Unter dem inneren x-Inhalt einer beliebigen Menge U ver- 
steht man die Zahl 

J, (U4) = fin sup |e’|, 
wo «’ alle in U enthaltenen Mengen aus x durchliuft. 
Da auch die leere Menge zu x gehért, existiert diese Zahl immer. 
Definition 10. Wir sagen, daB U den x-Inhalt J,(U) hat, wenn gilt: 


J,(% =J,(@ [= 4,(M). 


Satz 30. Fiir jede Menge aus x existiert der Inhalt und ist gleich dem Maf. 
Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen. 


4) Ein Mengenkérper ist bekanntlich ein System von Mengen, das mit zwei 
Mengen & und $ zugleich die Summe % + 8 und den Durchschnitt AB enthalt, und, 
falls 6 in & enthalten ist, auch die Differenz & —B. 
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Satz 31. Die Mengen, die einen x-Inhalt haben, bilden einen Kérper &,, 
in dem folgende Rechenregeln gelten: 
1. Sind U und B zwei fremde Mengen mit x-Inhalt, so ist 


J,(U+ B) = J,(M) + J, (8). 
. Haben U und U' einen x-Inhalt und ist UD UA’, so ist 
J,(4—W) = J, (A) —J, (M’). 
3. Unter den Annahmen von 2. gilt 
J,(M) => J, (M). 
4. Sind U und B zwei belielige Mengen mit x-Inhalt, so gilt 
Beweis. a) Wir beweisen zunichst die Behauptung 1. 
a, «', B, 8’, o, o’ seien Mengen aus x, die den Bedingungen geniigen: 
eDUudae’, PB2ABLDPSP, -D2UA+B2l~e. 
Offenbar bilden die « + 8 eine Teilmenge der o und die «’ + ’ eine Teilmenge 
der o’. Ferner sind die «’ fremd zu den f’, weil & und B fremd sind. Hieraus 
folgt 
J,(4 + B) = fin inf |o| < fin inf|« if) = fin inf (/«| +|8|—|aA}) 
= fin inf |a| + fin inf |p| = J, (4) + J,(8), 
J,(4+ B) = finsup|o’|> finsup|a’ + %’| = fin sup |«’| + fin sup |p’ | 
= J,(U) + J, (8). 


Ls] 


Also gilt 

J,(4+ 8) S J,(M) + J.(8) S J.(U+ B). 
Dies bedeutet aber die Existenz des x-Inhalts der Summe und die behauptete 
Gleichung. 

b) Wir zeigen, da8, wenn & und & beide einen x-Inhalt haben, da8 
dann auch 4% einen x-Inhalt hat. «, «’, 8, p’ sollen dieselbe Bedeutung 
wie unter a) besitzen, und x und 2’ sollen die Mengen aus x sein, die der 
Bedingung geniigen: 

za2%UBS2 7’. 
Dann ist af eine Teilmenge der x und «’f’ eine Teilmenge der 7’. 

Da U und 8 einen x-Inhalt haben, gibt es Folgen von (eventuell gleichen) 
Mengen aus x 

Gen Gos Gan ooo ad Uae Gao Gee Gen o> 


B,, B,, B;, -- 2324, Bs, B;, eee 


so daB gilt 
lim |e.| ad JM) ~ mj - fim 18a 7 Js 8) = tn if} 
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Daher gilt 
lim |a,8,| & fin inf |«,8,| & fin inf |«f| > fin inf |x| = J, (4B) 


und 
lim |«;B,| < finsup|«,6;,| < fin sup|«’p’| << finsup|z’| = J, (WB). 
Ferner ist 


Jon Bn| = lem Am| und |a,+B,| & |em+fm| fiir jedes (n, m). 
Daher folgt aus 


[on Bn| = lem] + |Bal|—|@n+Bn| und lon Bn| = |on| + |Bn|—|on+Ba', 
also aus 
| an Bu|—| an Bn| = {en |—len|} + {1Bn|—1Bn |} — {lem +Bn|—lon +B |}; 
da8 mit wachsendem n die linke Seite der Gleichung beliebig klein wird, da8 
die Grenzwerte der beiden Zahlen links existieren und daB gilt 
Tim am By | = lima [a Bs 
Hieraus und aus den obigen Abschitzungen fiir J,(UB) und J, (HB) er- 
gibt sich sofort 
J,(UB) = J, (UB). 
c) Wir wollen jetzt zeigen, da8, wenn & einen x-Inhalt hat, auch die 
Komplementirmenge R — UW einen x-Inhalt hat und daB gilt 
J,(R—UA) = |R|—J, (M). 
a und «’ habe dieselbe Bedeutung wie unter a), 6 und 6’ seien die Mengen 
aus x, die die Bedingung erfiillen: 
62R—AD VU. 
Dann gilt wegen 
R—ea«’ D R—A D R—«, 
J,(R—U) = fin inf |6| < fin inf | R—a«’| = |R|—finsup|a’| = |R|—J, (A), 
J,(R-—U) = fin sup|é’| > finsup |R—a | = |R| — fininf |@ | = |R|—J, (A). 
Also ist 
’ |R| —J,(M SJI.(R—W SJ, (R—A) >| R| —J,(W, 
aiso 
J.(R— = |R|—J,(W. 
d) Wir zeigen, daB, wenn & und B beide einen x-Inhalt haben und A > B 
ist, dann auch 2% — $ einen x-Inhalt hat. 
Es ist nimlich U— B = A(R — B), also folgt aus b) und c) die Be- 
hauptung. 
Von den Aussagen des Satz 31 ist somit bewiesen, daB &, ein K6rper 


ist und auBerdem die Regel 1. 
Mathematische Annalen. 107. 13 
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2. folgt aus 1. unmittelbar. 
3. folgt aus 2. 
4. Es gilt die Mengengleichung 
4; 8 = A+ (S—ASB), 
in der beide Summanden rechts fremd sind. Nach 1. und 2. ergibt sich bieraus 


die Behauptung. 
Satz 32. Es gilt fiir jede Menge U 
J, (UM) = |R| —J,(R—®. 
Beweis. Sind 6 alle Mengen aus x, die die Bedingung erfiillen: 
6b2DR—°A 
und sind «’ alle Mengen aus ~, fiir die gilt 
A=’, 
so ist offenbar die Menge der «’ identisch mit der Menge der R — 6. Also gilt 
J,(M) = finsup| R—4| = | R| —fininf|d| = | R| —J,(R—D 
Satz 33. Es gilt fiir jede Menge U 
JM) suxsusJ,(@ 
Beweis. Fiir jedes «’ CW aus x gilt 
la’'| =e’ =U, also J,(M) <= U. 
Fiir jedes « > aus x gilt: 
laj=a >%, abso J,(4) > 4%. 
Satz 34. Jede Menge, die einen x-Inhalt hat, hat auch ein Maf (aber 
nicht notwendig umgekehrt), und der x-Inhalt stimmt mit dem Maf iiberein 
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 34. 
Wir betrachten nun folgenden ProzeB: 
& > & > &>.. 
sei eine Nullfolge und % eine beliebige Menge. Aus & wird irgendeine in 
M enthaltene Menge «,,, die zu x gehért, gewahit, fiir die gilt 
|our| > a, 
wenn es eine solche Menge gibt. Jetzt wird aus U—a,_, eine x-Menge a, , 
gewahlt, fiir die gilt 
| &i° | = &\- 
Ebenso aus U—a,,—,,, eime x-Menge «,;, die derselben Bedingung 
gentigt. Dies Verfahren mu nach endlich vielen, sagen wir n, Schritten, 
abbrechen, da ja n,e, <— U% sein mub. 
Wir setzen 


™ 


2» %,r = &%. 


=1 
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Nun wird aus der Menge U, = U— «, eine x-Menge a, , gewahlt, fiir die gilt 
| oe, + | = Ep. 

Dann aus U, — a,,, eine x-Menge a, ., fiir die gilt 
| %2,2| = &. 

Auch dies mu8 nach endlich vielen, sagen wir n, Schritten abbrechen, da 

j@ Ne AU, sein mub. 

Wir setzen 

So, = Xo. 


r=1 
Entsprechend fahren wir fort und erzeugen auf diese Art eine Folge 
Oy, Gg, Og, +s 
von x-Mengen, die paarweise fremd und alle in & enthalten sind. 
Definition 11. D a, = UM heibt ein x-Kern von U. [Wir sagen ,,ein“ 
i=1 
x-Kern, da das Konstruktionsprinzip keine eindeutig bestimmte Menge AU 
liefert®). Die Kerne kénnen sich aber nur um Nullmengen unterscheiden.] 
Definition 12. Ist A ein x-Kern von U und (R — UA) ein x-Kern des 
Komplements von U, so heift 


{A— AM} + ((R— A) — (R— A)} 
eine x-Begrenzung von X. 
Satz 35. Fiir jeden x-Kern U“ von U gilt 
J, (HM) = | 1 |, 

Beweis. Zunichst ist nach Definition 11 klar, daB |M| existiert, da 
&@ Summe von abzahlbar vielen meBbaren Mengen ist. (a, ist x-Menge, 
also nach Definition 7 meBbar.) Aus Definition 9 folgt unmittelbar die Un- 
gleichung 

J.(M) > | A}. 
Es sei also 
J,(4) = |A”| +46, 6>0. 
Dann miiBte es eine x-Menge mw geben, so daB gilt 
M>p~ und |p| >|e~| +5. 
Wir wiahlen nun N (6) so groB, da8 in 


N 
Ay = A—JDa, 

i=1 
5) Es ist in dieser Allgemeinheit unmdglich, eine Eindeutigkeit des Kernes zu 
erzwingen, da kein Analogon zum Uberdeckungssatz existiert. Ein einfaches Beispiel 
hierfiir befindet sich in unserer gleichzeitig erscheinenden Arbeit: ,,Mengentheoretische 
Untersuchung von Eigenschaften der Zahlenreihe“, § 10, FuBnote. Den Fall, 

wo eine Eindeutigkeit besteht, behandeln die Definitionen (7a) und (11a). 


18* 
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keine x-Menge # mehr liegt, fiir die gilt 


é 
Dies ist nach Definition der a, méglich. Nun ist 
N 
1) ud a; x-Menge, 
i=1 
NX 
2) w(uU—La) = wUAy x-Menge, 
i=1 
3) uy c Uy. 


Also folgt nach Art der Bestimmung von Wy 


N Xx 

47 | 3 

|e Wy | = juu—p > a;| = luI—le ai|<5- 
=) i=1 


Daher ist 


N 
r) 3 
lel<|a Dd al+ 3514] +5 
i=1 
Dies ist ein Widerspruch zu der iiber das Ma8 von uw gemachten Annahme, 
also ist der Satz bewiesen. 
Satz 36. Hine Menge hat dann und nur dann einen x-Inhalt, wenn das 
Maf ihrer x-Begrenzung Null ist. 
Beweis. a) Existiert J, (M), so gilt nach Satz 34, 35 fiir jeden x-Kern 
}M| = J,(M) = J, (MH) = | AI, 
also 
|a—A”| = 0. 
Entsprechend folgt 
|R—A| = J,(R—A) = J, (R—®D = |(R—A |, 
also 
|(R— M) —(R—W”| = 0. 
Somit ist 
| {A — AM} + ((R— A) —(R— A} | = 0. 
b) Jetzt sei umgekehrt diese letzte Gleichung erfiillt. Aus ihr folgt 


[A — A” | = |(R— WM) —(R— A) | = 0. 
Also ist 


[M| = |%) und |R— A] = |(R—M™|, 
da das MaB der x-Kerne existiert. Nach Satz 35 ist also 
J. (M) = || = |), 
J.(R—M = |(R—W®| = | R— A]. 
Nun ist nach Satz 32 


J,(R—M = | R|—J,(W, 
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daher 
|R—A| = |R|—J,(M, 
also 
J, (UM) = | Uj = J. (%). 

Es gibt nun Fille, in denen man eindeutig den x-Kern definieren kann, 
wenn der Bezugskérper x nimlich noch einer Bedingung geniigt. Dies soll 
kurz angedeutet werden. 

Definition 7a. Der Bezugskérper x heift requliir, wenn er noch die Be- 
dingung erfiillt: 

3. Jede Vereinigungsmenge von Mengen aus x ist auch Vereinigungsmenge 
von abzihlbar vielen Mengen aus x. 

Definition lla. Die Vereinigungsmenge U aller in U enthaltenen Mengen 
aus x heiBt der x-Kern von XY. 

Da man jetzt wegen 3. die MeBbarkeit des so definierten U“ kennt, 
und da &* der Kérpereigenschaft wegen auch als Summe von abzihlbar 
vielen paarweise fremden Mengen aus x dargestellt werden kann, gelten auch 
jetzt Satz 35 und Satz 36. 

Ein regulirer Bezugskérper x ist z. B. der Korper x, der a.o. Mengen. 

Mit Hilfe dieses Kérpers x, kann man fiir die Definition des iuBeren 
und inneren MaBes auch folgende Formulierung wahlen. 

Satz 37. Es ist 

U = fininf J,, (©), 

wo © eine beliebige U tiberdeckende offene Menge ist. Es ist 
W = fin supJ,, (B), 

wo ® eine beliebige, abgeschlossene Teilmenge von UX ist. 

Der Beweis entspricht genau dem, den man fiir die entsprechende Aus- 
sage fiir den linearen Peano-Jordanschen Inhalt und das Lebesguesche Ma8 
iiblicherweise fihrt. 

Ebenso zeigt man leicht: 

Satz 38. Es ist 


W = fin inf ||, 
wo D alle U tiberdeckenden offenen Mengen durchliuft und 
W = fin sup |B, 


wo B alle in U enthaltenen abgeschlossenen Mengen durchliuft. 


§ 7. 
Ein Fall, in dem jede Menge des Raumes meSbar ist. 


Wir setzen voraus, daB es Punkte des Raumes & gibt, die ein von Null 
verschiedenes MaB haben. Ein solcher Punkt soll ein Pol heifen. 
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Ferner soll die Menge aller Pole — es gibt deren offenbar héchstens 
abzihlbar viele —, das MaB | R| haben. 

Wir betrachten das Mengensystem, das alle Pole enthalt und auBerdem 
den ganzen Raum &. 

Als Bezugskérper x wahlen wir den kleinsten K6rper iiber diesem Mengen- 
system. 

Es sei U eine beliebige Menge, « die Menge der Pole in U, 8 die Menge 
der Pole in R-—-U. Offenbar gilt 

Z.(MSjl\le| J(R-WMS>I\Bh\. 
Wegen |a| + |8| = |R| hat man also nach Satz 32 
|R| = jal + |B) SI.) +I.(R—W SI.(M) + J, (R—M = | RI. 
Hieraus folgt . 
J,(R— A) = J,(R—Y). 
Somit ist jede beliebige Menge & meBbar und |A| = |a|, wenn « die Menge 
der Pole in & ist. 

Man kénnte denken, da8 die beiden Voraussetzungen vielleicht nicht 
zugleich erfiillbar sind. Jedoch ist z. B. bei ,,multiplikativer’ MaSbestimmung 
(vgl. §2) immer das Gegenteil der Fall. Gibt es dann iiberhaupt Pole, so ist ihr 
Gesamtma8 immer das MaB des ganzen Raumes. 

Den Symbolen e sind dann Zahlen |e‘”| zugeordnet, so da8 jede 
Grundmenge 

B= ee ... fe 
das Ma8 
|B| = Ile" 
i=1 


erhalt. Ein Pol liegt dann vor und auch nur dann, wenn es eine Folge 
T1, 72, 73,--- gibt, so daB 
IT \¢f?| > 0, 
i=1 
und diese Zahl ist dann das Ma8 des Punktes 
P = vagveyy .... 


Wir wollen jetzt also zeigen, daB hier, wenn es iiberhaupt einen Pol gibt, 
das MaB aller Poie stets |®| ist. 


Es sei 1 > « > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N (e), so daB gilt 
IT |e? \>1—e. 


ti=N+1 


E,, E,, E;,... seien dann alle Grundmengen N-ter Stufe, so daB 
[R| = 512. 
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Ist dann 
r™) r” 
B= dt)... 2), 


so bilden wir den Punkt 


(r) (r9) (-) yi) wa) 
Pi, =¢, *"e@ woe Cy ae Cenk” ee 
Somit ist 
| P,| = |Z, 
i 


| IT |e”? | >| £,| (1 —e). 
' =N+1 
| Daher folgt 


E|P,|>(—#) E|B,| = (1—2)| 8. 


vei = 


Das bedeutet offenbar, daB die Behauptung richtig ist. 





(Eingegangen am 10. 7. 1931.) 
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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit den Folgen natiirlicher Zahlen, 
denen eine Dichte zukommt, d. h. fiir die ein Grenzwert der relativen Haufigkeit 
ihres Vorkommens in der Zahlenreihe existiert. Ist eine solche Zahlenfolge 
durch irgendwelche Teilbarkeitseigenschaften definiert — etwa dadurch, daB 
die Elemente keinen Primfaktor in zweiter Potenz enthalten, oder durch 
kein Paar von aufeinanderfolgenden Primzahlen teilbar sind —, so kann 
man in den Folgen der nach wachsenden Normen geordneten ganzen 


1) Im folgenden werden die Ergebnisse unserer vorstehenden Arbeit: ,,Maf- 
und Inhaltstheorie des Baireschen Nullraums‘*‘ — fortan mit A zitiert — wesentlich 
benutzt. Die mit einem Stern versehenen Paragraphen enthalten nur Erginzungen 
prinzipieller Art und sind zum Versténdnis des Ganzen nicht unbedingt erforderlich. 
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Ideale (oder Ideale einer Klasse) aller algebraischer Zahlkérper, oder auch in 
jeder arithmetischen Folge usf. die entsprechenden Teilfolgen betrachten, 
und es zeigt sich vielfach, daB auch alle diese Teilfolgen Dichten be- 
sitzen. Es liegt daher die Vermutung nahe, da8 die Dichteverteilungen 
innerhalb der Zahlenreihe und der anderen erwaihnten Bereiche nicht 
wesentlich an den GréBenbeziehungen liegen, sondern an gewissen rein 
kombinatorischen Eigenschaften, die diesen Bereichen gemeinsam sind. 
Diesen Tatbestand aufzudecken, ist der wesentliche Zweck der folgenden 
Ausfiihrungen. Wir haben nicht nur versucht, in méglichster Allgemeinheit 
Klassen von Teilmengen der natiirlichen Zahlen (der ganzen Ideale eines 
Kérpers, der arithmetischen Reihen usf.) zu bestimmen, die eine Dichte 
besitzen, sondern wollten vor allem genau diejenigen Eigenschaften der Zahlen- 
rethe finden, aus denen sich die Existenz der Dichte fiir die Folgen der 
untersuchten Klasse ergibt. 


Naturgema8 werden alle erwihnten Bereiche (und noch allgemeinere) 
gemeinsam behandelt. Wir machen von den GréSenbeziehungen keinen 
Gebrauch (vgl. jedoch §2). Die fiir uns wesentlichen Eigenschaften — 
die der Zahlenreihe und allen betrachteten Bereichen gemeinsam sind — 
werden geordnet. Wir gehen von der einfachsten aus (im wesentlichen: 
Existenz der Dichte fiir die Vielfachen einer Primzahl bzw. eines Primideals; 
vgl. §3, Def. 5) und bestimmen die Gesamtheit aller Teilfolgen, fiir die man 
die Existenz der Dichte allein aus dieser Eigenschaft der Zahlenrethe nachweisen 
kann. Man erhilt so einen Existenzsatz fiir Dichten, der natiirlich gleich- 
zeitig fiir alle erwihnten Bereiche bewiesen ist. Um eine umfassendere 
Klasse von Folgen mit Dichten zu erhalten, werden weitere Eigenschaften 
der Zahlenreihe benutzt (zunichst im wesentlichen: daB die relative Haufig- 


keit der durch eine Zahl a teilbaren Zahlen die Dichte = nicht iibersteigt; 


Genaueres siehe §3, Def. 6). Man erhalt wieder die Teilfolgen, fiir die die 
Existenz der Dichte allein auf Grund dieser beiden Eigenschaften der Zahlen- 
reihe nachweisbar ist, und zwar wird die Gesamtheit dieser Folgen wiederum 
gleichzeitig fiir die Zahlkérper usf. festgelegt. So fortschreitend zerpfliickt 
man sozusagen die Kigenschaften der Zahlenreihe, die fiir die Dichteverteilung 
von Bedeutung sind, und ordnet die Ergebnisse nach den Voraussetzungen, 
vermége deren sie wahr sind. Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf 
die beiden erwaihnten Stufen und ist damit nur ein erster Beitrag zu einer 
gemeinsamen Axiomatik der Eigenschaften der Zahlenreihe und der Ideal- 
folgen, auf denen die Dichteverteilungen beruhen. Es ist bemerkenswert, 
da8 sich bereits auf dieser Stufe, d. h. unter Benutzung von nur zwei ganz 
einfachen Verteilungseigenschaften der Zahlen, eine sehr umfassende Ge- 
samtheit von Mengen mit Dichten ergibt. 
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Wie wenig von den Zahleneigenschaften dabei benutzt wird, zeigt auch 
der Umstand, da8 auf dieser Stufe noch prinzipiell keine Fehlerabschit- 
zungen mdglich sind: daher kann z. B. auch der Dirichletsche Primzahlsatz 
auf dieser Stufe noch nicht bewiesen werden. 

Der Bereich der Folgen, fiir die die Existenz der Dichte bewiesen wird, 
ist immer mengentheoretisch charakterisiert ; es ist fiir jede Folge entscheidbar, 
ob sie einem solchen Bereiche angehért oder nicht. 

Die Satze haben durchweg den Charakter von Ezistenzsitzen. Die 
Existenz der Dichte wird in groBer Allgemeinheit bewiesen, u. a. auch fiir 
Folgen, fiir die die Dichte selbst prinzipiell nicht zu berechnen ist, etwa wenn 
in der Definition von solchen Primzahlen Gebrauch gemacht wird, iiber 
deren Verteilung nichts bekannt ist. Das einfachste Beispiel sind Zahlen- 
folgen der Eigenschaft, daB ihre Glieder durch keine (oder durch keine auf- 
einanderfolgenden oder nur durch eine beschrinkte Anzahl von) Primzahlen 
(bzw. Primzahlpotenzen, Primzahlpaaren usf.) einer bestimmten Art teilbar 
sind — wobei iiber diese bestimmten Primzahlen nichts weiter vorausgesetzt 
zu werden braucht. Die Existenz einer Dichte fiir alle solchen und ahn- 
lichen Folgen wird im folgenden rein kombinatorisch bewiesen (gleichzeitig 
fiir die entsprechenden Teilfolgen der Idealreihen, der arithmetischen 
Folgen u.&.), wahrend die GréBe der Dichte natiirlich davon abhingt, 
ob diese Primzahlen in der Primzahlfolge oft vorkommen oder nicht. 

MaBgebend fiir die ganze Untersuchung war nach dem Gesagten der 
axiomatische Gesichtspunkt der Ordnung der Zahleneigenschaften, und ihr 
eigentlicher Zweck besteht in der Festlegung von Folgen mit Dichten zu- 
gleich mit Aufweisung derjenigen Eigenschaften der Zahlenreihe, die diese 
Festlegung erméglichen. Trotzdem ergibt sich fiir alle gegebenen Folgen, 
fiir die die Existenz der Dichte nachgewiesen wurde, auch ein — im all- 
gemeinen recht bequemer — Weg zur praktischen Berechnung der Dichie. 
Als Beispiel einer solchen Berechnung findet man in § 12 (neben trivialen 
Fallen, wie den quadratfreien Zahlen) die Dichte der Zahlen berechnet, die 
eine gerade Anzahl von Primfaktoren in mindestens zweiter (n-ter) Potenz 
enthalten. 

Einen Uberblick tiber die Methoden gibt der §2. Beispiele bringen § 9 
und insbesondere §12. Die mit einem Stern versehenen Paragraphen sind 
fir das Ergebnis der Arbeit nicht wesentlich. Insbesondere bringt § 5* 
den Nachweis, da8 die in dieser Arbeit benutzten Eigenschaften der Zahlen- 
reihe einerseits voneinander und andererseits von den Zahlenwerten un- 
abhingig sind. Das letztere ist fiir den axiomatischen Gesichtspunkt von 
Bedeutung. §8* bringt den Nachweis, daB der in §7 gefundene Bereich 
auch alle Folgen enthilt, fiir die die Existenz der Dichte nur aus der einen 
benutzten Zahleneigenschaft nachweisbar ist. 
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§1. 

Erweiterung des Zahlenbereiches zum Baireschen Nullraum. 

Um die Zahlenreihe, die Idealfolgen und andere Bereiche gleichzeitig 
behandeln and von allen GréBenbeziehungen absehen zu kénnen, bilden wir 
sie auf ein rein kombinatorisches Schema ab. Wir betrachten zunichst den 
Bereich der natiirlichen Zahlen und ordnen die Primzahlen irgendwie, etwa 
nach wachsender GréBe. Bezeichnet man die i-te Primzahl mit p,, so kann 
man formal jede Zahl genau auf eine Weise als unendliches Produkt 

pi pie... phi... 
darstellen, wobei allerdings bloB endlich viele Exponenten 4; von Null ver- 
schieden sind. Umgekehrt stellt jedes solches Produkt eine Zahi dar. Fiir 
uns ist es wesentlich, den Zahlbereich zu erweitern, indem wir die Ein- 
schrinkung, da8 nur endlich viele Exponenten von Null verschieden sein 
sollen, fallen lassen, und jeder Folge von nichtnegativen ganzen Zahlen {A,} 
ein Symbol 

es) ea) ea)... 
zuordnen, das wir als Punkt eines Baireschen Nullraumes auffassen. Wir 
bezeichnen diesen Raum mit ®. Er ist in der Sprechweise von A, § 1 
vom Typus (90, oo,...), d.h. die oberen Indizes durchlaufen unabhangig 
voneinander alle nichtnegativen ganzen Zahlen. Im folgenden wird nur von 
diesem Typus die Rede sein. Den Zahlen entsprechen eineindeutig diejenigen 
Punkte, deren Darstellung nur endlich viele von Null verschiedene obere 
Indizes enthalt, und man erhilt die betreffende Zahl, wenn man in der Punkt- 
darstellung die Symbole e) durch p* ersetzt. Wir werden, wenn keine 
Verwechslung zu befiirchten sein wird, diese, den Zahlen entsprechenden 
Punkte schlechthin Zahlen nennen. 

Als ,,Entfernung zweier Punkte eve)... und ef’) ef")... definiert 
man bekanntlich ~, wenn A, + ¥,, aber A, = », firs <m. Aus dieser Fest- 
setzung (die weiter nicht benutzt wird) folgt, daf die ,,Zahlen“ in R eine 
tiberall dichte Menge bilden, die separierend ist, da sie keine offene Menge 
enthalt. Die einfachsten offenen Mengen, die gleichzeitig abgeschlossen sind 
(A, § 1), sind die Grundmengen. 

Eine Grundmenge n-ter Stufe E = e@ve%) ... en), d.h. die Gesamtheit 
aller mit diesem Abschnitt beginnenden Punkte enthalt diejenigen und nur 
diejenigen Zahlen, die genau durch die Primzahlpotenzen pi, piz, ..., p/n 
teilbar sind (,,genau durch pik teilbar“ soll besagen: teilbar durch p/*, nicht 
aber durch pe*?; fiir 2, = 0: nicht durch p, teilbar). Anders ausgedriickt: 
die Grundmenge EF umfaBt genau diejenigen Zahlen, deren Primzahlzerlegung 
bis zur n-ten Stelle mit 


Ay Ae pin 
Pi Pit +++ PB 
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iibereinstimmt, wobei zu beachten ist, daB auch die letzten Exponenten 
verschwinden kénnen (es ist also zwischen 2' und 2! 3°5° wohl zu unter- 
scheiden). Die ,,Zahlen‘‘ des Baireschen Nullraumes kénnen wir als Bild 
auch von anderen Bereichen als der Zahlenreihe benutzen. Z. B. gelangt 
man zum selben Raume ®, wenn man von den Zahlen der meisten Folgen 
natiirlicher Zahlen ausgeht, etwa von einer arithmetischen Reihe. Wir kénnen 
aber auch die ganzen Ideale eines algebraischen Zahlkérpers endlichen Grades 
nach wachsenden Normen ordnen, wobei die Reihenfolge der Ideale mit 
derselben Norm (deren Anzahl in jedem Kérper beschrinkt ist) beliebig ge- 
wahlt werden kann. Ordnet man ebenso die Primideale p,, so kénnen wir 
den Raum & auch als Erweiterung der Idealfolge (oder der Folge der Ideale 
einer Klasse) des Kérpers betrachten, usf. 

Betrachten wir zunichst wieder den Zahlbereich. Wir werden die Folgen, 
fiir die wir die Existenz der Dichte nachweisen kénnen, dadurch charakteri- 
sieren, daB sie in eine Punktmenge eines bestimmten Mengenkérpers aus R 
,»einbettbar“ sind, d. h. daB es eine Menge des Kérpers gibt, die an ,,Zahlen“ 
die Zahlen der Folge und nur diese enthalt. Wir werden nun eine MaBbestim- 
mung*) des Raumes ® geméiB den Axiomen A I—II einfiihren derart, daB 
die Dichte der betrachteten Folgen immer gleich sein wird dem Ma8 der 
betreffenden Menge. Dann miissen vor allem auch die Grundmengen 
MaBe besitzen, die gleich sind der Dichte der in ihnen enthaltenen 
Zahlen in der Zahlenreihe; d.h. die Grundmenge E = eve). . . e4n) 
mu8 als MaB die Dichte der ,,genau“ durch p, p}, . . ., pin teilbaren Zahlen 
besitzen, also — wie leicht ersichtlich — die Zahl 


eh) oe ey: ee 
(7 Fri) (7 yar) (pr wT) 


Diese Zuordnung kénnen wir vornehbmen, da sie den Axiomen A I—II ge- 


niigt. Bezeichnet man namlich die in F enthaltenen Grundmengen (n + 1)-ter 
Stufe 
Av Bd... en) ef $ = 0, 1, 3,... 


n+1? 


mit E®, so daB FE = Dy E®, so ergibt sich aus der Zuordnung 
i=0o 
a ; oo l 1 
d, |B|=|8!- D' (5 — 741) = IF 
t1=0 i=9 n+1 n+1 





Ferner gilt Dy | & | = 1, so daB insbesondere | R| = 1 wird. 
1=0 


*) Das Wort MaBbestimmung bezieht sich in dieser Arbeit immer auf die 
Definition der MaBe im Sinne der Axiome A I—II, nicht auf die Entfernungsdefinition, 
die fest (und unwesentlich) ist. 
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Definition 1. Der Bairesche Nullraum heiBt dem Zahlenbereich zugeordnet, 
wenn den Symbolen e%.) formal die Zahlen 
lg [=2_ 1 
pet pit 
zugeordnet sind; das MaB der Grundmenge*) E = efvefs). . . e@n) ist 


n 


— |e a Bl on l . 

| B| = |e] - [ee] --- eam] = ae Te ae y 

Die so definierte MaSbestimmung ist multiplikativ, im Sinne von A, 

§ 2. Entsprechend hatte man z.B. die MaSbestimmung fiir R zu defi- 

nieren, wenn er der arithmetischen Folge a + nd (a, d teilerfremd) zugeordnet 

sein soll. Der einzige Unterschied ist, daB die in d aufgehenden Primzahlen 

nicht vorkommen und die Zuordnung der Symbole e“ zu den Primzahlen 

sich entsprechend andert. Ebenso haben wir die MaSbestimmung fiir die 

Idealfolgen algebraischer Zahlkérper einzurichten. Wir definieren zunichst 
rein formal: 


Definition 2. Der Bairesche Nullraum heift dem Zahlkérper Q zugeordnet, 
wenn den Symbolen e” formal die Zahlen 





| e) | = l a l 
"' N(%) N(R *") 


zugeordnet sind. Das Maf der Grundmenge E = e@d ef»)... en) ist 
n 


on Lal 2 Ne l 7 dy 
ee N(p**) mercoy/ At — ep) 
Dabei wurde, wie iiblich, mit N (a) die Norm des Ideals a bezeichnet. In 
§ 4 wird bewiesen, daB das so definierte MaB der Grundmenge FE wiederum 
gleich ist der Dichte der ganzen Ideale, die in der Grundmenge enthalten 
sind. Es versteht sich von selbst, wie die Definition 2 abzuiindern ist, wenn 
man nur die Ideale einer Klasse betrachten will. 





§ 2. 
Uberblick. 

Der Grundgedanke der vorliegenden Untersuchung besteht im folgenden: 
Wir denken uns zuniichst die Zahlen (bzw. die ganzen Ideale eines algebraischen 
ZahlkGrpers) in einer Matrix angeordnet, indem wir in die i-te Zeile der k-ten 
Spalte p* schreiben, wenn die Zahl k, oder allgemein, wenn das k-te Ideal 


3) Es ist zu beachten, daB sich das so definierte MaB von der g-Funktion dadurch 
unterscheidet, daB einige Exponenten verschwinden kénnen. 
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genau durch p? teilbar ist. In der k-ten Spalte befindet sich also die formal 
unendliche Primzahlzerlegung der Zahl k, oder, wie wir kiirzer sagen wollen, 
die Zahl k (bzw. das k-te Ideal). Diese Matrix und der Raum § sind einander 
zugeordnet, indem eine Grundmenge E = e@ve(s).. . ew als MaB | F| den 
Grenzwert der relativen Hiufigkeit der Spalten besitzt, bei denen in der 
i-ten Zeile fiir i = 1,2,...,m genau p¥ steht. Wir wollen nun aber nicht 
von allen Eigenschaften der Zahlenmatrix Gebrauch machen, sondern wollen 
den Kreis der benutzten Eigenschaften schrittweise erweitern. Wir miissen 
daher neben der Zahlenmatrix andere Matrizen betrachten, die mit ihr jene 
Eigenschaften gemeinsam haben. Wir betrachten daher auch Matrizen, 
deren Spalten nicht mehr Zahlen sein miissen, sondern beliebige Punkte 
des Raumes & (in der #-ten Zeile der k-ten Spalte steht cin beliebiges Symbol e, 
wobei nun auch unendlich viele obere Indizes der in derselben Spalte vor- 
kommenden Symbole von Null verschieden sein diirfen). Wir werden dann 
von einer beliebigen Menge & des Raumes ® sagen, sie sei in der k-ten Spalte 
der Matrix F vertreten, wenn diese Spalte einen ihrer Punkte darstellt. Dann 
kénnen wir die ,,relative Haufigkeit der Menge & in der Matrix bis 
zur k-ten Stelle“ betrachten, d.h. die Anzahl] derjenigen Spalten bis zur 
k-ten, in denen die Menge & vertreten ist, dividiert durch k. Wenn der Grenz- 
wert dieser relativen Haufigkeit fiir k - co existiert, werden wir von einer 
Dichte der Menge & in der betreffenden Matrix sprechen. Der Bereich der 
erwahnten Matrizen ist natiirlich zu umfangreich. Wir werden ihn schritt- 
weise einschranken (erste und zweite Aquivalenzklasse), indem wir nur solche 
Matrizen zulassen, die gewisse Eigenschaften der Zahlenmatrix besitzen, 
die sich auf die relative Hiufigkeit des Vorkommens der Grundmengen 
beziehen; im iibrigen wird durch Konstruktion ihre Unabhangigkeit 
bewiesen. Die erste Aufgabe besteht darin, alle diejenigen Mengen des 
Raumes zu bestimmen, denen eine Dichte zukommt, und zwar dieselbe in 
allen zugelassenen Matrizen (allen Matrizen derselben Aquivalenzklasse). 
» Ist nun eine Zahlenfolge in eine solche Menge einbettbar, d.h. gibt es eine 
Menge der betrachteten Art, die alle und nur die Zahlen der gegebenen Folge 
enthalt, so besitzt diese Zahlenfolge eine Dichte. Denn die Menge besitzt 
nach Voraussetzung auch in der Zahlenmatrix eine Dichte, ist aber in dieser 
durch alle und nur die Zahlen der gegebenen Folge vertreten, so daB die 
Dichte der Menge gleich ist der Dichte der gegebenen Folge in der Zahlen- 
reihe. Die Frage aber, ob eine vorgelegte Zahlenfolge in diesem Sinne ein- 
bettbar ist, ist prinzipiell (und auch praktisch) immer entscheidbar. Die 
Dichten selbst werden sich weitgehend gleich dem Maf der betrefjenden Menge 
im Raume R erweisen. 

Damit ist nicht nur ein Existenzbeweis fiir Dichten von gewissen Zahlen- 
folgen erbracht, sondern es sind zugleich alle Zahlenfolgen bestimmt, fiir die 
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man die Dichte allein auf Grund der benutzten Zahleneigenschaften nach- 


weisen kann. 


Natiirlich gilt Entsprechendes fiir die Ideale der Zahlkérper (und andere 
Bereiche); man hat blo8 den Raum R mit der entsprechenden Ma8bestimmung 
auszustatten. Da sich der Bereich der Folgen mit Dichte mengentheoretisch 
festlegen lassen wird, kénnen wir alle Fille gleichzeitig behandeln, indem 
wir von einem Baitreschen Nullraum mit bestimmter MaBbestimmung ausgehen, 
die den Axiomen A I—II geniigt, im iibrigen aber ganz willkiirlich ist. Bei 
geeigneter Spezialisierung gem&B §1 erhalten wir dann den dem Zahlen- 
bereich bzw. den dem betrachteten Kérper zugeordneten Raum. Dem Raume 
wird eine Gesamtheit von Matrizen zugeordnet, deren Spalten Punkte dar- 
stellen im oben erlaiuterten Sinne. Die Forderungen, denen diese Matrizen 
geniigen sollen, sind in weiten AusmaBen willkirlich — es kénnen irgendwelche 
voneinander unabhangige Eigenschaften der Zahlenmatrix sein. Wir werden 
so vorgehen, daB wir zunachst bloB verlangen, daf jeder Grundmenge E 
in der Matrix F eine Dichte (F, E) zukommt, die gleich ihrem Maf | E | ist. 
Alle Matrizen, die diese Forderung erfiillen (R und seine MaBSbestimmung 
festgegeben gedacht!) bilden die erste Aquivalenzklasse in bezug auf R. Durch 
Konstruktion wird gezeigt, daB bei beliebiger MaSbestimmung solche 
Matrizen existieren (§5*), und zwar auch solche, deren simtliche Spalten 
,Zahlen“ darstellen (nur endlich viele von Null verschiedene obere Indizes 
enthalten). Bei allgemeiner MaSbestimmung kann man also sagen, da der 
Raum einem Pseudozahlenbereich zugeordnet ist, mit beliebig vorgegebenen 
Dichten der Vielfachen einer ,,Primzahl“. Insbesondere geniigt bei der MaB- 
bestimmung des § 1 die Zahlenmatrix bzw. die Kérpermatrix dieser Forderung. 

Aus dieser Forderung ergibt sich (§ 7), daB jeder gleichzeitig offenen und 
abgeschlossenen Menge — ,,a. o. Menge“ in der Bezeichnung von A, § 1 — 
in allen Matrizen der ersten Aquivalenzklasse eine Dichte zukommt, die gleich 
ist ihrem Ma8. Kann man nun eine beliebig vorgegebene Menge & zwischen 
zwei a.o. Mengen ,,e-einschlieBen“, d.h. gibt es zu jedem e>0 zwei 
a. o. Mengen M und M, so daB 

MoAoOR 
und fiir die MaBe 
|[M|—|R| <e 

gilt, so besitzt auch die Menge & in allen Matrizen der Klasse eine Dichte, 
die wiederum gleich ihrem MaBe ist. Alle diese Mengen bilden einen K6rper 8,,, 
d. h. Summe, Differenz und Durchschnitt zweier solcher Mengen haben wieder 
dieselbe Eigenschaft. Es ist das der Kérper der Mengen mit Inhalt in bezug 
auf den Kérper x, der a. o. Mengen (A, §6). Es ist bemerkenswert, da8 
diesem verhaltnismaBig umfangreichen Mengenkérper in allen Matrizen der 
ersten Aquivalenzklasse Dichten zukommen, allein auf Grund der einen 
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Forderung, die (vgl. §5*) den Zahlbereich nicht im entferntesten festlegt. 
Zahlentheoretisch ergeben sich Dichten fiir alle diejenigen Zahlenfolgen, die 
in eine Menge des Korpers &,, einbettbar sind, d.h. wenn es eine Menge 
des Kérpers gibt, die die Zahlen der Folge und nur diese enthalt. Und zwar 
ergibt sich die Existenz der Dichte fiir diese Folgen allein auf Grund der 
Eigenschaft der Zahlenreihe, daB die Vielfachen einer Primzahl eine Dichte 
besitzen, wahrend andere Eigenschaften, etwa Teilbarkeitseigenschaften, 
Existenz von Primzahlen in der Zahlenreihe usf., nicht benutzt werden. 
In § 8* wird bewiesen, daB der Kérper &,, auch alle Mengen enthilt, die allein 
auf Grund der ersten Forderung Dichten besitzen, d.h. man kann zu jeder 
Menge, die dem Kérper nicht angehért, eine Matrix der Aquivalenzklasse 
angeben, in der sie keine Dichte besitzt. Der so bestimmte Mengenbereich 
laBt sich noch wesentlich vergréBern. 

Will man nach dieser Methode noch weiteren Mengenklassen Dichten 
zuordnen, so mu8 man die Aquivalenzklasse einschranken, indem man an 
die Matrizen weitere Forderungen stellt, die in der Zahlenmatrix erfiillt sind. 
Als zweckmaBige solche Forderung erweist sich die Eigenschaft der Zahlen- 
reihe, daB sich die relative Haufigkeit der Vielfachen einer Zahl a von unten 
threm Grenzwert nihert, d. h. nie gréBer wird als dieser. Diese Zusatzforderung 
— so gemildert, daB sie auch in algebraischen Zahlkérpern richtig bleibt — 
legt einen Teil der ersten Klasse fest, den wir die zweite Aquivalenzklasse 
nennen wollen (§ 3). Diese Zusatzforderung ist von der ersten unabhingig, 
und es zeigt sich, daB auch noch die zweite Aquivalenzklasse bei keiner erlaubten 
Mafbestimmung leer ist. (Das hei®t, daB man ,,Pseudozahlenfolgen“ kon- 
struieren kann, die mit der Zahlenreihe die benutzten Eigenschaften gemeinsam 
haben, in denen aber die Vielfachen einer Primzahl vorgegebene — auch 
irrationale — Dichten besitzen. Es werden also auch hier noch keine GréBen- 
beziehungen benutzt.) Wir finden wiederum einen Kérper x, von Mengen, 
von denen bewiesen werden kann, daB sie in allen Matrizen der zweiten 
Aquivalenzklasse Dichten besitzen, die gleich ihren MaBen sind (§ 10). Wie 
vorhin wird dieser Bereich zu einem Kérper &,, der ,,in x, e-einschlieBbaren 
Mengen“ erweitert: Alle Mengen dieses Kérpers besitzen Dichten, die gleich 
sind ihrem Ma8. Dieser Bereich ist — wie die Beispiele des § 12 zeigen — 
bereits sehr umfassend, obwohl die zweite Forderung auch im Falle des den 
Zahlen zugeordneten Raumes die Zahlenmatrix noch langst nicht festlegt: 
z. B. umfa8t die zweite Aquivalenzklasse auch Matrizen, in denen keine Spalte 
eine ungerade Anzahl von Symbolen e mit A > 0 enthalt, und die Theorie ist 
auch anwendbar, wenn den Grundmengen irrationale Zahlen zugeordnet sind. 

So fortfahrend wiirde man durch immer weitere Einschrinkung der 
Aquivalenzklassen immer gréBere Mengenbereiche mit Dichten erhalten. 
Diese Mengen werden in einem Kérper x zusammengefaBt, und dieser nach 
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der in A, §6 entwickelten Methode zu einem umfassenderen Kérper &, 
derjenigen Mengen erweitert, die in bezug auf x einen Inhalt besitzen: fiir 
diese ist dann die Existenz der Dichte bewiesen. Zahlentheoretisch: je mehr 
Eigenschaften der Zahlenreihe mitbenutzt werden, um so mehr Verteilungs- 
sitze erhilt man. Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf die Entwicklung 
der Methode und die Aufstellung der ersten beiden Aquivalenzklassen. 

Zwischen den x-Kérpern und den &,-Kérpern besteht ein prinzipieller 
Unterschied. Die ersteren sind rein mengentheoretisch definiert, unabhingig 
von der MaSbestimmung des Raumes (d. h. von der GréBe der Dichte der 
durch eine Primzahl teilbaren Zahlen), wahrend die R,-K6érper von der MaB- 
bestimmung abhangig sind. Die Existenzsitze fiir die x-Kérper sind somit 
rein kombinatorischer Natur. . 

Es ist leicht, sich Rechenschaft davon abzulegen, ob gewisse Verteilungs- 
sitze allein auf Grund der bereits gemachten Annahmen beweisbar sind. 
So kann sich beispielsweise allein auf Grund der beiden erwaihnten 
Forderungen der Dirichletsche Primzahlensatz fiir arithmetische 
Folgen nicht ergeben, da es, wie erwahnt, Matrizen der zweiten Aquivalenz- 
klasse gibt, die keine ,,Primzahlen‘‘ enthalten. Hingegen iibertragen sich die 
bewiesenen Existenzsitze miihelos nicht nur auf die arithmetischen, sondern 
auch auf noch viel allgemeinere Folgen (§ 13, SchluBbemerkung). Wollte 
man den Dirichletschen Satz selbst erfassen, so miiBte man weitere Zusatz- 
axiome aufstellen, die die Existenz von Primzahlen garantieren. Ahnlich 
folgt itibrigens, daB auf den in dieser Arbeit entwickelten Stufen 
asymptotische Abschatzungen fiir die Differenz der relativen Haufigkeit 
und ihres Grenzwertes nicht méglich sind, auch nicht fiir solche Mengen, 
die eine Dichte besitzen. Denn die Anniherung in den einzelnen Matrizen 
findet ungleichmaBig statt. Es fallt aber leicht, durch weitere Zusatzforderungen 
solche Abschaétzungen zu finden. 

Alle diese Ausfiihrungen gelten gleichzeitig auch fiir algebraische Zahl- 
kérper von endlichem Grade (§ 4). Will man die Dichte einer vorgegebenen 
Zahlenfolge bestimmen, so hat man eine solche Menge des zugeordneten 
Raumes zu suchen, die alle Zahlen der Folge und nur diese umfaBt, und die 
einem von uns bestimmten Kérper angehért: falls eine solche existiert, 
liefert ihr Ma8B die Dichte der betreffenden Zahlenfolge (wesentlich ist dabei, 
daB die Menge dem Kérper angehért: eine genau die betrachteten Zahlen 
umfassende Menge bilden ja auch diese selbst, doch ist ihr Ma8 immer Null 
und hat im allgemeinen nichts mit der Dichte zu tun). Fiir die meisten Zahlen- 
folgen vom iiblichen Typus sind leicht solche Mengen angebbar (vgl. ins- 
besondere §12). So erhalt man ganz allgemeine Sitze, wie etwa, daB alle 
Zahlenfolgen eine Dichte besitzen, bei deren Primzahlzerlegungen die Exponenten 
Null und Fins gleichberechtigt sind, in dem Sinne, daB wieder eine Zahl der 
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Folge entsteht, wenn man in der (formal unendlichen) Primzahlzerlegung 
einer Zahl der Folge endlich oft den Exponenten Null durch Eins oder den 
Exponenten Eins durch Null ersetzt. Beispiele fiir solche Folgen finden sich 
in § 12. 


§ 3. 
Die dem Raume zugeordneten Matrizen. 


Wir gehen von einem Baireschen Nullraum ® aus, dessen Punkte in 
der Form e@ e@»)e4s) ... dargestellt seien, wobei die 2; alle nichtnegativen 
ganzen Zahlen durchlaufen. Der EKinfachheit halber setzen wir von der 
MaB8bestimmung voraus, daB sie multiplikativ ist (A, § 2), d.h. daB den 
Symbolen e%:) formal nichtnegative Zahlen | e%) | fas 8. "ved sind, und das 
MaB der Grundmenge 

E = ef es)... en) 
durch 
|B) = lefty | - |e» | --- Jetn)| 
definiert ist. (Die Zahlen | e:)| sind also keine MaSe fiir Mengen!) Damit 
die Axiome A I—II fiir diese Ma8bestimmung erfiillt sind, ist offenbar not- 
wendig und hinreichend, daB 
B |etoj aa 


4G 0 


fiir alle i >1. Wir setzen diese Beziehung auch fiir i = 1 voraus, womit 
das Ma8 des Raumes durch 

|R| =—1 
normiert ist. Die Numerierung der Symbole e bei festem 7 ist fiir diese 
Festsetzungen bedeutungslos; fiir den zweiten Teil der Arbeit (vgl. Satz 16) 
ist es zweckmiBig vorauszusetzen, dab 


| ef | > |e” firA>1,i1=1 3. 


» 2, 





Das kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit tun. 


Definition 3. Jede unendliche Matrix, bei der in der i-ten Zeile der x-ten 
Spalte ein Symbol e steht, heiBt dem Raume R zugeordnet. Von den Spalten 
werden wir sagen, dap sie Punkte des Raumes darstellen. 

Die Gesamtheit aller zugeordneten Matrizen wird nun eingeengt, 
jndem nur noch gewisse ,,Aquivalenzklassen“ betrachtet werden. Zuerst 
werden wir uns auf die erste Aquivalenzklasse beschrinken (§ 7—9), doch 
ist es zweckmaBig fiir die Darstellung, zugleich auch die zweite zu definieren. 

Definition 4. Unter der Dichte einer Menge U des Raumes in einer diesem 
zugeordneten Matrix F verstehen wir den Grenzwert der relativen Héufigkeit 
derjenigen Spalten, die Punkte von % darstellen, falls ein solcher Grenzwert 
existiert. 
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Bezeichnungen. Wir bezeichnen die Anzahl der Spalten der Matrix F 
bis zur k-ten einschlieBlich, die Punkte der Menge & darstellen, mit 
“(F, U),; 
die entsprechende relative Haufigkeit mit 


"(F, U),, 


so daB 


4 l 
"(F,Y), — Ek “(F,),. 


Die Dichte, falls eine existiert, bezeichnen wir mit (F,U). Es ist also, wenn 
der Grenzwert existiert: 
7 . 7 , ] 
(F,U) = lim "(F,%, = lim ; “(F,%),. 
k— =x k—> x k 
Definition 5. Die Gesamtheit aller Matrizen, in denen alle Grundmengen 
Dichten besitzen, die gleich ihrem MaB sind, bildet die erste Aquivalenzklasse. 


Fiir jede Matrix F dieser Klasse — und nur solche werden noch 
betrachtet — und jede Grundmenge £ gilt also 
(F, £) =|E£|. 


Es wire nun an sich denkbar, da die Forderung der Existenz solcher Matrizen 
den Bereich der méglichen MaBSbestimmungen einschrinkt (und es gibt in 
der Tat Aquivalenzklassen, die das tun). Wir werden jedoch in §5* durch 
Konstruktion zeigen, da8 die erste Aquivalenzklasse bei keiner Ma8bestimmung 
leer ist. Zahlentheoretisch gefaBt fordert die Definition 5., daB es zu jeder 


Kombination der Exponenten /,, A,, ..., 2, einen Grenzwert der relativen 
Haufigkeit derjenigen Zahlen gibt, die durch pit, pip, ..., pw ,,genau“ 


teilbar sind (§ 1). 


Satz 1. Jede a. 0. Menge*) besitzt in allen Matrizen der ersten Aquivalenz- 
klasse eine Dichte, die gleich ist ihrem Maf. 


Beweis. Es sei 


U= SE, 
i=1 

die Normalform®) der a. o. Menge &, wobei die Z; paarweise fremde Grund- 

mengen sind (wenn es deren in & nur endlich viele gibt, ist der Satz trivial). 


Wir setzen 


YW, = \’ E;. 


i=n+l1 


1) Gleichzeitig offene und abgeschlossene Menge, A, § 1. 
5) Vgl. A, §1. Bei Mengen bezieht sich im folgenden das Summenzeichen 2 
sowie das Zeichen ,,+ “hur auf fremde Mengen; sonst wird das Zcichen ,,;+‘‘ gebraucht. 


14* 
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In jeder Matrix F der ersten Aquivalenzklasse ist dann offenbar 
= (F, UM), = lim “7, E,+%) = lim *(F, E,). +, im "(F, U,)e 
= |E,| + Ee U7, Ws )e- 
Durch Induktion folgt 


im "(F, Yt, => ZB + i= "(F, W,)e 


also wegen 
|M| = 2 |, | 
i=1 
und 
lim (lim (F, &,).) = 9, 
new kp 
fiir n — oo 


mn "(FO S14 


Dieselbe Beziehung mu8 auch fiir die Komplementérmenge 8 = R — UW 
gelten, die ebenfalls offen und abgeschlossen ist. Da aber fiir alle k 


“(F, 4%), + (F, 8), =1 


gilt, so folgt 
jim *(F, U). =1 — mv, $). s 1 —|8| == ||, 


und die Behauptung ist damit bewiesen. 

Die erste Aquivalenzklasse mu8 eingeschrankt werden. Dies geschieht, 
indem wir iiber die Art der Annaherung der relativen Haufigkeit an die Dichte 
irgendwelche Voraussetzungen machen, die in den Zahlkérpern erfiillt sind. 
Nichstliegend ist die Bemerkung, daB die relative Haufigkeit derjenigen Zahlen, 
die tiberhaupt (nicht genau!) durch ph, p}:,..., p2n teilbar sind, nie gréBer 
ist als ihre Dichte (fiir A, = 0 heiSt ,,tiberhaupt durch p*: teilbar“: teilbar 
durch p, oder nicht teilbar: vgl. fiir algebraische Zahlkérper § 4). Die Prim- 
zahlzerlegung aller dieser Zahlen beginnt mit 

p' pi... pr, %=A, $= 1,2,...,%. 
Setzen wir 
E= ey) eli) Aes ey), 


so liegen die entsprechenden Punkte und keine weitere ,,Zahlen“ in der 
a. o. Menge 


B= Fe eo .. eb. 
y= A; 
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Wir nennen diese Menge EF ,,die nach rechts erweiterte Grundmenge E“. Sie 
hangt nicht nur vom Raume & ab, sondern auch von der Numerierung der 
Symbole e bei festem i: nur bei dieser Definition spielt die Festsetzung 
tiber die Anordnung (§ 3) eine Rolle. 
Definition 6. Die Gesamtheit aller Matrizen F der ersten Aquivalenzklasse, 
fiir die es eine Konstante C = C (F) gibt, so daB fiir alle Grundmengen 
E = ev ef) ... en) 


und alle k gilt: 
(F, EB). ="(F, 5a" ¢.:- ew), <C-(F, EB) =C-|B\, 


bildet die zweite Aquivalenzklasse. 
Auch die zweite Aquivalenzklasse ist fiir keine erlaubte MaSbestimmung 
des Raumes leer (§ 5*). 


§ 4. 
Spezialisierung fiir algebraische Zahlkérper von endlichem Grade. 
DaB die zweite Aquivalenzklasse im Falle des den Zahlen zugeordneten 
Raumes auch die Zahlenmatrix enthilt, ist klar: die MaBe der Grundmengen 
wurden eben so gewahlit, daB die Forderung der Definition 5. erfiillt ist. 
Definition 6. verlangt aber bloB, daB die relative Hiaufigkeit der durch 


41, pit, ..-, pn tiberhaupt teilbaren Zahlen, also die Vielfachen von 
a= pip} ...p2n, ihre Dichte nicht iibersteigen, und in der Tat ist 
lrk 1 
tlalsa 


Diese Uberlegung la8t sich auf einen beliebigen algebraischen Zahl- 
kérper Q von endlichem Grade ausdehnen. Wir ordnen die ganzen Ideale 
nach wachsenden Normen, wobei die Reihenfolge der Ideale derselben Norm 
(deren Anzahl fiir jeden Kérper beschrinkt ist) beliebig gewahlt ist. Ebenso 
werden die Primideale p, geordnet und numeriert. 

Definition 7. Die unendliche Matriz, die ensteht, wenn man in die i-te 
Zeile der k-ten Spalte das Symbol e® schreibt, falls das k-te Ideal des. Kérpers Q 
genau durch p? teilbar ist, nennen wir die Kérpermatriz von Q. Von den 
Spalten sagen wir, daB sie die Ideale des Kérpers darstellen. 

Die Matrix hingt zwar noch von der Reihenfolge der Ideale ab, doch 
denken wir uns dieselbe fest vorgegeben. Fiir die Dichteverteilung macht 
die Reihenfolge der Ideale gleicher Norm nichts aus. 


Satz 2. In der zweiten, und daher auch in der ersten Aquivalenzklasse 
in bezug auf den dem Zahlkérper Q zugeordneten Raum befindet sich auch die 
Kérpermatriz. 
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Beweis. Die Anzahl der Ideale des Kérpers, deren Norm k nicht 
iibersteigt, ist bekanntlich *) 


A (k) = ck + 4 (b), 
mit +5 (k) + 0. Es ist dabei fiir das Folgende offenbar gleichgiiltig, 


welche Ideale der Norm k mitgezihlt werden. 
Setzt man 


k* = A(k), 


so erhilt man fiir die relative Haufigkeit der durch das Ideal a teilbaren 
Ideale unter den k* ersten Idealen 


ro. —1(bveal) _ <Lrtal + (Creal) 





A(k) ck + d(k) 
Offenbar besitzt dieser Ausdruck fiir k + oc den Grenzwert V a a" Hieraus 
ergibt sich fiir die Dichte der genau durch p#, pz, . . ., p4n teilbaren Ideale 


miihelos 





eT aD see 


und das ist gerade das MaB der Grundmenge EZ = ee») oe Die erste 
Forderung ist somit erfiillt. 

Die zweite Forderung ist nach dem Gesagten sicher erfillt, wenn es eine 
Konstante C gibt. so daB 


C 
(*) (F, a)x- = Nia)’ 


wobei C nicht von a abhingt. Nun ist 














1 (ita) — Lvl 
"(F, a) = _ : [weal + > , — =: r ) ~_ 
Da ferner +8 (k) + 0, gibt es eine Konstante M, so daB | + bd(k)| <M 
und daher 
1 k M k 
le (Lal)| <> bral: 
Also ist 
Gre) Bltad| yy tape 
+= +28 (k) DHE 8 | ahs 


®) Vgl. z. B. E. Landau: Einfiihrung in die elementare und analytische Theorie 
der algebraischen Zahlen und der Ideale. Satz 210, 8.131. Teubner 1918. 
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Da k* = ck + 6(k) positiv ist, gibt es sicher ein 7 > 0, so dab 
zs 

1+ a 6 (k) >» 
wird; es gilt somit 
: 2M) If k 
(F, a) <(1+——)-7 [yal 
Setzt man 





c=14+=%, 
so erfiillt diese Konstante die Bedingung (*) fiir alle a und k. 

Ubrigens bleibt die Richtigkeit des Satzes erhalten, wenn man an Stelle 
aller ganzen Ideale nur die Ideale einer Klasse, etwa die Hauptideaie betrachtet. 

Der folgende Satz braucht bei beliebiger MaSbestimmung nicht richtig 
zu sein: 

Satz 3. Ist der Raum R einem Zahlkérper angeordnet, so kommen in den 
einzelnen Spalten der Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse nur endlich viele 
von Null verschiedene obere Indizes vor, d. h. alle Spalten stellen ,,Zahlen“ dar. 

Bemerkung. Die zweite Aquivalenzklasse ist dennoch so umfassend, 
daB sie z. B. Matrizen enthalt, in denen nur Zahlen (Ideale), die durch eine 
gerade Anzahl von Primfaktoren teilbar sind, vorkommen. 

Beweis. Nach Definition 6. gilt fiir jede Grundmenge in der 
dortigen Bezeichnung 


(P, Ely SC-(F, B) = C- Eee) |p|... em 


l l 1 
Nipy') Np?) N (pyr) 





Stellt nun die k-te Spalte der Matrix den Punkt e?) e@2)e@s) ... dar, so haben 
alle die Grundmengen, die ihn enthalten (d. h. seine Anfangsabschnitte) eine 


k-te relative Haufigkeit, die nicht kleiner ist als + Es muB8 also fiir alle m 
m 
l l 
—— - 
i =C.k 


i=1 





sein, und das ist offenbar nur méglich, wenn, wie behauptet, bloB endlich 
viele der vorkommenden Exponenten von Null verschieden sind. 

Derselbe Beweis gilt fast immer, nimlich unter Voraussetzung der 
in §3 festgesetzten Anordnung der Symbole e# sicher dann, wenn das 
Produkt 

IT (1 —|e|) 
i 


divergiert, also insbesondere jedenfalls, wenn der Raum Pole enthilt (A, §7): 
die Matrizen enthalten dann nur Pole. 
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§ 5*. 
Unabhangigkeit. 

Wir beweisen nun, daB es zu jeder MaSbestimmung des Raumes 
Matrizen gibt, die der zweiten Aquivalenzklasse angehéren. An sich wire 
dieser Beweis fiir die vorliegende Arbeit nicht unentbehrlich, doch ist es 
einerseits beachtenswert, daB die Axiome fiir die Matrizen ganz unabhangig 
sind von denen der MaSbestimmung, oder mit anderen Worten, daB die 
allgemeinen Ergebnisse dieser Arbeit von den Zahlen nichts als die durch 
die beiden Forderungen des § 3 ausgedriickten Eigenschaften voraussetzen. 
Andererseits benétigen wir die Konstruktionsmethode dieses Paragraphen 
doch noch zu einem anderen Beweis (§ 8*). 

Satz 4. Die zweite Aquivalenzklasse in bezug auf einen Baireschen Null- 
raum mit beliebiger multiplikativer (§ 3) Mafbestimmung ist nicht leer. 

Beweis. Es soll im folgenden eine Matrix der zweiten Aquivalenzklasse 
konstruiert werden. Wir legen die Bezeichnungen von §3 zugrunde. 
Es sei py eine Folge von Leerstellen. Wir wollen die Symbole e so auf diese 
Platze verteilen, daB, wenn %(y, e), die Anzahl von Malen bezeichnet, die 
e bis zur k-ten Stelle auftritt, fiir die relative Haufigkeit 


: 1 ; 
UF Pe = Cre 
ein Grenzwert existiert, und zwar 
lim *(y, ef), = |e? | 
k—> »~ 


wird. Zu dem Zweck setzen wir k, = k und allgemein 


= | et) | 
Knat = | he font __ 
2 |e | 
i=n 
Wir verteilen nun der Reihe nach die Symbole e, e), e®, ... auf die 


Leerstellen von y, nach der Regel, daB e bis zur k-ten Stelle 
(y, e), = ky —ky,, 
mal vorkommen soll. Durch Induktion ergibt sich unmittelbar 
EE |ePi—n <b, SEE |e, 


und daraus 


ke |—-A Sy, Pe SkleP| + A+ 1. 
Daraus folgt, da8 fiir e# ein Grenzwert der relativen Hiaufigkeit existiert, 
und da8 er gleich ist | e |, wie verlangt war. 
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Verteilt man so alle Symbole e” (A = 0, 1, 2,...), so bleibt zu zeigen, 
daB alle Leerstellen liickenlos und einfach besetzt werden. Die Anzahl der 
Symbole, die auf den ersten k Stellen untergebracht wurden, ist aber offenbar 


= (yp, e)),. 
a 


Setzt man hierin die Werte ein, so hebt sich jeder Subtrahend mit dem 
folgenden Minuenden weg, und da von einer Stelle ab alle eckigen Klammern 
verschwinden miissen, ist in der Tat 


EXy, Pe = (Z| a |] = ke 


Es sind somit auf je k Leerstellen genau k Symbole verteilt worden. 

Die so besetzten Leerstellen fassen wir als erste Zeile unserer zu kon- 
struierenden Matrix auf. Wir bezeichnen nun bei festem — aber beliebigem — 
A, mit ean) die Folge der Leerstellen der zweiten Zeile, in deren Spalten 
sich in der ersten Zeile das Symbol e befindet. Wir setzen wieder k, = k 
und allgemein 


on 


Ele 
i=n 1 
kana = k,, = 

z le | 


i=n 


Es sei wiederum A fest gewihlt: die erwihnten Leerstellen werden dann 
mit dem Symbol ef nach der Vorschrift 


“(Pea0» e), = ky — kis, 


besetzt. So werden alle Symbole e,” (A = 0,1, 2,...) verteilt, und zwar 
fiir alle méglichen e#”, Dadurch wird auch die zweite Zeile der Matrix ein- 
fach und liickenlos besetzt. Nun betrachten wir die Folge derjenigen Leer- 
stellen der dritten Zeile, in deren Spalte sich bereits ein bestimmtes — be- 
liebig, aber fest gewihltes — Symbolpaar e@ e,2) befindet, und fahren so 
fort. So entsteht eine unendliche Matrix, von der gezeigt werden soll, daB 
sie den beiden Definitionen 5. und 6. geniigt. 

I. Fiir die Grundmengen erster Stufe ist die erste Forderung bereits 
bewiesen worden. Wir fiihren daher den Beweis durch Induktion, indem wir 
annehmen, die Richtigkeit sei bereits fiir alle Grundmengen (n — 1)-ter Stufe 
bewiesen. Es sei 


— Gy — 1) 
E= vet) ... er 
eine solche, und 
0 an a) alt {An —y) 24 
EY” = eves ... Geere 


eine aus ihr durch Zerlegung entstandene Grundmenge n-ter Stufe, fiir die 
die Behauptung bewiesen werden soll. 
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E ist nur in den Spalten der Matrix vertreten, in denen auch E ver- 
treten ist: in diesen wurde das Symbol e® nach der Vorschrift von vorhin 
verteilt, so daB 

ke |—A S (ye, oO), < ke | +241 
wird. Setzt man 
q — “(F, EB), 
so ergibt sich 
ql |—1 SF, B®), < ale? | +1, 
und da nach Induktionsvoraussetzung 


lim $ = lim 7 “(F, E), = (F, E) = |E| 


be oo & 


gilt, folgt nach Division durch k und Grenziibergang 
lim +. (F, B®), = (F, B®) = |E|-\e®| =| B|, 
Pe 

wie behauptet war. 


II. Die ,,nach rechts erweiterte“ Grundmenge erster Stufe e@) ist 
offenbar 


et) = Zz eats, 
e=0 
Fiir diese folgt aber aus der Verteilungsvorschrift, da sich jeweils der Sub- 
trahend des Summanden e+” mit dem Minuenden von e4:+*+» weghebt 
und die eckigen Klammern von einer Stelle ab verschwinden: 


FG), = 7 (FD a+) =th, 


Sz leh*°| = _ [et | = om (F, ev), 


so daB Definition 6. mit C = 1 erfiillt ist. Allgemein wenden wir wieder den 
Induktionsschlu8 an. Der Satz sei bereits fiir die Grundmengen (n — 1)-ter 
Stufe bewiesen. Der Einfachheit halber stellen wir nun eine solche, nach 
rechts erweiterte Grundmenge E = eve: ...e“—” in der Form 
E = i E, 
t=1 

dar, wobei die EZ, paarweise fremde Grundmengen (n -- 1)-ter Stufe sind. 
Es wird also vorausgesetzt, dab 


(F, E), < (F, B) _ |B | = 2\B| 


gilt. Es sei nun in unmittelbar verstindlicher Schreibweise 
a Ay) i 
E’w — ef) &? ew — Ee’w 
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die Grundmenge, fiir die die Forderung als erfiillt nachzuweisen ist. Dann 
ist offenbar 


48 


a ) a ) a * ») 

} TY + We "5 

BO) = De “at” ... Cn” = J 
r=0 tai fi 


a, + 
i n 
t ey 


Wh 


0 
Halten wir k fest und setzen ahnlich wie unter I. 

q; = “(F, E.)y; 
so wird fiir jedes ¢ nach Konstruktion 


‘(F, > EB, een of) - a= Y hie : 
k 


s=0 i=0 


Nach Induktionsvoraussetzung ist aber 


De en Bx SUE E, |, 


t=1 


und daher folgt nach Division durch & und Summation iiber 1: 


P| + 8) 7 q ~~ 1 
"(F, E%), = + y Ds = E, e an <= +2 | en | 
t=1 «=0 ‘k t=1 i=0 
<E SIB,|-\ee*9| =| Bem) — (F, Bw), wiz. b.w. 





Nebenbei sei bemerkt, daB der erste Teil des Beweises die multiplikative 
Natur der MaBbestimmung nicht benutzte, wihrend diese fiir den letzten 
SchluB wesentlich war. 


§ 6. 
Transformation des Raumes’), 


Fiir manche Anwendungen erweist es sich als zweckvoll, einige der 
Symbole e® bei festem i zu identifizieren, d. h. sie alle als ein Symbol zu 
betrachten: Als MaBzahl zuordnen mu8 man natiirlich diesem neuen Symbol 
die Summe der zugeordneten Zahlen derjenigen Symbole e*:), aus denen es 
entstand. Fiir den Baireschen Nullraum bedeutet diese Identifikation bloB, 
da8 man einige Grundmengen zu einer neuen Grundmenge zusammengefaBt 
hat: offenbar bleiben bei dieser Operation die Axiome A I—II der Mab- 
bestimmung erhalten. Man kann natiirlich auch fiir unendlich viele oder 
gar alle unteren Indizes i gewisse obere Indizes der Symbole e“? identi- 
fizieren. Identifiziert man z. B. in dem den Zahlen zugeordneten Raume fiir 
alle i die Symbole e“ und e), so entsteht ein neuer Raum, dessen Symbole 
wir, um Verwechslungen zu vermeiden, mit e® bezeichnen wollen, wobei 


7) Von der Methode dieses Paragraphen wird nur in §12 Gebrauch gemacht. 
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nun A nur noch die positiven ganzen Zahlen (mit Ausschlu8 der Null) durch- 
lauft. Es sind also gewisse Grundmengen zusammengefa8t: 
a = eo) + 4), a) ep = eo “ + fo eo) + ef) ey + ew ef), 
e) ef) = e) eo + e() eo) usf. 
Die zugeordneten Zahlen sind: 
1 1 1 
»i = cies samme pO 0 ws ee ew eee fiir 2. 

| ef | 1 p}’ | ef | py gt? x= 
Man sieht, daB dieser Raum Pole besitzt, d. h. Punkte, die ein von Null ver- 
schiedenes Ma8 besitzen. Der Punkt, in dessen Darstellung alle oberen Indizes 
gleich Eins sind, hat beispielsweise das Ma8 


1 6 
TO-a)-= 
i=1 
und entsprechend haben alle Punkte, in deren Darstellung nur endlich viele 
obere Indizes von Eins verschieden sind, ein positives Ma8. Das MaB aller 
dieser (abzaihlbar vielen) Pole ist 1. 

Bei einer solchen Transformation fallen selbstredend verschiedene Punkte 
zusammen, und man hat daher auch in der zugeordneten Matrix die ent- 
sprechenden Punkte zu identifizieren. Da aber jede Grundmenge des neuen 
Raumes aus endlich oder abzihlbar vielen Grundmengen derselben Stufe 
entstanden ist und diese eine a. 0. Menge bilden (A, §1), so bleibt nach 
Satz 1 die Definition 5. auch in der neuen Matriz in bezug auf den neuen 
Raum erfiillt. Die Definition 6. aber bleibt, wie leicht einzusehen ist, nur 
dann erfiillt, wenn bloB solche Symbole e? (bei festem 1) identifiziert wurden, 
deren obere Indizes unmittelbar aneinander anschlieBen, d.h. wenn nur 
,nebeneinander liegende“ Symbole e identifiziert werden. 

Bei der Untersuchung von vorgegebenen Mengen sind solche Trans- 
formationen oft sehr niitzlich, nur mu8 man darauf achten, daB dabei nie 
zwei Punkte zusammenfallen, von denen einer der Menge angehért und der 
andere nicht. Ubrigens versteht es sich von selbst, da8 bei einer solchen 
Transformation offene Mengen offen und abgeschlossene Mengen abgeschlossen 
bleiben. 


§ 7. 
Der Hauptsatz fiir die erste Aquivalenzklasse. 

Nach Satz 1 besitzt jede a. o. Menge in allen Matrizen der ersten Aqui- 
valenzklasse eine Dichte, die gleich ihrem Ma8 ist. Die a. o. Mengen bilden 
einen Kérper, den wir mit x, bezeichnen. Dieser wird nun nach der 
in A, §6 entwickelten Methode zu einem umfassenderen Kérper &,, der 
Mengen mit Inhalt in bezug auf x, erweitert: zu diesem gehért eine 
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Menge &, wenn sie in x, ,,e-einschlieBbar“ ist, d. h. wenn es zu jedem e > 0 
zwei 8.0. Mengen M und M gibt, derart, da’ 


MraAWR 


|M|—|N| <e. 


Das ist dann und nur dann der Fall, wenn das Ma8 der Begrenzung Null 
ist (die Begrenzung erhilt man, wenn man vom Raume die inneren Punkte 
sowohl von & als auch der Komplementérmenge ® — & abzieht). 

Da nun in jeder Matrix F der Aquivalenzklasse und fiir jedes k 

"(F, M), = "(F, WM), = (F, N), 
gilt, folgt, daB alle Mengen des Kérpers &,, in allen Matrizen der ersten Aqui- 
valenzklasse Dichten besitzen, die gleich sind ihrem Ma. Wir wollen noch 
umgekehrt zeigen, daB der Kérper &,, auch alle die Mengen umfaBt, denen 
allein auf Grund der in Definition 5. ausgedriickten Eigenschaft 
(d. h. in allen Matrizen der ersten Aquivalenzklasse) eine Dichte zukommt. 

Die Sachlage l4Bt sich bequem durch zwei neue Definitionen kenn- 
zeichnen, die den Definitionen des auBeren und inneren Inhalts nachgebildet 
sind: 

Definition 8. Die wntere Dichte D(U) (in der ersten Aquivalenzklasse) 
einer Menge & ist die untere Grenze der unteren Limites der relatiwven Haufig- 
keiten von & in allen Matrizen F der Klasse. 

In Zeichen: 


und 


D (4) = fininf lim "(F, M),. 
> 


k-—> oo 

Entsprechend: 

Definition 8a. Die obere Dichte D(U) (in der ersten Aquivalenzklasse) 
einer Menge & ist die obere Grenze der oberen Limites der relativen Héufigkeiten 
von U in allen Matrizen F der Klasse. 

In Zeichen: 

D(&%) = finsup lim (F, %),. 
F i—~> ~ 


Unmittelbar ergibt sich aus diesen Definitionen: 

Satz 5. Hine Menge & hat in der ersten Aquivalenzklasse dann und nur 
dann eine Dichte, wenn a 

D(X) = D (%). 

Die oben aufgestellte Behauptung formulieren wir im 

Satz 6. Fiir alle Mengen decken sich in der ersten Aquivalenzklasse wntere 
Dichte und innerer Inhalt einerseits, obere Dichte und duferer Inhalt andererseits. 

Der Hauptteil dieses Satzes ist bereits bewiesen: da wenn duBerer 
und innerer Inhalt zusammenfallen, die Menge in allen Matrizen dieselbe 
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Dichte besitzt, so daB auch D(M) = D(M) =|A| wird. Der zweite Teil 
ist an sich fiir die Existenzbeweise nicht nétig; seine Bedeutung besteht 
darin, daB sich erst aus ihm die genaue Tragweite der Definition 5. ergibt. 


§ 8*. 
Beweis der zweiten Behauptung des Hauptsatzes. 


Satz 7. Fiir jede offene Menge D und jede Matriz der ersten Aquivalenz- 
klasse gilt 
lim (F,D),>{|D|. 
k—> 
Beweis. Es sei 


O= SE 


~ 
i=1 


die Normalform der Menge (wenn die Summe nur endlich viele Summanden 
enthielte, wire © eine a.o. Menge und die behauptete Ungleichung wire 
immer mit dem Gleichheitszeichen richtig), und es werde 
n 
D,= JE, 
i=1 
gesetzt. Dann ergibt sich wegen 
"(F, D), = "(F, D,,)e 
unmittelbar 
lim "(F, ©). oo lim "(F, Ode = |D, | 
t—> «x kt—> 
fiir jedes n, und durch Grenziibergang folgt die Behauptung. 
Satz 8. Zu jeder offenen Menge D gibt es eine Matrix F der ersten Aqui- 
valenzklasse, so da in dieser 
lim "(F, DO) = |D}. 
k—> oo 


Beweis. Fiir eine a. 0. Menge erfiillt jede Matrix die Behauptung. 


Ferner ist der Satz nach Satz 7 auch richtig, wenn | O | = 1 ist. Wir diirfen 
also voraussetzen, daB © keine a. o. Menge ist und 
|\D| <1. 


Wir werden die gesuchte Matrix F schrittweise konstruieren, indem wir an 
einer Folge y von Leerstellen zunichst die Spalten anbringen, die Punkte 
der Menge © darstellen sollen, und zwar so, dab 


lim *(F, D), = |O| 


k—> x 


wird. Darauf wird die Besetzung der noch freien Stellen y, von yp so geregelt, 
daS keine Punkte aus © mehr auftreten und daB die Matrix der Definition 5. 
geniigt. 
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Es sei wiederum 


D= SE, 


i=1 

die Normalform von D. £, sei fiir den Augenblick ein Symbol (keine Menge!), 
das wir auf die Spalten verteilen, die keine Punkte aus D darstellen sollen. 
Wir ordnen ihm formal die Zahl 


|Z,|=1—|9 





zu. 

Wir verteilen zunichst die Spalten auf die Symbole Z, nach der Vor- 
schrift des §5*. Dadurch werden alle Spalten einfach und liickenlos auf die 
Symbole £, verteilt. Fiir jedes y > 1 kénnen wir nun die auf E, entfallenden 
Spalten genau so wie in §5* konstruieren, indem wir zuniichst in die erste 
Zeile dasjenige Symbol e?» einsetzen, mit dem der Anfangsabschnitt von EZ, 
beginnt. Damit sind alle Spalten konstruiert, die Punkte aus © darstellen, 
und nach Konstruktion ist 


™ 


“«F,O), =2(F, £,). = kS| EB, il], 


r=1 i=0 
lim *(F, D), = | D| 
kx 

ergibt, wie gewiinscht war. 

Wir haben nun noch die auf das Symbol EZ, entfallenden Spalten zu 
konstruieren und zu zeigen, daB die Definition 5. erfillt ist. Es sei & die 
Komplementarmenge von 0, also 

D+ A= R, 
und &U die Vereinigungsmenge aller Grundmengen erster Stufe, die (auch) 
Punkte aus & enthalten, 


woraus sich 


») Ae) — & eth ) 


ihre Normalform. Aus 





H| = F| Mel | 


folgt, daB wir die noch nicht (bzw. mit Ey) besetzten Spalten eindeutig und 
liickenlos auf die Symbole e{) verteilen kénnen, wenn wir ihnen an Stelle 
ihrer MaBe die Zahlen 

ely) — 


Y | Wel»? 


zuordnen. Bezeichnet man die Folgen der Stellen der ersten Zeile der noch 
vorhandenen Spalten mit yp», so haben wir sie durch die Symbole e) zu 
besetzen nach der Vorscbrift: 

“(pos ef ye = ky, — hi, . > 


mit = k und 








0 
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Liegt ein e(’») ganz in 4, so konstruieren wir nun die auf dieses Symbol ent- 
fallenen Spalten genau so wie in § 5*. Liegt es aber nicht ganz in U, so zer- 
legen wir es in Grundmengen zweiter Stufe und betrachten nur diejenigen, 
die (auch) noch Punkte aus & enthalten. e(*:) sei eine solche Grundmenge 
erster Stufe, ee), » = 1, 2, ..., seien die darin enthaltenen Grundmengen 
zweiter Stufe, deren Durchschnitt mit & nicht leer ist. Da wiederum (bei 
festem A,) 
| Me] = Terres a| 


gilt, ordnen wir den Symbolen ef’) die Zahlen 


1 
| Wefr| 


(ly) 
&3" = 





[ea ef a 


zu und besetzen die Folge y_q,) der Stellen der zweiten Zeile derjenigen 
Spalten, in denen bereits e(*)) ‘steht, die aber noch nicht konstruiert sind 
(d. h. die auf das Symbol E, entfallen waren), mit dem Symbol e{) nach der 
gegebenen Vorschrift. Das tun wir fiir alle 4,. Dadurch wird die ganze zweite 
Zeile besetzt. Alle diejenigen Spalten, die nun Grundmengen zweiter Stufe 
enthalten, die ganz in U liegen, konstruieren wir wieder nach dem Verfahren 
von §5*. Ist aber e(4e?2 eine Grundmenge, die nicht ganz in % liegt, so wird 
sie wiederum weiter zerlegt, und es werden nur die Symbole e;"») betrachtet, 
fiir welche e¢0 e/2) ef) nicht ganz in © liegt: sie werden wieder auf die ent- 
sprechenden Spalten verteilt usf. Auf diese Art werden schrittweise alle 
Spalten konstruiert: neu hinzu kommen aber immer nur Punkte aus U, da ja 
die Grundmengen, die ganz in © liegen, nie in Betracht gezogen werden. 
Die relative Haufigkeit von © in der Matrix hat sich also bei dieser Kon- 
struktion nicht geandert. 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB die so konstruierte Matrix der 
ersten Aquivalenzklasse angehért, d. h. da& fiir jede Grundmenge eine Dichte 
existiert, die gleich ist ihrem Ma8. Fir die Grundmengen erster Stufe ergibt 
sich die Richtigkeit der Behauptung wie folgt: liegt e4) ganz in ©, so 
wurde es blo8 beim ersten Schritt verteilt, und seine Dichte ist gleich | e” | 
nach Konstruktion. Sonst ergibt derselbe Schlu8 jedenfalls: 


lim "(F,e4) D), = |e@D |. 

ka 
Fiir den Durchschnitt derselben Grundmenge mit & haben wir aber die 
Anzahl g, der Spalten unter den k ersten Spalten der Matrix zu betrachten, 
die mit dem Symbol E, besetzt wurden: unter diesen g, Spalten ist die 
Anzahl derjenigen, die das Symbol e# enthalten: 


*( Wo; ef )a45 
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also nach Konstruktion 
. 1 
lim — *( yp, €2)q, = ef”. 
Es ist aber 
a= (FE), 
oder unter Beriicksichtigung der Definition | E,| = | | 


kU) So Sk|e|+1. 
Es ergibt sich also fiir die gesuchte GroBe 

(Fe20 Ws = 5 (Yor eae 
offenbar 


lim *(F, e?? &), = ef lim 4? = 620 |W, 
und daraus folgt unter Beriicksichtigung der Bedeutung 
ef) = za | ev | 


fiir k + co 
lim (F,e@0 M1), = |e@o O |, 


k—> ~ 

und es ist in der Tat 

lim "(F, eM), + lim "(F,e) ), = lim "(F, ev), = |e? }. 

ko k-—> k-—> 
Daraus ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung auch fiir alle diejenigen 
Grundmengen zweiter Stufe, die entweder ganz in D oder ganz in W liegen, 
wahrend auf die iibrigen wértlich dieselbe Abschitzung zu tibertragen ist, 
indem man ihre Durchschnitte mit O und UW betrachtet. So ergibt sich durch 
Induktionsschlu8 die Richtigkeit der Behauptung fiir alle Grundmengen, 
und der Satz ist damit in allen Teilen bewiesen. 

Es sei nebenbei bemerkt, da8 die so konstruierte Matrix im allgemeinen 
nicht der zweiten Aquivalenzklasse angehért. Es zeigt sich nimlich, daB 
der Satz fiir diese falsch ist. 

Satz9. Zu jeder Menge M gibt es eine Matrix F* der ersten Aquivalenz- 
klasse, so dap in dieser 

lim "(F*, M), = J (M) 


k-—> @ 
gilt, wobei J den inneren Inhalt der Menge M bezeichnet (in bezug auf den 
Korper x, der a. o. Mengen). 
Beweis. Es bezeichne © die Gesamtheit ailer inneren Punkte von M. 
Dann ist © die gréBte in M enthaltene offene Menge, und daher 


J (M) =| |. 
Nun gibt es nach Satz 8 eine Matrix F der ersten Aquivalenzklasse, in der 
lim (F,D), = | D|. 
k—> co 
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Diese Matrix werden wir so abandern, da8 sich die relativen Haufigkeiten 
von © nicht andern werden, ebenso nicht die Dichten der Grundmengen, 
da8 aber in der abgeanderten Matrix F* nur solche Punkte aus M vorkommen 
werden, die auch in © liegen (bzw. falls © leer sein sollte, so werden keine 
Punkte aus M in der Matrix vorkommen). Daraus ergibt sich dann 


"(F*,M), = "(F*, D)e = "(F, D)es 


und der Satz wire damit bewiesen. Es seien also P,, P,, ... die Punkte, 
die in M, nicht aber in D liegen, und die in der Matrix F vorkommen. Nach 
Definition von D muB es in einer beliebig kleinen Umgebung dieser Punkte 
weitere Punkte geben, die nicht M angehdren. Wenn es nur endlich viele 
P, gibt, so ist ihre Dichte Null und der Satz trivialerweise richtig. Sonst 
wahlen wir eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen N,, N,,... 
und andern in der Darstellung von P, die Symbole e@s) fiir « > N, so ab, 
da8 ein Punkt entsteht, der nicht mehr M angehért. Das ist nach Voraus- 
setzung immer méglich. Dabei wurden fiir jedes feste ¢ nur endlich viele 
Symbole e® geindert, nimlich héchstens so viele, als es N,< 1% gibt. Die 
Dichten der Grundmengen konnten sich somit nicht andern, und der Satz 
ist bewiesen. 

Mit Satz 9 ist der Teil des Hauptsatzes bewiesen, der sich auf die untere 
Dichte bezieht: daraus ergibt sich aber der zweite Teil unmittelbar. Es sei 
®N die Komplementarmenge von M. Es gibt nach Satz 9 eine Matrix F, in der 

. lim "(£, N), = J (M). 


Nun ist aber einerseits oe 

(F/M), + (F,N, = 1, 
und andererseits (A, § 6) 

J (R) = 1—J (M), 
woraus 


lim *(F,M), = 1— lim (F,N), = J(M) 
k—> oo 


to 


folgt. Damit ist auch der zweite Teil des Hauptsatzes bewiesen. 


§ 9. 


Beispiele und Folgerungen. 

Als zahlentheoretisches Ergebnis folgt aus dem Hauptsatz die Existenz 
und GréBe der Dichte fiir alle und nur die Zahlenfolgen, die in eine Menge 
des Korpers &,, einbettbar sind (§ 2). Ob das der Fall ist, ist leicht ent- 
scheidbar. Man kann namlich miihelos die gréBte offene Menge konstruieren, 
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in der die Zahlen der gegebenen Folge dicht liegen: dann und nur dann, 
wenn das Ma der Begrenzung dieser Menge Null ist, besitzt sie einen Inhalt. 
Es sei nochmals betont, da8 dadurch auch alle Zahlenfolgen gefunden sind, 
fiir die die Existenz der Dichte allein aus der Existenz bzw. GréBe der Dichte 
fiir die Vielfachen jeder Zahl (Definition 5) folgt. Ferner, daB die Mengen 
des Kérpers x, als gleichzeitig offene und abgeschlossene Mengen im Gegen- 
satz zu'den Mengen des Kérpers &,, unabhingig von der MaSbestimmung 
definiert sind. D.h. daBS der Umfang des Kérpers &,, (nicht aber von x,) 
nicht notwendig derselbe fiir alle Zahlkérper sein muB. 


Da fiir jede abgeschlossene Menge der auBere Inhalt offenbar mit 
dem Ma8 zusammenfiallt, ergibt sich aus dem Hauptsatz unmittelbar, daB 
alle abgeschlossenen Mengen vom Ma8e Null in allen Matrizen der ersten 
Aquivalenzklasse die Dichte Null haben. Zahlentheoretisch formuliert: 


Satz 10. Liegt eine Menge 3 von natiirlichen Zahlen oder von Idealen 
eines Zahlkérpers in einer abgeschlossenen Menge des zugehérigen Raumes, die 
das Maf Null besitzt, so hat die Menge 3 in der Folge der natiirlichen Zahlen 
bzw. der ganzen Ideale des Kérpers die Dichte Null. 


Wesentlich ist dabei die Abgeschlossenheit: die Zahlen selbst bilden 
ja eine Menge vom MaBe Null und haben doch in gewissen Matrizen die 
Dichte Eins. Es ist niitzlich zu bemerken, da eine Menge immer dann ab- 
geschlossen ist, wenn tiber die oberen Indizes der Symbole e™ der in ihr vor- 
kommenden Punkte fiir gewisse (oder auch alle) ¢ einschrinkende Vorschriften 
gemacht werden, die unabhingig sind von den nachfolgenden Symbolen mit 
gréBeren unteren Indizes): z. B. wenn fiir eine Folge von Stellen {1,} gewisse 
obere Indizes iiberhaupt verboten sind. Denn liegt dann ein Punkt in der 
Komplementirmenge, so geniigt eines der Symbole e“? seiner Darstellung, 
etwa e@, nicht der Vorschrift: alle Punkte, die derselben Grundmenge 
v-ter Stufe angehéren, liegen dann auch in der Komplementarmenge, so da8 
dieselbe offen ist. 

Als Beispiel betrachten wir die Zahlen (oder Ideale eines Zahlkérpers), 
in denen kein Primfaktor genau in der ersten Potenz vorkommt. Sie sind 
eingebettet in der abgeschlossenen Menge J aller Punkte, in deren Darstellung 
der obere Index nie gleich Eins wird. Diese Menge ist fiir jedes m in der 
a. o. Menge 

* e (ay) @ (dy) Gy) 
te eM) ...ef 
enthalten, die das MaB 


n 


[fo-1ern = JJ0—-2+}) 


i=1 i=1 
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besitzt: somit hat J°das Ma8 Null und unsere Zahlen die Dichte Null. Die 
Dichte Null haben auch die Zahlen, bei denen die genau erste Potenz bloB 
der y,-ten Primzahlen (i = 1, 2,...) verboten ist, wenn nur 
1 
i=1 Pr, 
divergiert. 
Weiter betrachten wir noch die Zahlenmenge mit folgender Eigenschaft: 
Es existiert fiir sie eine (beliebig groB vorgegebene) natiirliche Zahl N, so dap 
immer, wenn eine Zahl der Menge durch die k-te Primzahl teilbar ist, sie noch 
mindestens einen Primfaktor p, enthilt mt k —-N <isk+N. (Mengen- 
theoretisch ergibt sich also fiir N + co die Gesamtheit aller Zahlen, die 
keine Primzahlen sind.) Die Dichte dieser Mengen ist Null. Denn sie sind 
alle eingebettet in der abgeschlossenen Menge des Raumes, die entsteht, wenn 
man dieselbe Vorschrift auf alle Punkte ausdehnt. Diese ist wiederum Teil- 
menge der Menge aller Punkte, in deren Darstellung fiir kein » die Kombi- 


nation 


(0) (0) (0) (4 (0) (0) 
’ Cor—1) N+ 1 Cer—yN Ot Dien Corn ~1 “aex se343°°° Cio, +yN*** 


mit A>1 vorkommt. Das Ma8 der Vereinigungsmenge aller Grundmengen 
((2 x + 1) N)-ter Stufe, die solche Punkte enthalten, ist 


7a — ay) 


r=1 


mit +N 


l l 
Le 1— | 
Oy Poy x l [I Poy N+ ) 


i=—N+1 


Da 5S «, divergiert, ist das MaB der betrachteten Menge Null. 








Die Gesamtheit der Punkte, die héchstens » von Null verschiedene 
obere Indizes besitzen, ist eine abzihlbare abgeschlossene Menge. Enthilt 
der Raum keine Pole (d. h. Punkte mit positivem Ma8), so ist das Ma8 dieser 
Menge Null. Zahlentheoretisch: die Dichte der durch héchstens n Primzahlen 
teilbaren Zahlen ist Null. 

Allgemeiner: es sei eine Folge von Primzahlen {p,} gegeben, so daB 
die Reihe 


1 
i=1 Pry 
divergiert. Die Gesamtheit aller Zahlen, die durch héchstens N dieser Primzahlen 
teilbar sind, hat die Dichte Null, da sie, wie leicht zu sehen, eine abgeschlossene 
Menge vom Ma8 Null bildet. 
Grundsitzlich ist zu diesen Beispielen zu bemerken, da8 sich ein groBer 


Teil der Existenzaitze, die sich nicht auf die a.o. Mengen selbst beziehen 
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und daher nicht rein kombinatorischer Natur sind, bereits auf der niichsten 
Stufe rein kombinatorisch ergeben wird. Ein Teil der Mengen des Korpers &,, 
ist nimlich im rein mengentheoretisch definierten Kérper x, enthalten. So 
folgt auf der nichsten Stufe etwa fiir die Zahlen, die keinen Primfaktor in 
genau erster Potenz enthalten, die Existenz der Dichte kombinatorisch, 
auch ohne Benutzung der Tatsache, daS die Summe iiber die reziproken 
Primzahlen divergiert. 

Ist eine Zahlenfolge a,,a,,... gegeben, so liegen die Zahlen, die durch 
mindestens eine (oder allgemeiner: durch mindestens k) von ihnen ,,genau“ 
oder ,,iiberhaupt“ teilbar sind, in einer offenen Menge. Auf dieser Stufe 
folgt die Dichte fiir diejenigen Mengen, deren Begrenzung das Ma8 Null hat. 
Z. B. ist die Menge sogar auch abgeschlossen, wenn in den a, nur endlich 
viele Primfaktoren vorkommen, oder wenn immer nur endlich viele a, einen 
und denselben gemeinsamen Teiler haben usf. Dasselbe gilt selbstredend 
von allen Zahlkérpern. 


§ 10. 
Die zweite Aquivalenzklasse. Die Kérper x, und &,,. 


Um eine umfassendere Gesamtheit von Mengen zu erhalten, die Dichten 
besitzen, schrinken wir den Bereich der zugelassenen Matrizen durch Defi- 
nition 6 ein. Den allgemeinen Erérterungen von § 2 folgend, haben wir nun 
zunichst spezielle Mengen zu suchen, fiir die wir die Existenz einer Dichte 
in allen Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse beweisen kénnen, und haben 
dann diesen Bereich zu erweitern, ahnlich wie wir den Kérper x, der 
a.o. Mengen zum Kérper &,, der Mengen mit Inhalt erweitert haben. Es 
ist im voraus zu erwarten, daB nun alle die offenen Mengen Dichten besitzen 
werden, die mit jeder Grundmenge 


_ 4p) . (2) Ay) 
E=e,"e"...€ 


zugleich die ganze ,,nach rechts erweiterte Grundmenge“ (§ 3) 
Bea 5 


(¥) (r2) (¥») 
é, e5 eee e. 
‘ 


i; 
enthalten. Jede solche offene Menge kann man offenbar vermége abzahlbar 
vieler Grundmengen £, darstellen in der Form 


E, 4 E,428,+..., 
und diese Darstellung wird eindeutig, wenn man verlangt, daB nie ein 
E,in E, i #,4...+4H,~_, enthalten ist und daB die Z; in der Normalform 


der offenen Menge vorkommen (die letzte Forderung bedeutet bloB, daB der 
letzte obere Index der Grundmengen £; von Null verschieden ist; andern- 
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falls kann namlich das letzte Symbol ohne Anderung der Menge E, weggelassen 
werden). In der Bezeichnung von oben ist 
\Bl= 1 E |e". 
imi mgd, 
Ist nun fiir ein i A, = 0, so liefert das Symbol ¢4? den Faktor Eins. Sind 
weiter zwei Grundmengen 


B= eo... etn und 2’ = et) ew 00% en’ 
gegeben, etwa mit n< n’, derart, daB fiir jedes i< n héchstens einer 
der Indizes A, und 4; von Null verschieden ist, so gilt fiir das Ma8 des Durch- 
schnitts der erweiterten Grundmengen offenbar 
| BR | =|B|-| 2}. 
Wir nennen zwei solche Grundmengen ,,multiplikativ“. 

Definition 9. Ein System von fremden Grundmengen {E,} heiBt multi- 
plikativ, wenn fiir jedes i von den in ihren Darstellungen vorkommenden i-ten 
oberen Indizes hichstens einer von Null verschieden ist. Ist das System der 
Grundmengen {E,} multiplikativ, so heiBt die Vereinigungsmenge ihrer Er- 
weiterungen nach rechts: a ia 

© = £48,484... 
eine Sternmenge. 

Satz 11. Die Sternmengen besitzen in allen Matrizen der zweiten Aqui- 
valenzklasse eine Dichte, die gleich ist ihrem Maf. 

Beweis. Es sei in der obigen Bezeichnung 

© = £,42,+8,+... 
und ty 
©, = £,48,+...48,, Of = Bi4:4i8ii2+... 
(D, und ©), sind nicht fremd; es kann sogar fiir jedes n das MaB von ©), 
gleich sein dem Ma8 von D). {,)} ist eine monoton gegen D wachsende 
Folge von a. o. Mengen (da die Stufe der darin vorkommenden Grundmengen 
beschrankt ist). Wir haben zu zeigen, daB in jeder Matrix der zweiten 
Aquivalenzklasse 
lim "(F,D). = || 
tro 
ist, oder mit anderen Worten, da8 
lim lim *(¥F,D,), = |D| 
to n> wo 
ist. Da andererseits 
lim "(F, D,), = | D,| 
anil k—> oo 


lim |D,| = || 
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ist, besagt unsere Behauptung nur die Vertauschbarkeit beider Grenz- 
iiberginge: 
lim lim’(F,D,), = lim lim*(F,©,),. 


k—> > n> wo n—» oo k—» oo 
Diese ist nun bekanntlich jedenfalls gewihrleistet, wenn der erste Grenz- 
iibergang links gleichmaBig erfolgt, d.h. wenn es zu jedem e >0 ein 
N = N (e) gibt, so daB 
(*) (FLO) —"(F, One <é 
wird, fir n> WN und alle k. Nun ist nach Definition 6 fiir jedes i und k 


"(F, E)), <C. |E;\, 
und daher auch 


(F,O.k S 2 (FB SC: 4 | £;|. 
i=n+1 =n+1 
Konvergiert die Reihe 
YlE;I, 


so kann man zu jedem « ein N = N(e) so bestimmen, dab C- b> |E,|<e 
i=x=N 
wird, und fiir dieses N gilt dann wegen 


(Ff, D)x _ (F,D,)» s "(F, De 
die Ungleichung (*). Damit ist der Satz fiir den Fall der Konvergenz be- 
wiesen. Divergiert aber die Reihe, so ist das MaB | O | = 1. In der Tat ist 
[Da] = |B! + (Bo| — 228s!) + (|Bs| —|Bs0a)) +... + (Bn| — [Bn Dn-al), 
oder in Anbetracht der Multiplikativitat 


[Dal = |Bx|+|2s|(1—|2,) +125] —|£,))  —|By)) +... 
+|£,|(1—|#, |) (1—|#,|)...d—| B4)) 


- 1— 7 (1 —| Ei). 
Da nach Voraussetzung die Reihe | E,| divergiert, folgt 
i 


|O| = lim |,| = 1. 
Das Ma8 der Begrenzung ist also Null, und die Menge © besitzt daher in 
bezug auf den Kérper x, der a. o. Mengen einen Inhalt und somit bereits in 
allen Matrizen der ersten Aquivalenzklasse eine Dichte, die gleich ist 
ihrem Ma8. Der Satz ist damit allgemein bewiesen. 

Wir bilden nun den Kleinsten Ring iiber den Sternmengen, d.h. die 
Gesamtheit aller Mengen, die man aus den Sternmengen erhilt, indem man 
endlich oft die Operationen der Summen- und Durchschnittbildung 
auf sie anwendet. 
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Satz12. Die Mengen des kleinsten Ringes tiber den Sternmengen besitzen 
in allen Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse eine Dichte, die gleich ist 
ihrem Maf. 
Beweis. Sind ae 
= E, 4+ 2,+8,4... 
und a 
B= £48, 484... 
zwei Sternmengen und konvergieren beide Reihen Y'| #,| und ¥ | £;\, 
so iibertrigt sich auf die Summe UW i B genau der erste Teil des Beweises 
von Satz11. Divergiert aber eine der beiden Reihen, so besitzt einer der 
Summanden, und daher auch die Summe, das MaB 1, und der Satz ist daher 
wiederum richtig. Entsprechendes gilt fiir die Summe von beliebig, aber 
endlich vielen Summanden. 
Ferner ist 
Ai B= A+ (B—AB). 


Die Summanden rechts sind fremd*); wie eben bewiesen ist 


lim *(F, 4 iB), = (44 8). 


—_ « 
Weiter ist 
lim (F,%), = |, 
t—> 
also®) auch 
lim (F, 8 — US), = |B — AB}. 
k— «= 
Da weiter 


AS = S$—(S— AB) 
ist, folgt schlieBlich auch 
lim "(F, 4B), = lim (F, 8), — lim (F, 8 — XB), = | AB}. 
tk—> ~» k—> 


t—> ~ 


Der Beweis iibertrigt sich auf den Durchschnitt dreier Sternmengen 4%, 
% und € vermége der Darstellung 


X4{i~Sic=A+ (S—ABY)+ C—C(A+B)), 
und erfolgt allgemein fiir den Durchschnitt von n Sternmengen durch In- 
duktion. 
Eine beliebige Menge des betrachteten Ringes kann man nun vermége 
des Distributivgesetzes darstellen als Summe von endlich vielen fremden 
Mengen, deren jede Durchschnitt von Sternmengen oder Differenz soicher 


Durchschnitte ist: da fiir diese die Dichten gleich dem betreffenden MaB sind, 
ist der Satz allgemein bewiesen. 


8) Wenn zwei fremde Mengen Dichten besitzen, so besitzt nach Definition auch 
die Summe eine Dichte, und zwar ist diese die Summe der Dichten der Summanden. 
Entsprechendes gilt fiir die Differenz zweier Mengen. 
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Satz 13. Die Mengen des kleinsten Ringes tiber den a.o. Mengen und 
der Sternmengen besitzen in allen Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse eine 
Dichte, die gleich ihrem Maf ist. 

Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Durchschnitt einer 
Menge & des kleinsten Ringes iiber der Sternmenge und einer a. 0. Menge M. 
YW ist nach Definition des Ringes immer offen; wir setzen 

A= AM+ A’. 
Dann ist wegen 
a = (R—M) A 
auch %’ offen. Nach Satz 7 ist daher in jeder Matrix 
lim (F, UM), S|UM|, lim "(F, WM), S|’; 
k—> oo k— ~ 
andererseits ist nach Voraussetzung 
lim *(F, M), = |, 
k—> ow 


und daraus ergibt sich die Behauptung fiir den Durchschnitt. Fiir die Summe 
folgt unmittelbar 


A+ M= A+ (M— AM), 

und da die Summanden rechts fremd sind und jeder eine Dichte, die 
gleich seinem MaB ist, besitzt, ist die Behauptung auch fiir die Summe richtig. 

Fiir beliebig (aber endlich) viele Summanden ergibt sich der Beweis 
wie beim Satz 12. 

Definition 10. Der kleinste Kérper tiber den Sternmengen und den a. 0. 
Mengen heiBe der Sternkérper oder x,.. 

Bekanntlich kann man alle Mengen dieses Kérpers durch endliche 
Differenzenketten darstellen in Gestalt 

(M, — M,) a (M, — M,) +..et+ (Mensa — Men), 

wobei M, > M, > M, D ... D M,,, und die M, Mengen des kleinsten Ringes 
iiber den Sternmengen und den a. o. Mengen sind (M,,, eventuell leer). Da 
die Summanden fremd sind, ergibt sich aus Satz 13 unmittelbar 

Satz 14. Die Mengen des Kérpers x, besitzen in allen Matrizen der zweiten 
Aquivalenzklasse Dichten, die gleich sind ihrem Maf. 

Nun kénnen wir genau so vorgehen, wie friiher beim Kérper x, der 
a. 0. Mengen, und die Mengen betrachten, die in bezug auf den K6rper x, 
einen Inhalt besitzen (A, §6). Eine Menge & besitzt einen x,-Inhalt, wenn 
es zu jedem ¢ > 0 zwei Mengen MM und M des Kérpers x, gibt, so daB 

MIADN 


und 

|M|—|N| <e. 
Alle Mengen mit x,-Inhalt bilden nach A, §6, einen KGrper, den wir mit 
K,, bezeichnen wollen. Offenbar gilt 
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Satz 15. Fiir jede Menge mit x,-Inhalt (Menge des Kérpers &,,) existiert 
in allen Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse eine Dichte, die gleich ist 
threm Maf. 

Es sei daran erinnert, wie man entscheidet, ob eine vorgelegte Menge & 
dem Kérper &,, angehért. Man hat einen ,,x,-Kern“ von & zu bilden, d. b. 
man nimmt bei festem ¢ eine Menge des Kérpers x,, die ganz in & liegt und 
ein so groBes Ma8 besitzt, daB sich im Rest keine Menge des Kérpers be- 
z° 
wiederholt. Die Vereinigungsmenge aller dieser Mengen bildet einen Kern: 
der Kern ist nur bis auf eine Menge vom Ma Null bestimmt’). Man 
hat nun ebenfalls einen Kern der Komplementérmenge 8 = R—Y zu 
konstruieren. Bezeichnet man die Kerne mit A bzw. mit B, so heibt 
(a — A) + (B — B) die ,,Begrenzung“ von A und von $B. A (und $) haben 
dann und nur dann einen x,-Inhalt, wenn das Ma8 dieser Begrenzung 
Null ist. 

Es sei hier bemerkt, daB der Kérper x, unabhiangig von der MaSbestim- 
mung, rein mengentheoretisch charakterisiert ist, waihrend der Kérper &,, 
noch von der MaSbestimmung abhingt. Fiir die Mengen des Kérpers x, 
folgt also die Existenz der Dichte rein kombinatorisch einzig und allein aus 
den in den Definitionen 5. und 6. ausgedriickten Eigenschajten, wahrend die 
Existenz der Dichte fiir die Mengen, die nur dem Kérper &,, angehéren, 
erst aus der besonderen MaSbestimmung des Raumes folgt. 


findet mit einem Ma8, das gréBer wire als «. Dasselbe wird dann fiir > 


§ 11°. 
Kriterium fiir die Mengen aus x. 

Will man in einem konkreten Falle entscheiden, ob eine Menge & einen 
%-Inhalt besitzt, so mu8 man einen Kern bilden, und dazu ist es unerlaBlich, 
ein Kriterium dafiir zu besitzen, ob eine Teilmenge von & dem Kérper an- 
gehért oder nicht. Zu diesem Zweck leiten wir ein notwendiges und hin- 
reichendes Kriterium ab. Vorangeschickt sei 

Satz 16. Alle Punkte, deren Darstellung nur endlich viele von Null ver- 
schiedene obere Indizes aufweist, gehéren dem Kérper x, an. 

Beweis. Es sei P ein Punkt mit der Darstellung e4)) e@» es) ...- Die 
Gesamtheit aller Punkte, in deren Darstellung mindestens ein oberer Index 


®) Der Kern wurde in A §6 so definiert, da in der allgemeinen Theorie eine 
Eindeutigkeit nicht zu erzwingen ist. Im speziellen Falle des hier betrachteten Kérpers 
lieBe sich zwar eine Eindeutigkeit erzwingen, doch lohnt es sich kaum, die allgemeine 
Theorie dieses kleinen Vorteils wegen zu spezialisieren, zumal sie nicht einfacher wiirde 
(und die interessantesten Mengen doch bereits in x, liegen). 
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gréBer ist als der entsprechende von P, bildet eine offene Menge ©. Setzen 
wir fiir den Augenblick 


EB, = Me... est, 
so bilden die Z, (s = 1, 2, . . .) ein multiplikatives System, und es ist offenbar 
O= EF, 48,48, 4.... 
Die Menge D gehért daher dem Ring der Sternmengen an”). Es seien nun 
nur endlich viele 4; +0, etwa A, = 0 fiir i > N. Die Grundmenge 


ay) (Ae) 
1 3 ** 


(ay) 
e a 


- ey 


gehért ebenfalls dem K6rper x, an, und ebenso ihr Durchschnitt mit der 
Menge ©: die Differenz dieser beiden Mengen ist aber eben der Punkt P, 
und der Satz ist damit bewiesen. 

Nach Satz 16 gehdren (unter Voraussetzung der Anordnung der Symbole e” 
von §3) insbesondere alle eventuell vorhandenen Pole dem Kérper x, an. 

Definition 11. Hin Punkt ef? ef) ec» ... heift ,,links gelegen“ vom 
Punkte e@) eG») e@» ..., wenn fiir alle i die Ungleichung », < A, besteht. 

Satz 17. Hs sei U eine beliebige Menge, P ein Punkt in ihr™). Es gibt 
dann und nur dann eine Teilmenge von U, die P enthilt und dem Korper x, 
angehért, wenn es eine P enthaltende Grundmenge E gibt derart, daf alle links 
von P gelegenen, in ihr enthaltenen Punkte der Menge U angehdren. 

Beweis. a) Das Kriterium ist hinreichend, denn die links von P 
gelegenen Punkte, die in E enthalten sind, bilden, wie im Beweise von Satz 16 
ausgefiihrt wurde, eine Menge des Kérpers x,. Diese Menge gehért aber 
nach Voraussetzung der Menge & an. 

b) Das Kriterium ist notwendig. 

Wir beweisen, daB jede Menge M, die dem Kérper x, angehdrt und 
die P enthalt, auch alle links von P gelegenen Punkte einer gewissen Grund- 
menge von P enthalt. Damit ist der Satz dann bewiesen. 


10) Anstatt von den Sternmengen auszugehen, hatten wir auch von den so de- 
finierten offenen Mengen ausgehen und iiber ihnen einen Ring bzw. Kérper bilden 
kénnen. Wir hatten einen (fiir die allgemeine Theorie zu kleinen) Unterkérper von x, 
erhalten. Dieser liefert wohl das einfachste Beispiel dafiir, daB der ,,Kern® nicht 
eindeutig sein kann: die Gesamtheit aller Punkte, die etwa keine aufeinanderfolgenden 
von Null verschiedenen oberen Indizes besitzen, hat ein positives MaB (MaBbestimmung 
des den Zahlen zugeordneten Raumes). Man kann aber zeigen, daB sie keine Menge 
des Kérpers mit positivem Ma8 enthalt, daB sie aber gleichwohl Vereinigungsmenge 
von iiberabzihlbar vielen Mengen des Kérpers ist, die alle das MaB Null besitzen. 

11) Enthalt der Punkt P nur endlich viele von Null verschiedene obere Indizes, 
so gibt es Grundmengen, die ihn enthalten, aber keine weiteren, links von ihm gelegenen 
Punkte. Der Punkt P gehért dann dem Kérper an, und der Satz 17 ist formal richtig. 
Wir kénnen daher voraussetzen, da8 in der Darstellung von P unendlich viele obere 
Indizes von Null verschieden sind. 
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Zunichst soll gezeigt werden, daB alle Mengen des kleinsten Ringes 
iiber den Sternmengen und den a. o. Mengen folgende Eigenschaft haben: 
enthilt eine solche Menge eine Folge von Punkten, die den Punkt P als 
Haufungspunkt besitzen und die alle links von ihm gelegen sind, so enthalt 
sie auch den Punkt P selbst. Diese Behauptung ist sicher richtig fiir die 
Sternmengen und den Durchschnitt von Sternmengen, da dieselben mit 
jedem Punkte zugleich alle Punkte enthalten, die nicht links von ihm gelegen 
sind. Sie ist ferner richtig fiir die a. o. Mengen, da sie abgeschlossen sind. 
Daher ist sie offensichtlich auch richtig fiir den Durchschnitt der a. o. Mengen 
mit den Sternmengen, und a fortiori bleibt sie richtig bei beliebiger Summen- 
bildung. Also ist sie fiir alle Mengen des Ringes richtig. 

Nun kann man alle Mengen des Kérpers x, durch endliche Differenzen- 
ketten aus Mengen des Ringes darstellen, d. h. jede Menge M des Kérpers 
ist darstellbar in der Form 

M = (M, — M,) + (M, — My) + ... + Men-1. — M,,.), 
wobei 
NM I7M—L_ITMRM, D...7M.-. TR, 


Mengen des Ringes sind (M,,, eventuell leer). Es sei nun P in M enthalten 
und komme das letztemal in M, vor (» ungerade): da alle Mengen des Ringes 
offen sind, enthalt M, eine ganze Umgebung von P. Wenn nun M,,, eine 
sich gegen P hiaufende Folge von Punkten enthielte, die links von P liegen, 
so miiBte es auch P enthalten, und das ist nach Voraussetzung nicht der Fall. 
Somit bleiben alle links von P gelegenen Punkte einer gewissen Umgebung 
von P in der Differenz M, — M,.,,, und da M diese Differenz enthiilt, liegen 
alle diese Punkte in M; die Notwendigkeit der Bedingung ist damit bewiesen. 


§ 12. 
Beispiele und Folgerungen. 

Wir wollen insbesondere solche Mengen betrachten, fiir die die Existenz 
der Dichte ohne Kenntnis der MaSbestimmung rein kombinatorisch folgt, 
also die Mengen des Kérpers x, selbst. Hierher gehéren zunichst alle Mengen, 
die ,,links“ von einem Punkte liegen (Definition 11). Zahlentheoretisch aus- 
gedriickt: wenn eine beliebige Folge positiver ganzer Zahlen {A,} gegeben ist, 
so besitzen die Zahlen (bzw. Ideale), die nicht durch pit (bzw. p:) teilbar sind, 
eine Dichte. Um die Dichte selbst zu berechnen, hat man die Vereinigungs- 
menge der Grundmengen n-ter Stufe zu bilden, in deren Darstellung kein 
i-ter oberer Index gréBer ist als 4; —1 (¢ <n): 


yi 


Pn =. au er a  P 


n 


1 =0 

















Eigenschaften der Zahlenreihe. 225 


Fiir das MaB folgt aus dem Distributivgesetz 


n iyi . 
ool = I] Sel = [] 0-25) 


i=1j=0 i=1 P;" 


Die Dichte der betrachteten Folge ist somit 


I(- px)» “ty IT ~ Fas0y 


i=1 
Als Spezialfille ergeben sich die quadratfreien Zahlen (a, = 2 fiir alle 7; 
Dichte 5), die Zahlen, die durch keine Primzahl teilbar sind, die kongruent 1 
mod 4 ist, und durch kein Quadrat der iibrigen usf. Natiirlich liefert das 
rein kombinatorische Schema bloB die Existenz der Dichte, nicht diese selbst, 
wenn die Folge {A,| durch ein Gesetz gegeben ist, das nicht ihre Verteilung 
erkennen 1laBt. 

Einen weit umfassenderen Typus von Mengen, die gleichfalls dem K6rper x, 
angehéren, erhalt man folgendermaSen: man kann Zahlenfolgen betrachten, 
die dadurch charakterisiert sind, daB den Exponentenfolgen ihrer Primzahl- 
zerlegungen gewisse Einschriinkungen auferlegt sind, etwa daB gewisse Werte 
oder Kombinationen verboten sind. Als solche Kombinationen betrachten 
wir z. B. die Aufeinanderfolge zweier von Null verschiedener Indizes (Zahlen, 
die durch keine aufeinanderfolgenden Primzahlen teilbar sind), oder dasselbe 
nur an gewissen Stellen (etwa Zahlen, die durch keine Primzahlzwillinge 
teilbar sind). Oder es kann bei gegebenen v, die Aufeinanderfolge etwa 

et) ef) ets) oder eo) ef) ee ey etd (4 >) (8 = 0,1,...) 


verboten sein, fiir alle oder gewisse i (z. B. bedeutet die erste zahlentheoretisch, 
falls », > 0, vg > 0: wenn die Zahl durch p’ teilbar ist, so darf sie nicht 
durch p?: , teilbar sein). Natiirlich konnen auch mehrere solche Kombinationen 
und auch fiir verschiedene i verschiedene Kombinationen verboten sein. 
Weiter gehéren hierher auch Zahlenfolgen von folgendem Typus: wenn 
sie durch die i-te Primzahl teilbar sind, sind sie durch keine (oder héchstens ») 
der nichsten N Primzahlen teilbar (oder es ist eine Folge von Stellen ge- 
geben, durch welche Primzahlen sie nicht teilbar sein sollen). Die Punkte, 
die die verbotenen Kombinationen enthalten, bilden eine offene Menge. 
Diese gehért dem Ring der Sternmengen an, wenn zugleich mit einer Kombi- 
nation jede verboten ist, die entsteht, indem man die oberen Indizes ver- 
gréBert; wenn ferner — in unmifverstiindlicher Sprechweise — die Linge 
der verbotenen Kombinationen beschrinkt ist (in obigen Beispielen war die 
,,Liinge der Reihe nach 2, 3, 5 und N); wenn schlieBlich fiir jedes ¢ nur in 
einer beschrinkten Anzahl von Kombinationen der kleinste i-te obere Index 
von Null verschieden ist (alle Kombinationen, die durch VergréSerung der 
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oberen Indizes aus einer entstehen, als eine gerechnet). In zahlentheoretischen 
Beispielen werden diese Bedingungen, insbesondere die erste, in der Regel 
erfiillt sein. Die erwahnten Beispiele erfiillen die Forderungen: die betrach- 
teten Mengen sind die Komplementarmengen der Mengen des K6rpers x,. Alle 
erwihnten Zahlenfolgen besitzen daher Dichten, die gleich sind dem Maf der 
betref{fenden Menge. Es ist leicht, durch Zusammenfassen von abzahlbar vielen 
solchen Kombinationen Beispiele aus dem Kérper &,, zu bilden, doch sind 
diese bereits so kompliziert, daB sie zahlentheoretisch kaum zu fassen sind. 

Zum Kérper x, gehéren auch alle Fille, die sich durch Kombination der 
erwahnten ergeben, also Zahlenfolgen, deren Glieder durch eine Eigenschaft 
charakterisiert sind, von der Art: wenn sie durch eine Primzahl teilbar 
sind, nicht aber durch die nachste, so dirfen sie nicht durch die 
darauffolgende Primzahl teilbar sein. Oder wenn kompliziertere Vor- 
schriften, auch nur an gewissen Stellen, gemacht sind. 

Eine weitere Klasse von Beispielen erhailt man durch eine Art Super- 
position. Es gilt namlich 

Satz 18. Es seien {E,} cine Folge von paarweise fremden Grundmengen, 
und die Vereinigungsmenge z E, habe in allen Matrizen der Aquivalenz- 


klasse eine Dichte, die gleich iat threm Maf. In jeder Grundmenge E, sei eine 
Menge U, enthalten, von derseiben Eigenschaft. Dann besitzt auch die Ver- 
einigungsmenge U = SY U, in allen Matrizen der Aquivalenzklasse eine Dichte, 
v==1 
die gleich ist ihrem Maf. 
Beweis. Es ist fiir jedes k und jede Matrix F der Aquivalenzklasse 


(F,W,>(F, 5 UG) 


v‘=1 


und nach Voraussetzung 


lim (F, EY), = Z|}. 


k— @ vy=1 v=1 

Daher ist 
lim (F, 4), >|. 
k—> 2 
Andererseits gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N, so dab fir n > N 5 |E,|<e 
wird. Fiir solches n gilt wegen —* 
(F,U. SF, EW + (fF, ZL Ep 
vyo=n+1 

jedenfalls 


im *(F,%.< F|%|+eS|Ul +e, 


tk 7 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Als Anwendungsbeispiel betrachten wir zunichst die Gesamtheit aller 
Zahlen, die nur durch eine beschrankte Anzahl von Primzahl- 











Eigenschaften der Zahlenreihe. 227 


quadraten teilbar sind. Diese Zahlenfolge besitzt eine Dichte. 
Wir wissen nimlich bereits, daB die Zahlen, die kein Primzahlquadrat ent- 
halten, eine Dichte besitzen. Die Komplementirmenge hat in der Normal- 
form die Darstellung 


2 > fee... ents” at”. 
n=l 2y==0,1 
%, =2, 8)... 

Durch Superposition dieser beiden Mengen im Sinne von Satz 18, indem man 
die Grundmengen der Normalform der zweiten mit #, bezeichnet und mit 
YU, die Punkte von E,, bei denen nur der letzte obere Index des definierenden 
Anfangsabschnittes gréBer ist als Eins, erhalt man die Menge der Punkte, 
die genau einen oberen Index besitzen, der gréBer ist als Eins. Daher 
haben die Zahlen, die genau bzw. héchstens einen Primfaktor im 
Quadrat enthalten, eine Dichte, und folglich auch diejenigen, die 
mindestens zwei solche Faktoren enthalten. Wir kénnen daher das Verfahren 
nochmals anwenden und erhalten durch Induktion die Zahlen, die nur eine 
beschrankte Anzahl von Primfaktoren im Quadrat enthalten. 

Derselbe Schlu8 gilt natiirlich auch fiir alle anderen oben erwihaten 
Beispiele. Eine Dichte besitzen also auch z. B. die Zahlen, die nur 
eine beschrankte Anzahl von Malen durch zwei aufeinander- 
folgende Primzahlenteilbarsind, oder bei denen nur eine beschrankte 
Anzahl von Malen vorkommt, daB sie durch eine Primzahl teilbar 
sind, nicht aber durch die nachste und doch durch die darauf- 
folgende usf. 

Es ist schlieBlich niitzlich zu bemerken, da8 jede offene Menge ihr eigener 
Kern ist. Wenn dasselbe von einer abgeschlossenen Menge gilt, so gehért 
sie jedenfalls dem Kérper &,, an. 

Sehr umfassende Sitze erhilt man auch vermége der Raum- 
transformationen von § 6, wenn man die Symbole e und e(” fiir alle + identi- 
fizieren darf (d.h. sie nicht unterscheiden und dem neuen Symbol die Zahl 


1— a bzw. 1— ver zuordnen). Das ist offenbar dann und nur dann 
i x i’ 


erlaubt, wenn dadurch keine Punkte, die der betrachteten Menge angehéren, 
und solche, die ihr nicht angehéren, zusammenfallen, wenn also die betrachtete 
Zahlenfolge die Eigenschaft hat, da8 wiederum eine Zahl der Folge entsteht, 
wenn man in der (formal unendlichen) Primzahlzerlegung eines ihrer Elemente 
endlich oft den Exponenten Null durch Eins oder Eins durch Null ersetzt. 
Bei einer solchen Identifikation erhalten, da das Produkt 


IT 0-7) 
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konvergiert, alle Punkte, die nach der Transformation nur endlich viele von 
Null verschiedene obere Indizes besitzen (das sind die Punkte des Raumes, 
die nur endlich viele von Null und Eins verschiedene obere Indizes enthalten), 
ein positives MaB: der neue Raum besitzt Pole, und zwar ist das Maf aller 
Pole 1 (A, §7). Alle diese Pole gehéren nach Satz 16 dem Sternkérper an. 
Daher gehéren alle Mengen des transformierten Raumes dem Koérper 8,, an. 
Sie sind nimlich nach A, §7 alle meSbar, und man kann immer endlich 
viele in ihnen enthaltene Pole — also eine Menge des Kérpers x, — nehmen, 
deren Ma8 sich vom MaS der Menge um héochstens « unterscheidet. Und 
ebenso kann man in der Komplementiarmenge endlich viele Pole weglassen, 
so daB das MaB des Restes sich vom MaB der betrachteten Menge ebenfalls 
um weniger als « unterscheidet. Alle Mengen des transformierten Raumes 
besitzen also eine Dichte, die gleich ist ihrem Ma8. Da sich die MaBe bei 
der Transformation nicht geaindert haben, besteht 

Satz 19. Jede Zahlenmenge von der Eigenschaft, daB wiederum eine Zahl 
der Menge entsteht, wenn man in der (formal unendlichen) Primzahlzerlegung 
eines threr Elemente endlich oft den Exponenten Null durch Eins oder den 
Exponenten Eins durch Null ersetzt, besitzt in der Zahlenreihe eine Dichte, und 
zwar ist diese gleich dem Maf der entsprechenden Menge im zugeordneten Raume. 

Alle diese Siatze gelten auch fiir beliebige algebraische Zahlkérper von 
endlichem Grade, insbesondere auch Satz 18, da er nur die Konvergenz der 


Reihe > voraussetzt. 
N (p,)? 


Als einziges Anwendungsbeispiel sei die Frage behandelt nach der Dichte 
der Zahlen, die durch eine gerade Anzahl von Primzahlquadraten 
teilbar sind. Diese Menge fallt unter den Satz 181*), und es handelt sich 
bloB darum, das Ma8 aller Punkte zu finden, deren Darstellung eine gerade 
Anzahl von oberen Indizes aufweist, die 1 iibersteigen. Zu dem Zweck be- 
trachten wir die Mengenfolge |U,,} der Punkte, die bis zur n-ten Stelle 


12) Als Beispiel fiir die Anwendbarkeit des Satzes 17 sei hier erwahnt, wie sich auch 
unmittelbar aus dem Kriterium ergibt, daB diese Menge dem Kérper Sx, angehért. 
Die Menge bildet ihren eigenen Kern: es sei P irgendein Punkt der Menge, und im 
letzten Symbol ) seiner Darstellung mit A= 2 sei etwa i = N. Der Punkt, dessen 
simtliche oberen Indizes A, fiir i > N gleich Eins sind, und der in derselben Grund- 
menge N-ter Stufe liegt, enthalt dieselbe Anzahl von oberen Indizes, die gréBer sind 
als Eins: er gehdrt also gleichfalls der Menge an, und ebenso alle links von ihm ge- 
legenen Punkte derselben Grundmenge N-ter Stufe, darunter auch P. Diese Punkte 
bilden aber eine Menge des Kérpers x, mit positivem MaB und gehéren daher dem 
Kern an. Also gehéren alle Punkte der Menge dem Kern an. Entsprechend besteht 
der Kern der Komplementarmenge aus ailen Punkten, die eine ungerade Anzahl 
von oberen Indizes, die gréBer sind als eins, besitzen. Die Begrenzung besteht daher 
aus allen Punkten mit unendlich vielen solchen oberen Indizes. Das MaB der Be- 
grenzung ist somit Null. — Die betrachtete Menge ist iibrigens eine G-Menge. 
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eine gerade Anzahl von oberen Indizes, die 1 tibersteigen, besitzen, und 
machen den Grenziibergang n — co. Diese Mengenfolge konvergiert allerdings 
nicht: der untere wie der obere Limes enthilt jedoch genau die betrachteten 
Zahien, und in der Differenz befinden sich nur Punkte mit unendlich vielen 
oberen Indizes, die gréBer sind als Eins. Das Ma der Differenz ist somit 
Null, und man kann, wenn man will, die mengentheoretische Konvergenz 
erzwingen, indem man formal zu den Mengen &,, diese Differenz hinzufiigt. 
Das andert an den MaBen nichts, und es geniigt somit, das MaB von &, 
zu berechnen. 

Wir haben alle Grundmengen n-ter Stufe zu betrachten, die an einer 
geraden Anzahl von Stellen obere Indizes, die gréBer sind als Eins, besitzen. 
Betrachtet man eine feste Kombination solcher Stellen, so kann man die 
iibrigen Stellen beliebig mit e{ oder mit e besetzen: i-te Stelle liefert 


nach dem Distributivgesetz den Faktor 1 — = An den betrachteten Stellen 


steht ein beliebiger Index, der gréBer ist als Eins: dies ergibt den Faktor -. 


Wir erhalten also 
n 


2¥ 


had 3 
1‘ Y l l 
jt! = i-a)d d a —t- 
i=1 t/ y==0 (ij) 4=1 Lt 1— —- 
P} 
wobei die 7, (A = 1, 2, .. ., 2 v) alle Kombinationen zu 2» der ersten n Zahlen 
durchlaufen. Bequem stellt man den Ausdruck dar in der Form 


1%, | = 211 (a) C+ )+ I 0-# 71)| 


(die Kombinationen mit einer ungeraden Anzahl von Indizes, die gréBer sind 
als Eins, heben sich in beiden Produkten gerade weg). Das ergibt: 


= aft Il -#)} 


Somit ergibt sich fiir die Dichte der Zahlen, die durch eine gerade Anzahl von 
Primzahlquadraten teilbar sind: 


Ersetzt man hierin p, durch N (p,), so erhalt man die entsprechende Formel 
fiir algebraische Zahlkérper. Genau so berechnet man die Dichten anderer 
Folgen von ahnlichem Typus. 

Es eriibrigt sich wohl, Beispiele fiir offene Mengen (Zahlen, die durch 
abzahlbar viele vorgegebene teilbar sind) anzufiihren, da ihre Untersuchung 
ebenfalls auf die Untersuchung der Begrenzung hinausliuft. 


Mathematische Annalen. 107. 16 
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§ 13. 


Schlu8bemerkung. 

Alle im vorangehenden bewiesenen Existenzsatze fiir Dichten beruhen 
allein auf den beiden in den Definitionen 5. und 6. zum Ausdruck kommenden 
kombinatorischen Eigenschaften der Zahlen und berufen sich weder auf 
weitere Teilbarkeitsverhaltnisse, noch — wenigstens, soweit sie sich auf die 
x-Kérper beziehen — auf GréBenbeziehungen. Es ist nicht uninteressant, 
da8 man unter Hinzunahme weiterer kombinatorischer Eigenschaften sogar 
Schliisse auf ‘die GréBenbeziehungen ziehen kann. Z. B. folgt aus Satz 16 
unmittelbar, daB der Punkt e e\” e)... in ailen Matrizen der zweiten 
Aquivalenzklasse eine Dichte besitzen mu8, die gleich ist seinem MaB. 


Dieses ist aber 
II (1— =) 


(diese Behauptung benutzt bloB die Tatsache, da8 alle durch die i-te Prim- 


zahl teilbaren Zahlen eine Dichte besitzen, und diese wurde mit bezeichnet). 
¢ 
Nimmt man noch die Tatsache hinzu, daB die Dichte der Zahlen, die durch 


keine Primzahl teilbar sind, Null ist, so folgt, daB die Reihe I 4 i divergieren 
i=1 . 


mu8, und derselbe Schlu8 iibertragt sich auf beliebige Zahlkérper. 

Man kann sich leicht Rechenschaft davon geben, wie wenig von den 
Eigenschaften der Zahlen benutzt warde und wie weit man auf dieser Stufe 
kommen kann. Die beiden Eigenschaften der Matrizen bleiben sicher erfiillt, 
wenn man alle Zahlen bis zu einer beliebigen (aber festen) durch 1 ersetzt, 
oder auch alle Primzahlen. Daher kann es fiir die Gesamtheit aller Matrizen 
der zweiten Aquivalenzklasse keine Abschdtzungen fiir die Differenz der relativen 
Haufigkeit und ihres Grenzwertes geben, und entsprechend kann auch der 
Dirichletsche Satz tiber die Primzahlen in einer arithmetischen Folge 
nicht beweisbar sein. Beides ist erreichbar, wenn man die zweite Aquivalenz- 
klasse weiter einschrinkt. Die Abschitzungen werden um so genauer, je 
weiter man die Aquivalenzklasse einschrankt. 

In bezug auf den Dirichletschen Satz ist noch folgendes zu bemerken. 
Man kann offenbar auf jede Teilfolge der natiirlichen Zahlen (oder der Ideale 
eines Kérpers) die ganze vorstehend entwickelte Theorie tibertragen, wenn 
diese Folge bloB die Eigenschaft besitzt, daB die in ihr vorkommenden, durch 
eine feste Primzahi teilbaren Zahlen in ihr eine Dichte besitzen. Es mégen 
nun noch folgende zwei Bedingungen erfiillt sein: 1. Der untere Limes der 
relativen Haufigkeit der Zahlenfolge in der Reihe der natiirlichen Zahlen ist 
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positiv. 2. Es gibt eine Konstante y, so daB die (nach Voraussetzung exi- 
stierende) Dichte (in bezug auf die Folge) derjenigen Zahlen der Folge, die 
durch eine Zahl teilbar sind, entweder nicht kleiner ist als das y-fache der Dichte 
der entsprechenden Zahlen in der Zahlenreihe, oder aber, daB es nur endlich 
viele Zahlen der Folge gibt, die durch die betreffende Primzahl teilbar sind. 
Dann gehért die von der Folge gebildete Matrix F* sogar der zweiten Aquivalenz- 
klasse an. Zum Beweis betrachten wir irgendeine nach rechts erweiterte 
Grundmenge F des den Zahlen zugeordneten Raumes. Sie enthilt an Zablen 
die Vielfachen einer Zahi und nur diese, und besitzt daher in der Matrix F* 
eine Dichte, die wir mit [£] bezeichnen. Sehen wir von dem trivialen Falle 
ab, daB E in der Matrix F* nur endlich oft vertreten ist, so ist nach der zweiten 
Annahme [EZ] > y|£|. Es ist zu zeigen, daB es eine Konstante C* 
gibt derart, daB die relative Hiufigkeit von E in F* das C*-fache 
von [E] nicht iibersteigt (C* unabhingig von £). Nun midge die gegebene 
Folge k* (k) Glieder enthalten, die k nicht iibersteigen. Dann ist nach Voraus- 
setzung lim - > 0, so daB es eine Konstante M gibt mit a <M. In der 
k—+ @ 
Matrix F* kann die Menge £ bis zur k*-ten Stelle héchstens so oft vertreten 
sein, als in der Matrix F bis zur k-ten Stelle. Es ist also 
“(F*, E)s < “(F,B), 
oder 


"(F*, E)xs = (F*, BE) xs - 


IA 


«(F, EB), on 


on 
Pa 


l 
i 


Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Beide Bedingungen sind in den arithmetischen Folgen az-+ 6 (a, b 
teilerfremd) trivialerweise erfiillt (y = 1). Alle bewiesenen Evxistenzsiitze fiir 
Dichten gelten daher auch fiir arithmetische Folgen und alle anderen Folgen, 
die den erwaihnten Bedingungen geniigen. Es existiert somit in den 
arithmetischen Folgen eine (positive) Dichte der durch genau 
vy Primzahlquadrate teilbaren Elemente usf. Um den Primzahlsatz 
selbst zu beweisen, miiBte man eine Eigenschaft der Zahlenreihe finden, 
die die Existenz von unendlich vielen Primzahlen garantiert und die sich 
ihnlich auf jene Folge iibertrigt, wie die Eigenschaft der zweiten Aqui- 
valenzklasse. 

Es sei noch zum Schlu8 darauf hingewiesen, daB die Dichte und das 
MaB durchaus nicht iibereinzustimmen brauchen, selbst wenn beide existicren. 
Beispielsweise kann man nach einem wohlbekannten Verfahren eine offene 
Menge konstruieren, die alle ,,Zahlen“ (d.h. Punkte, in deren Darstellung 
nur endlich viele von Null verschiedene obere Indizes vorkommen) enthilt, 

16* 
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und deren Ma8 kleiner ist als ein beliebig vorgegebenes positives «. Da anderer- 
seits nach Satz 3 in allen Matrizen der zweiten Aquivalenzklasse nur Zahlen 
vorkommen, ist die Dichte dieser offenen Menge 1. Es gibt also sogar offene 
Mengen, die das MaB « haben und dennoch in allen Matrizen der zweiten 
(und daher der noch zu konstruierenden folgenden) Aquivalenzklasse die 
Dichte 1 besitzen. Es kommt eben bei der Behandlung zahlentheoretischer 
Fragen auf die Einbettung in eine Menge des zugeordneten Raumes an, fiir 
die das Ma8 und die Dichte iibereinstimmen. 


Kiel, Juni 1931. 


(Eingegangen am 10. 7. .1931.) 














Neuer Beweis fiir die explizite Reziprozititsformel 
der /-ten Potenzreste im /-ten Kreiskérper. 


Von 


Herbert Vennekohl in Marburg. 
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§ 1. Vetta Wiiaiiee..:.. ae ye + a eee 6 

§2. Das Normenrestsymbol fiir 4... . . be ee > «enn 

§3. Beweis fiir die explizite Resiprosititeformel . ees. 
Einleitung. 


In dieser Arbeit soll ein neuer Beweis fiir die van Hasse bewiesene 
explizite Reziprozitaétsformel der /-ten Potenzreste im lI-ten Kreiskérper k 
gegeben werden. Unter der Voraussetzung, daB die GréBen « und f aus k 
kongruent 1 modulo 7? sind, gilt fiir den sogenannten Umkehrfaktor bzw. 
das Normenrestsymbol folgende explizite Formel'): 

i=1 
P Z o> 8 E—* log a) + 5G" log | 
(3) (£) 7 (45) a =! = Chia, 
Hierbei bedeutet S (a) die Spur einer GréBe « aus k, und die in der Formel 
auftretenden Logarithmen sind im Sinne der Henselschen A-adischen Reihen- 
entwicklungen zu verstehen. Die bisherigen Beweise stiitzen sich entweder 
auf die Kummerschen logarithmischen Differentialquotienten oder die Eisen- 
steinschen Beziehungen zwischen den Basiseinheiten des l-ten Kreiskérpers*). 


1) Diese Formel ist von Hasse in den folgenden Abhandlungen bewiesen: » Uber 
das allgemeine Reziprozititegesetz der 1- tn Potenzreste im K6rper k, der /-ten 
Einheitswurzeln und in Oberkérpern von k,“, Journ. f. Math. 154 (1925). ,,Zum 
expliziten Reziprozitatsgesetz“, Abh. Math. Sem. Hamburg 7 (1930). 

*) Die Einfihrung der Kummerschen logarithmischen Differentialquotienten und 
eine mit ihnen gebildete explizite Formel ist in der Abhandlung von Kummer gegeben: 
Allgemeine Reziprozitatsgesetze fiir beliebig hohe Potenzreste“, Berl. Akad. Berichte 
1850; zusammenfassend ist tiber die Beweise zum Reziprozitategesetz referiert in Hasse: 
Bericht tiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen 
Zahlkorper“‘; Teil II, Reziprozitategesetz, Jahresber. d. Math.-Ver., Erginzungsband VI 
(1930), § 20 (im folgenden zitiert mit ,.Ber. II‘). 
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Im folgenden wird dieses Gesetz lediglich durch Betrachtungen und Unter- 
suchungen in dem /-adisch erweiterten Kreiskérper k, und speziellen Er- 
weiterungskérpern, die durch Adjunktion von /-ten Wurzeln aus GréBen « 
des j-adischen Kreiskérpers entstehen, bewiesen werden. Die Grundlage 
dieser Arbeit bildet eine von Hensel und Hasse gemeinsam verfaBte Abhand- 
lung, in der die Frage beantwortet wird, wann eine Zahl f des A-adischen 


l 
Kreiskérpers k, Norm des relativ-zyklischen Oberkérpers 'k, (Va) ist *). Es 
wird in jener Arbeit fiir jede Zahl # ein Kriterium angegeben, auf Grund 


dessen man entscheiden kann, ob 8 Norm oder Nichtnorm aus k; (Va) ist. 
Die Untersuchungen werden mit Hilfe der von Hensel gefundenen multi- 
plikativen Darstellung der algebraischen Zahlen durch ein sogenanntes Basis- 
system gefiihrt*). Von Hilbert ist das Reziprozitatsgesetz in einen Zusammen- 
hang mit dem Normenrestsymbol gestellt worden®), so daB es zur Herleitung 
eines expliziten Ausdrucks geniigt, eine Formel fiir das Hilbertsche Normen- 
restsymbol (=*) zu besitzen (Ber. II, § 12, 8. 58). 

Nach einem einleitenden Paragraphen (§1), in dem ich einige Hilfs- 
sitze beweise, werde ich zunichst eine Charakterisierung des Hilbertschen 
Normenrestsymbols (a5 : =) durch gewisse Eigenschaften geben (§ 2) und dann 


im Hauptteil dieser Arbeit (§ 3) die Identitat dieses Symbols mit dem obigen 
Ausdruck (4'“ ® nachweisen. 


§ 1. 
Vorbereitende Hilfssitze. 

Es sei / eine ungerade Primzahl; ich betrachte den Kérper der rationalen 
l-adischen Zahlen und erweitere ihn mit einer primitiven /-ten Einheits- 
wurzel ¢ zu dem /-adischen Kreiskérper k,. In k, ist dann A = 1 —€ eine 
Primzahl, und es gilt die Beziehung 1 = — 2'—! mod l/ ~ H!. 

Ich werde jetzt die Spuren einiger GréBen dieses Zahlkérpers berechnen: 
{| —1, falls a = 0 modl 


I. 8") = (1 —1, falls a = 0 modl. 





*) K. Hensel und H. Hasse: ,,Uber die Normenreste eines relativ-zyklischen 
Kérpers vom Primzahlgrad / nach einem Primteiler von 1‘, Math. Annalen 90 (1923) 
(im folgenden zitiert mit ,,N. R.**). 

*) Grundlegend fiir diese Betrachtungsweise sind die folgenden Arbeiten von 
Hensel: ,,Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen“‘, Math. Zeitschr. 2 (1918). 
»Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines algebraischen Zahlkérpers fiir den 
Bereich eines Primdivisors“, H. A. Schwarz-Festschrift, Berlin1914.  ,,Die multi- 
plikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den Bereich eines Primteilers‘‘, 
Journ. f. Math. 146 (1916). 

5) D. Hilbert, ,,Die Theorie der algebraischen Zahlkérper“, Jahresber. D. Math.- 
Ver. 4 (1897), Teil 5. 
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Es ist namlich S(f*) = (¢°+ (4+ ...+ (0-2 stets gleich — 1, 
wenn (a,/) = 1 ist, und gleich | — 1, falls a durch / teilbar ist. 
l, falls Lo asl—1 


II. S (As) - 0 mod /*, falls a > I. 





Im ersten Falle ist 


S (ae) = S((1—0)) = s(¥ (—1)'(“)e") 


v=0 / 
=2'(- (se =1— Di ())=1 
v=0 v=0 
Im zweiten Falle erhalte ich: 
S (A*) = S(—1A*—!'+1n) = —1S(4e-*+1n), 

wo 7 eine nach positiven Potenzen von A fortschreitende Einseinheit ist. 
Da a>! ist, so ist S(A*—'+1n) stets durch / teilbar, mithin wird S (A*) 
kongruent Null modulo P. 


II. S(gvae) = (— 1)" “(,*, I, 





falls Lo asl—1 und OS oS !/—1 ist. 
Es ist 
S (er ar) = S(er(1 —¢)*) 


i—1 i—1 a 


dear = DY Y(—(S)erero 


- on u=d y=0 
= a 1) (2) Dd, morn 


=1))(-0)('). 


vo+v¥=0 mod! 
Wegen der obigen Einschrankungen fiir v und a reduziert sich diese Summe 


iiber » auf das einzige Glied (— | ated PR somit ist also 
i—v 
Sra) = (—1) “(, * th. 


IV. S(t*A,) =0 mod?*, wenn A, = 0 mod! ist. 
Es ist 





S (Cea) = S(—1tra,) = —18 (Crd), 
wo A, = 0 mindestens modulo A ist. Aus diesem Grunde ist der Ausdruck 
stets durch /* teilbar. 
Auf Grund dieser Uberlegungen kann jetzt der folgende Hilfssatz I auf 
einfache Weise bewiesen werden: 
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Es ist der Ausdruck 
t—1 
L (a,b) = 3’ o> 8(f° a) +S C'-" at) = |? mod, 
v=1 
je nachdem 1—b +a oder |—b =a ist. (a,b >1 beliebiy). 
Beweis. Es seien a und ) < /—1, dann ist nach III 





t—1 
P b a) 
L (a,b) = — D'»(,- ,)(%): 
v=1 
Hier kann ich die Summierung iiber v auch von — co bis + oo vor- 


nehmen, d. h. 


~*oe 


L(a, 6) =— 2! °(;-.) (2) 


=—oe ae ae es) 


Unter Anwendung der bekannten Formel iiber Binomialkoeffizienten 
a\/(B\ __ (a@+2 
Zier) 
u+rv=ok 
auf den Ausdruck L (a,b) erhalte ich: 


L (a,b) =—a(’t*7'). 


Ist 6+ a < I, so wird L (a,b) = 0; ist 6+ a =I, so wird L (a,b) = —a 
= 6b modl, und ist schlieBlich 6+ a> 1, so wird L (a,b) =0 modl; da 
b+a— ') 
I—1 

stets durch | teilbar, weil sein Nenner prim zu / ist, waihrend sein Zahler 
(a+ b6—1)...(@+ 6 —(l—1)) sicher den Faktor / enthilt. 

Ist ferner a oder b >1, so folgt aus IV unmittelbar L (a, b) = 0 mod I. 
Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen. 

Der weiter zu beweisende Hilfssatz II liefert eine Einsicht in die Teilbar- 
keitseigenschaften einer Summe von Binomialkoeffizienten. Er lautet: 


nimlich 1< a + b6<21—2 ist, so ist der Binomialkoeffizient ( 


== , 
we yl She 9’) fears = 0 mod I~ 


fiir beliebige ganze a > 0, i>0 und OS SbSI—1, OS kk SI —1. 
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Der Beweis wird durch einen vollstindigen Induktionsschlu8 gefihrt. 
Fir a = 0 und «+0 wird stets S, , = 0; fiir den Fall a = 0 und i = 0 


ergibt sich: : 
0 
5,0 = (0) (x): 


Dieser Wert ist auch stets kongruent Null mod /°-°. Somit ist die Giiltigkeit 
fir a = 0 und alle Werte von i gezeigt. Ich mache jetzt die Induktions- 
annahme, da$ der Satz fiir a—1 und fiir alle zugelassenen i, b und k gelte 
und folgere daraus die Giiltigkeit auch fiir a und alle zugelassenen i, b und k. 


Es ist 
+ 20 ' 
8.4 = = (— I) 7) (( fata x): 


a= — 2 


Wende ich die schon bei dem Beweis des vorigen Hilfssatzes benutzte Formel 


a Geeta 


M+ 
auf den Ausdruck “i an, so erhalte ich: 
! 
s.= 5-1 C3" )»D (iSite 
i= — oo r=0 


Durch Abspaltung der Randglieder der Summe iiber r ergibt sich: 


T@ ° 
A at ie | ( HH Eo Pier i | 


i= — oo 


t—1 


+ Ss) S () (etait) 


i=— oO r=1 


Fiir die erste Summe 7 erhalte ich: 


+ : , 
r= Sy Geet 


y mitm) ( (a—1)I+d 
+d (- 1) (" of (usanttaar 


n= — oo 


Beriicksichtige ich, daB 


(Coates 
ist, so folgt: 


Poe (a—1)1+56 = 
i= Sin" t gund ) (Gaye) 14-4) 50-2 6—2 


n=s— co 
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Nach der Induktionsannahme ist also T= 0 mod 14“—»—¢—-» = [¢—-*, Mit- 
hin ist jetzt 
i—1 
5 ey (a—1)i+6 —_ 
5.1.= G )ye1 F Mantas! 
r=1 a=— 2 


Fiir alle r < k stellen die obigen Summen iiber n den Ausdruck S,_,,,; dar, 
sind also kongruent Null mod/*—‘—'; da () in diesen Fallen stets durch | 
teilbar ist, so erhalte ich: 


i—1 


8..= >" (/) Fey") (, it Oe 


i (itn—l1)l+1+k 


r>k n=— oo 
i—1 
A ber wens Peet ree 
r> n=~— oo 
a" 4 - 1)" “tT eo PR Ce 
i—1 
= 5’ (!) [Sa —1, 1- 1 — Sa—1, 1) = 0 mod [+- ¢, 
r>k 


Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen. 


§ 2. 
Das Normenrestsymbol fiir A. 


In der Klassenkérpertheorie (Ber. II, § 12, I, Il) wird bewiesen, da8 der 
Umkehrfaktor des Symbols der /-ten Potenzreste, der aus dem Quotienten 


der beiden zueinander inversen /-ten Potenzrestsymbole, (5) (ey, 


besteht, wobei «, 8 prim zu / und zueinander aus dem /-ten Kreiskérper k 
gewahlt sein sollen, nur von dem Restklassenverhalten der Werte « und £ 
nach einer hinreichend hohen Potenz des Primteilers 4 von! als Modul — 
nimlich mod 2' — abhingt. Die bestehende Beziehung lautet: 


ja\ (B\-' (Ba 
(3)(2) =(7): 
wo auf der rechten Seite das sogenannte Normenrestsymbol fiir 4 steht. Dieses 


Normenrestsymbol ist allgemein fiir beliebige «, 8 aus k, definiert und besitzt 
die folgenden Eigenschaften: 


I. (=5) ist eine /-te Einheitswurzel, und es ist 


(42) = 




















Reziprozitatsformel der l-ten Potenzreste. 239 

dann und nur dann, wenn die Zahl f aus k, Relativnorm n (B) einer Zahl B 
a l 

aus dem Kérper k, (Va) ist, der durch Adjunktion von Va zu k, entsteht. 


I 
Dieser Koérper k, (Va) ist k, selbst dann und nur dann, wenn « = «*' 
in k, ist; hierzu reicht bekanntlich schon hin, daB nur « = a! mod /'+? ist. 


l 
Dann ist trivialerweise jedes 8 Norm aus k, (Vx) = k,; speziell gilt also: 
(1) (=5) = 1, wenn « = a! mod A+}, 
! 
insbesondere, wenn « = 1 mod /'+1, Anderenfalls ist k, (Va ) vom Grade l 
iiber k, und besitzt einen Primteiler A von der Relativordnung 1 oder / und 


t 
bzw. dem Relativgrad I oder 1, so daB also k, ( Vx ) ein Henselscher Kérper K, 
wird, 








Il. jas) = ( id =) (Fes (vorderer Zerlegungssatz). 
II. (35) = (=F) (Vertauschungssatz). 
14Le Na+0—1 
IV. Speziell ist ( 7) = ' = (-!, 
Aus II, III folgt natiirlich auch noch: 
II’. (As) = (=) (Fc) (hinterer Zerlegungssatz). 
Ferner folgt aus (1) und III noch: 
(1) (=*) =1 fir B=1 mod 4'+!, 


Wie sich aus friiheren Arbeiten von Hasse*) ergibt, ist das Normenrest- 
symbol durch diese Eigenschaften eindeutig festgelegt. Es handelt sich jetzt 
darum, diese Festlegung iiber die rein theoretische Erkenntnis ihrer Ein- 
deutigkeit hinaus explizit zu verfolgen; und zwar mit Methoden, die ganz 


! 
im Henselschen K6rper k, und seinen Erweiterungen K, = k, (Va) verlaufen. 
Zunichst ist aus I—III und (1), (1’) zu ersehen, daB es geniigt, die 


Werte ( ; * 





, 
"5 


) zu bestimmen, wo 7, und 7; je ein (nicht notwendig dasselbe) 


Fundamentalsystem fiir die multiplikative Darstellung mod 2'*+! in k, durch- 
laufen. Fiir die Auswahl dieses Fundamentalsystems berufe ich mich nun 








6) H. Hasse, ,,Zur Theorie des Hilbertschen Normenrestsymbols in algebraischen 
Zahlkérpern“, Journ. f. Math. 158 (1924). ,,Direkter Beweis des Zerlegungs- und 
Vertauschungsgesetzes fiir das Hilbertsche Normenrestsymbol in einem algebra- 
ischen Zahlkérper im Faile eines Primteilers | des Relativgrades 1, Journ. f. Math. 


154 (1925). 
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auf den folgenden in einer friiheren Arbeit (N.R.) von Hensel-Hasse be- 
wiesenen Satz: 

Zu jeder der Fundamentaleinheiten « = n, = 1 -— A" mit h = 1,2,...,1 
existiert ein bestimmtes Fundamentalsystem 1, n@, ..., ni yi derart, dap 


i 
eine Zahl aus k, dann und nur dann Norm aus k, (Va) ist, wenn sie im Falle 
a = 1—A* mit h = 1,2,...,1—1 eine gewisse der Hinseinheiten 4, ..., , 
von der Form i @ = 1— A" = ny mit h+ h' =1, im Falle« =1—2! 
das Element i = A nicht oder nur in der |-ten Potenz enthilt’); anders gesagt: 
das Fundamentalsystem ist so bestimmt, da sdmtliche Elemente mit Ausnahme 


i 
eines einzigen Normen aus k,(Va) sind. 

Ich beschranke mich auf zu A prime a, 8. Dann gilt nach diesem Satze 
genauer als (1), (1’): 


) (F) 


(2’) (°°) = 1 fiir p= 1 mod 2, 


1 fir a=zl1 mod }! 


was ich im folgenden dauernd brauchen werde. Ich brauche mich daher fiir 

a, 8 nur um die Fundamentaleinheiten bis zum Grade |—1 zu kiimmern. 
Ferner gilt nach jenem Satze, wenn « = 7, (h = 1,...,1—1) gesetzt 

wird, und 7{”,..., 7 , das zugehérige Fundamentalsystem bedeutet: 


(A) 
(3) (3%) = 1 fir iA’. 
Dagegen ist sicher 
(A) 
Mh > % "nr ", 
(* )=( i )+1. 
Diesen Wert berechne ich schlieBlich zu: 


(4) ("7") == ft’, 
Beweis. 1. Ist h =1—1, so ist 


(4=1) — (GH) 
nach (1), II, III, IV. 


2. Ist 1—1 >l> so gelingt mir der Nachweis von (4) mit Hilfe 


eines von Takagi*) bewiesenen Hilfssatzes: 
7) Der in N. R. auftretende dritte Fall « = A fallt hier fort, da der Umkehrfaktor 
nur fir Werte von « und f definiert ist, die prim zu A sind. 
8) Teiji Takagi, ,,Zur Theorie des Kreiskérpers“, Journ. f. Math. 157 (1926), 
8. 231. 
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Ist « = 1 —A,, wo A, eine genau durch die erste Potenz von A teilbare Zahl 
aus k, ist, und h eine ganze rationale Zahl ist mit | > h > > dann ist 1 —1— Ah 


l 
Norm aus dem Kérper k, (Va). 
I 
Der Beweis dieses Satzes sei hier kurz skizziert. Es ist A = 1— Va 


I 
genau durch die erste Potenz des Primteilers von A in k, ( Va) teilbar. Takagi 
bildet die Relativnorm der GréBe 1— A*. Es ist 


n (1 —A*) = 1 — S, (A*) + 8, (A*) —... + 8-1 (A*) — (M4). 


Hierbei bedeuten S,,...,S,_, die elementarsymmetrischen Funktionen der 
1 mit A’ relativ konjugierten Zahlen A’, A", ..., (A“-»)*. Es ist S, (A*) 
= s(A") die Relativspur von A*. Wegen h</ gilt: 


s(A*) = 8((1 — Ve)') 
=#( 3 (— 1 () (Wey) 


= Y (—17 () 8 (Vay) =2. 


Weiterhin laBt sich 
8, (A*) — At A‘h /-_ a . (A¢- 2))h (A¢- 1) 


- [—ly». ‘ ‘ . 
in —,— Teilsummen zerlegen, deren jede Relativspur einer genau durch A** 


teilbaren Zahl ist, also wegen k > M einer Zah] der Form AA mit durch A 
teilbarem A. Also ist 

S,(4") = Ls(4* A") = Ls(AA) = LAs(A). 
Nach den obigen Ausfiihrungen zur GréBe S, ist aber s (A) == 0 mod 1; daher 


wird S,(A")=0 modlA~/!. Analoges gilt fiir die GréBen S,,...,8,_;. 
Beachtet man noch, daB n(A”) = /* ist, so wird 


n (1 — A") = 1 —1— A mod 4’. 
Damit ist der Takagische Hilfssatz bewiesen. 
Unter der Voraussetzung 1— 1 >h > 7 setze ich jetzt speziell: 
a= 1l—A = 1—A—A" + At! = (1— A) (1 — A") = Cm 
mit h+-h’ =l. Dann ist 


Ay = A(1+a"-1—4") und At = A*(1+h4"—*) moda"'t 
ae Ahi Ayrti'—1 


== A'—hl mod 4!, 
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Somit wird 
1—#—l=1—/'+ Al—I mod! 

einerseits kongruent 

(1 —1— 24) (1 + Al) mod 2! 
und andererseits kongruent 

(1 — A) y =my mod 2', 

wo y eine Einseinheit von einem Grade k > h bedeutet. Also ist 


(i=iz=fi=h) ape pitoe Eee) 
h = a y) j 








1—1— AM) (1 + ADC \ (0% * 490 
= ( A) (1 + )(A4™) nach I, 1, (2') 


A 








1+Al,0\ ("nn 
"a ( : =) ( - ) nach II, 
ih i 
und da ferner nach dem Takagischen Hilfssatz speziell (- = . hoon “) ==] 


l 
ist und nach N.R. y stets Norm aus k, (Vnw) ist, da der Grad k der Eins- 
einheit y gréBer als h, der kritische Grad, ist. Mithin wird nach II: 


1 = ESO). 


und nach III und IV wird dann: 


—~ Th\ __ pr’ 
i sa hy 


so folgt aus dem vorigen und III: 


(ay * = (4) =o 


Damit ist (4) vollstandig bewiesen. 








l 


3°? 


3. Ist h< 





§ 3. 
Beweis fiir die explizite Reziprozitatsformel. 


Zum Beweis der expliziten Reziprozitaitsformel 
I—1 
a ZX vtsq—* og a) + 5% 10g f) 
GS) = (Cg) ee ea 

ist es notwendig, die Identitét des Normenrestsymbols mit dem Aus- 
druck {4 ® zu zeigen. Dieser Nachweis soll jetzt erbracht werden. 

Zunichst ist zu bemerken, daB die obige Formel unter der Voraussetzung 
gilt, daB die GréBen « und f aus k, kongruent 1 mod 2? sind. Dies bedeutet 
aber keine wesentliche Einschrankung, denn durch Multiplikation mit einer 
Potenz der /-ten Einheitswurzel { ist stets zu erreichen, daB a und £ 
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kongruent 1 mod 2? werden. Die Verainderung der Potenzrestsymbole, die bei 
der Multiplikation von « und # mit einer Potenz der /-ten Einheitswurzel ¢ ein- 
tritt, kann auf Grund des Eulerschen Kriteriums sofort angegeben werden. 


Das im vorigen Paragraphen explizit bestimmte Normenrestsymbol (75) 


fiir zu A primes a, # ist nun ersichtlich durch die folgenden Eigenschaften 
eindeutig charakterisiert: 


1. Es gilt der vordere Zerlegungssatz und der Vertauschungssatz. 


2. Es ist (";*) = 1, sobald 8 =1 mod 2 ist. 
3. Es ist (“{*) = 1, falls « = 1—2 mit h= 1, 2, ..., 1—1 und 


I 
B Relativnorm aus k, (Va) ist. 





4. Es ist (&*) = ¢W, falls « = 1—-a* mit h = 1, 2,..., 1—1 und 
B=1—A" mit h+ h’ =1 ist. 
Das erkennt man leicht, wenn man das allgemeine Symbol ( os) ver- 


mittelst der im vorigen Paragraphen angefiihrten Fundamentalsysteme auf 
die dort in (2)—(4) bestimmten speziellen Symbole zuriickfiihrt. 
Zum Nachweis der Identitaét der beiden GréBen 


(F*) und gL 


4 


sind also die folgenden vier entsprechenden Eigenschaften von (4?) fest- 
zustellen: 


1. Fir (4 gelten die Gleichungen: 


CL (@, B12) — CLA) +L, 6) ynd CL@/ — t-LGa) 
oder also die Kongruenzen: 
L (a, BBs) = L («, By) + L (a, 82) mod! 
L (a, 8) = — L (8, «) mod I. 
2. Es ist C4 * —1,d,.h. D(a, 8) =0 mod/, sobald 6 = 1 mod A! ist. 


3. Es nu (49 =1, dh. L(x, 8) =0 modl, falls « = 1—/J/* mit 
l 
h = 2,3,...,1—1 und # Relativnorm aus k, (Va) ist. 


4. Es ist (4 = f*', dh. L (a, 8) =h’ modl, falls « — 1 — A* und 
B=1—2" mit h = 2,3,...,..—1 und h+ fh’ =1 ist. 


Zul. Aus der Funktionalgleichung des Logarithmus 
log a-b = loga + logb 
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und der bekannten Eigenschaft der Spur, da8 die Spur einer Summe gleich 
der Summe der Spuren ist, folgt, daB 
I—1 


Dd, °7 8 C-*loga) | SC log By fr) 


v=1 


L(a, B; Be) 


i—1 


= 3) v7 S(E-* loga) 5 [5 (Clog B,) + S(t" log 6,)) 


v=1 
= L(a, B,) + L(a, By) ist. 
Ersetze ich ferner in L(a, 8) die SummationsgréBe v durch — v, so erhalte 
ich weiterhin: 


L (a, B) 


i—1 


Py v ; S (¢-* log a) is (¢" log B) 


vo=1 


I—1 
= — J’ 058 (rloga) +S (-* log p) = —L (,«). 
v=1 

Damit sind die Behauptungen 1. erwiesen. 

Zu2. Es sei 8 =1 mod /!, dann ist 

i—1 
L (a, B) = 2 v7 8 (tea'n) | 8 (C-* loga). 

Hier bedeutet 7 eine nach positiven Potenzen von A fortschreitende Eins- 
einheit; 8 ist nimlich eine Exponentialeinheit®), und nach einem von Hensel 
bewiesenen Satze (Ber. II, § 18) ist die Ordnung von 8 —1 in A gleich der 
Ordnung yon logf. Nach Hilfssatz1I (8. 236) ist L(a,8)==0modl, da 
log « mindestens durch /* teilbar ist. 

Zu3. Es ist fiir jede GréBe a = 1— /* mit h= 2,3,....1—1 m 
zeigen, daB L (a, 8) == 0mod! wird, wenn f einer Relativnorm aus dem 

I 

Oberkérper k, (Va) gleichgesetzt wird. An diesem Punkte meiner Unter- 
suchungen werden die Ergebnisse der Arbeit N. R. wesentlich benutzt und 
weitergefiihrt. Es handelt sich hier um den in N. R. unter c) angefiihrten 
Fall. Gema8 1. und 2. geniigt es, 3. fiir ein Basiseinheitensystem an der 
Stelle von 8 zu zeigen. Ich wahle dazu das in dem Hasse-Henselschen Satze 
(S. 240) genannte, in N. R. naher bestimmte Basissystem, das so ausgewihlt 
ist, daB alle Einseinheiten der Grade 1,2,...,1—1 mit Ausnahme der 


i 
Einheit 7%) = 1— 4” vom Grade h’ = 1—h Relativnormen von k, (yz) 
in bezug auf k, sind. Fiir # sind dann nur die Einseinheiten der Grade 


%) Im /-ten Kreiskérper sind alle Einheiten 7, = 1 mod i miti > — = os 


i—1  t—1’ 
d. h. i> 2 Exponentialeinheiten. 
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2, 3, ..., 1—1 ausschlieBlich h’ dieses Systems zu setzen, d.h. gemaB 
N. R. das System der Einheiten 
%s,t =n (H,, t)s 


wo H,, die GréBe 
l 
H,, = 1—4(1— Va)! 


i 
aus k,(Ya) ist, und ferner ¢ und s solche Werte der Reihen 


1,2,...,J—1 und —[7],...,1-1—[F] 


durchlaufen, daB je eine Basiseinheit der Grade 2, 3,...,1—1 mit Ausnahme 
des Grades h’ entsteht. 

Es ist jetzt 6 diesen BasisgréBen n(H, ,) nacheinander gleichzusetzen 
und jeweils der Kongruenzwert von L («,8) modulo! zu bilden. Dazu ist 
es unerlaBlich, von 8 bzw. log # die A-adischen Naherungswerte bis zur Ord- 
nung h’ in A festzustellen. Zu diesem Zwecke miissen jetzt einige iiber den 
Rahmen der Arbeit N. R. hinausgehende Eigenschaften von log f aufgezeigt 
werden. Es sei 8 = n(H,,,,), dann ist 


log B = logn (H, .) = s (log H,, ,) 


auf Grund der Tatsache, da8 der Logarithmus eines Produktes gleich der 
Summe der Logarithmen - einzelnen Faktoren ist; s(A) bedeutet die —. 


spur einer GréBe A aus k, (Va) i in bezug aufk,. Da H, ,= 1— Aa*(1 — Vay 
ist, so wird 
log H,,, = ¥’—~(1 — Yay", 


n=1 


Zur Relativspurbildung von log H,, ist es notwendig, die Spur des Aus- 
l 


drucks (1 — Va)" zu berechnen, denn 


s (log H,, ») )=s( wee. ‘(1 — Vay") 
a 
7 — ar? Hn 0 
ae ——— 6 ((1 — Ya) ). 
n=1 
Es ist nun 
I 


(1— Votry"' 


4~ 


s((1— Yu )"*) = 


it 


1 
l nt t I 
a 7 n {— 
— 2 (— 1) (, ) (Vatr). 
a 
r=1 k=0 
Mathematische Annalen. 107. 17 
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l 
Fithre ich die Summierung iiber r aus und beriicksichtige, daB Y¢7™ = 0 
r=1 
ist, wenn m und ! relativ prim zueinander sind, so erhalte ich: 


_ . 
s((1— Va)"*) = if1—("/)at+ (3 ,)a —...(—1)% (7 )a | 
=1 3(—- (te 


i=0 
wenn nt = a,l+ 6, mit 0=b, =/—1 ist. Setze ich in dieser Gleichung 
jetzt noch den Wert 


id y - 1*(} )aee 
ein, so erhalte ich: — 


(Vert) =1 "(—1(")) Se (tae 


t= 


a S19 (34) (i). 


—) 


ie 


k=0 


Ich setze t = k-+- m und erhalte: 


4 bond A , kL + m) 
s((1 —_ Va)"*) = ‘2, un 5 (—1)™ (ua) aad (’ k “j 


m=0 
—1 Se D1 (afm) (2) 
k=0 m=— 2 


Nach Hilfssatz IT (8.236) ist die Summe iiber m kongruent Null modulo /**~ *, 
l 
Da h<1 ist, so lautet das Glied niedrigster Ordnung in A der GréBe s ((1— Vx)"*): 
a,h (a nite \ (2, a,h (a, 1+-5,) 
gacet (ee *)(c ")=la ( “ite 5 
Das niachste héhere Glied in A ist von der Form: 


paiea—O4 nt si) ale ce 1) 4 — [24 '@n Dip 


(a, — ] 


wobei E eine ganze rationale Zahl bedeutet; die Ordnung dieses Gliedes in 
4 ist also mindestens 


2(1— 1) + h(a, —1). 
DaB alle weiteren Glieder von gleicher oder héherer Ordnung in / sind, folgt 
allein aus der Tatsache, daB A kleiner als / ist. Nimmt namlich die Summations- 
groBe k der ersten Summe von k auf k —1 ab, so nimmt die Ordnung des 
ersten Faktors /*” in bezug auf A um h ab, wihrend gleichzeitig die Ordnung 
des zweiten Faktors, der Summe iiber m, mindestens um die GréBe | — 1 
zunimmt, so daB also beim Abnehmen der Werte von k niemals eine Er- 








ni 


I 
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t 
niedrigung der Ordnung von / bei der Relativspur von (1 — Vx)"* eintritt. 
Nach diesen Uberlegungen ergibt sich jetzt: 


Ja Ga a eee 
$((1— Va)"*) = ("", n)la% 


= 14%" mod 12 4%—»*. 
Kehren wir jetzt zur Betrachtung des Logarithmus von H, , zuriick, so ist 
zwar fiir jeden Summanden der unendlichen Reihe ein Naherungswert nach 


einem gegebenen Modul gefunden, aber dieser Modul [?4°"~”* ist nicht fiir 
jeden Wert von m fest vorgegeben, sondern ist, wie man durch die in ihm 





auftretende GréBe a, schon duBerlich erkennt ( a, = ne = bn _ [ }) odin 
der Zahl n abhangig. 
Es sei nun n = rl? mit (r,l) = 1 und b= 0,1,..., dann lautet 


die Abschatzung fiir den n-ten Summanden in dem Ausdruck s (log H,, ;): 
yn* ‘. jne 
— s((1 iia Va yn) = “ pi-® qin" mod j?—- qinr—h +ns 


Ich zeige jetzt, daB die Abschitzung der Relativspuren nach einem Modul 
erfolgt ist, der fiir unsere Zwecke geniigend hoch ist. Dazu mu8 bewiesen 
werden, daB fiir alleWerte von n der Modul 1?—»2°»*—"*"* durch die 1—A-+1 
= h’ + 1-te oder eine héhere Potenz von A ersetzt werden kann. Dieser Nach- 
weis ist insbesondere im Hinblick auf die Tatsache, da8 s auch negative 


Werte bis zur GréBe — [+] durchlaufen kann, zu erbringen. Es ist also 
jetzt die Ungleichung 

g = (2—)b) (I—1)+- a,h —ht+nsSh'+1 
fiir jeden Wert von m zu erweisen. 

Es ist nt=a,l1+ 6, mit 6,</. Die GréBe ht+1s =o gibt die 
Ordnung der Einseinheit 7, , = n(H,,,) in A an (N.R. 8.271). Nach den 
gemachten Voraussetzungen iiber f ist daher ht+ 1s = 9 >2. Aus diesen 
Angaben folgt: 


ls=oq—ht und ns =*+-—-—- 








ferner ist 
nt—b, nth—bih 
6, = ; und a,h = an | 
Es wird also 
os beh 


In den verschiedenen zu unterscheidenden Fallen ergeben sich fiir den Ex- 


ponenten des Moduls folgende Werte: 


a7* 
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1. Ist 6 = 0, so wird: 
on b h 


z= 2(I—1)—h+ **—— 





bh 
Falls h<1—1, also h’ > 1 ist, gilt wegen “— < h: 


z> 2h’—24", also c>2h’—1, dh. cSh'+1. 
Falls h = 1— 1 und h’ = 1 ist, wird 


pe b 
gwh.. j 4.2 — §, +. 7 =l—1—b, + 


en+b, 
; 2. 


l 





Fiir jeden Wert von b, = 0,1,...,1—1 wird 
z>1, abo c>2=h'’+1. 


2. Ist 6 = 1, so wird g = 1—_1— h + ro >i’ + 1, da in diesem Falle 
a, = rt und b, = 0 ist. 


3. Ist b> 2, so wird a, = rl’-! und b, = 0; daher erhalte ich: 
2 = (2—b) (I—1) —h + rol’! =1(2 —b + rol’—2) —h—2+ 6 
=]>l(rol—*—- (b—2)) —he2l—h=1l4+hW Sh’ +1. 


Damit ist jetzt nachgewiesen, daB ich den Modul fiir jeden Wert von » durch 
A*’+) ersetzen kann, d. h. die oben getroffene Abschitzung der Relativspuren 


1 

s((1 — Va)"*) ist so hoch genommen, dab ich mit den obigen Naiherungs- 
werten die Spur von log H, , mit der erforderlichen Genauigkeit mod "+? 
bilden kann. Es ist also: 


7 


8 (log H,,.) = SY’ —*— 12%" mod a" **, 
n=l 


Meine letzte Aufgabe ist es jetzt, die Glieder dieser unendlichen Reihe 
bis zur Ordnung h’ in A festzustellen und explizit anzugeben. Dabei sind 
wiederum die obigen drei Fille fir » = rl’ mit b= 0, b=1 und b>2 
zu unterscheiden. 

1. Ist (n,l) = 1, so ist 


ns+a,h = ‘ihe > f—h. 


. ae = , , 
Die Summanden — 12°" sind also in 2 mindestens von der Ordnung 


ee eee, . 
1—-1—h+** =n +S*—1; 


ist n < -, so ist die Ordnung mindestens h’, im Falle n >— ist 


4 


—— ba" = 0 mod 4" *?, 
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neta,h 


2. Ist n = rl mit (r,l) = 1, so ist die Ordnung von —__— gleich 


rls+a,h = rls+rht =ro. Hier sind sicherlich alle Summanden der Reihe 
neta,h 
4 





fiir r > . kongruent Null mod 2'; so da8 in den Fallen 1. und 2. 


- 
nur endlich viele angebbare Ausdriicke der Form P14" unterhalb der 
Ordnung fh’ + 1 in A liegen. 

3. Ist m = rl? mit (r,l) = 1 und 6 > 2, so sind alle Summanden 


yne + a,h 


= 0 mod 4” +}, 


—— 
denn ihre Ordnung betragt nach den obigen Ausfiihrungen: 


ns + a,h — (b—1) (I1—1) = rol’—! — (b— 1) (I— 1) 
> 21-1 (6— 1) (I—1) 
> 2(1+ @—1)€—1) —@—1) 0-1) 
> 2+ (6—1)C—1) 
j>2+l—1>h'+1. 


Durch diese Betrachtungen ist jetzt der genaue Kongruenzwert von 
s (log H, ») = log ,,, = log modulo A" ++ ermittelt. Es ist 


an (ht + Ls) -amnh+mes 


A LA , 
— — - mod 4” +1, 


n m 
m 











s (log H,,,.) = logs = -2 


aia in , 7 l . 
wobei iiber m und n héchstens bis zum Werte iT ac, ZU Summieren ist. Setze 
+ 


ich fiir 7 seinen Kongruenzwert — 4'-! mod /! ein, so erhalte ich: 


ntht + la) ,l--lL+ms+agnh 


log p= — 4 nod +, 


Die Entwicklung von log « lautet: 
arh 
loga = —)'= mod 4'-!, 


wobei nur iiber die Werte r < 1 zu summieren ist. 
Ich bilde jetzt den Ausdruck L (a, f): 


i—1 
1 l 
L (a, p) = S078 (C-* loga) 7S (¢" log f). 
v=1 
Zur Feststellung des Kongruenzwertes von L (a, 8) mod/ geniigt es, die 
obigen Naherungswerte fiir loga und log# einzusetzen; denn die Glieder 
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von héherer Ordnung als 1 — 1 (sogar h) bzw. h’ = 1— h in A beeinflussen 
nach dem Hilfssatz I (S. 236) L(a,8) mod/ nicht. So ist 
i—1 
L(«,B) = S’—v; YS’ = 8(e-*ar) 7f 


— 
v=1 


ee ; 
> wt an (at + ta) 


+ ST* 8 rat tt+metanr)| 


had ™ 
i—1 
— 1 1 P-—virh 1 n(th + la) 
=» e ¥ d 978 Arh) 5S (Cra ) 


i1 
1 1 1 
—~sJe> v5 S(C-Pa) S(Crai—1 ++ om) mod L. 
m v=1 
Hier durften in der zweiten Summe alle Glieder mit r > 2 weggelassen werden, 
weil fiir sie die Exponentensumme mindestens gleich rh + h’ — also gréBer 
als | ist, was nach Hilfssatz I fiir diese Glieder ,,.== 0 mod I‘ bedeutet. Nach 
dem HilfssatzI ist die Summe iiber » nur dann inkongruent Null mod J, 


wenn in einem Falle 


3. rh +n (th + ls) = l, 
im anderen Falle 
2. ht+l—l+ms+a,h=l 


ist. L (a, 8) ist also stets kongruent Null mod /, wenn diese Sonderfalle nicht 
eintreten. Es bleibt noch zu beweisen, daB auch in den beiden Ausnahme- 
fillen L (a, 8) = 0modl wird. Diese Tatsache kommt dadurch zustande, 
da8 stets beide Fille miteinander verkoppelt sind und sich durch diese Ver- 
bindung gerade der Kongruenzwert Null ergibt. 

Fiir ein beliebiges m sei h+1—1+ ms+a,h = 1, d.h. der zweite 
Sonderfall erfillt. Dann wird 

h (1+ a,,.) = 1— ms, 
und a,, ist durch die folgende Gleichung bestimmt: a,,/ + 6,, = mt. Diesen 
Wert setze ich ein und erhalte: 
h(l+ mt —b,,) + msl = 1 
oder 
(lL — b,,) kh + m (ht + ls) = 1; 

damit ist die Verkopplung des zweiten Falles mit dem ersten gezeigt. Es 
gehért zu jedem m, fiir dash —1-+ ms + a,,h = 0 ist, ein Wert r,, = 1 — },,, 
fiir den r,,h-+ m(th+ 1s) = 1 ist. Weiterhin gehéren aber auch zu zwei 
verschiedenen Werten m und m stets zwei verschiedene Werte r,, und rq, 
denn es sind b,, = mt —a,,l und 6; =m t—a,l nur dann gleich, wenn 
(m — im) t = (a,,— aq)! ist. Diese Gleichung ist nur durch m = m zu er- 
fiillen, da m und m kleiner als / sind. Somit ist gezeigt, daB r,, = 1— b,, 
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von tq = | — bs verschieden ist, falls m + m ist. Jetzt sind aber die letzten 
Schliisse auch umkehrbar, und zu jedem Fall 1. der Art, daB 
Tmh + m(th+ ls) =1 
ist, gehért stets der 2. Fall: 
hA+l—l+ms+a,h=l. 
Zum SchluB ist jetzt noch der Wert von L (a, 8) anzugeben. Nach Hilfs- 


satz I ist 
L(«, B) = >’ —— (—rah)— D+ (—&) 


"m 


oa ee es = 0 mod I. 
Damit ist gezeigt, daB fiir jedes « = 1— /* mit h = 2,3,...,.1—1 
stets L (x, 8) =0 mod/ wird, wenn # Relativnorm aus dem Oberkérper 
i 


k, (Va) ist. 

Zu4. Fir «=1—/* mit h=2,...,1—1 bleibt noch zu zeigen, 
da8 L (a, 8) =h' mod! wird, wenn 8 = 1— 4" mit h+ h’ = 1 — also 
eine Nichtrelativnorm — ist. 

In diesem Falle ist log 1 = — A*y, und log 8 = — A" ne, wo n, und ny 
zwei nach positiven Potenzen von A fortschreitende Einseinheiten sind, da 
a und £ ExponentialgréBen sind. Ich erhalte: 

I—1 
L(«, B) = 3) 0S (t-*# m,) +S (Cea" my) 
v=1 
= h’ = —h mod! nach Hilfssatz I. 

Damit ist der neue Beweis der expliziten Reziprozitatsformel fiir den 

l-ten Kreiskérper vollendet. Es ist durch A-adische Betrachtungen im Kreis- 
t 





kérper k, und seiner Erweiterung k, (Va) die Identitaét des Normenrest- 


symbols (&*) mit dem Ausdruck {/“ *) erwiesen worden. Zugleich ist 


eine vollstindige Charakterisierung des Hilbertschen Normenrestsymbols fiir 
den /-ten Kreiskérper durch die Gruppeneigenschaft der Normen, den Ver- 
tauschungssatz und die Normierungsvorschrift 

N(Ql+)—1 


HAS)-Het T < 


gegeben worden. 











Zum Schlu8 méchte ich Herrn Prof. Hasse fiir Anregung und Hilfe bei 
der Gestaltung dieser Arbeit meinen herzlichsten Dank sagen. 


(Eingegangen am 1. 9. 1931.) 











Uber die Galoissche Theorie der halbeinfachen hyper- 
komplexen Systeme. 


Von 


Kenjiro Shoda in Tokyo. 





Die von E. Noether entwickelte Galoissche Theorie der mchtkommu- 
tativen Kérper*) soll in der vorliegenden Arbeit auf die zweiseitig einfachen 
hyperkomplexen Systeme, sowie auf die halbeinfachen ausgedehnt werden'®). 


§ 1. 


Vorbereitungen. 


Wir fiihren zuniachst einige Begriffe ein und schicken einige Hilfssitze 
voraus, damit wir den Beweis des Hauptsatzes nicht unterbrechen miissen. 

Regularitat der Unterringe*). Es sei S ein Ring, der als die direkte Summe 
von (zweiseitigen) Idealen dargestellt wird: 


S=6,+ S.+...+ S,. 
Ein Element a aus S wird dann eindeutig durch 
@=4,+4,+...+4,, a; € S, 


dargestellt. Durchliuft a einen Unterring S’ von G, so bilden die Kompo- 
nenten a, einen Unterring von G,, den wir mit G; bezeichnen. Den Durch- 


1) Diese Theorie verdanke ich einem Manuskript der Noetherschen Vorlesung 
an der Universitat Géttingen, Wintersemester 1929/30. Vgl. eine demniachst in der 
Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit von E. Noether. 

18) Wie E. Noether mir mitteilt, hat R. Brauner unterdes den wichtigsten Spezial- 
fall des Hauptsatzes bewiesen, wo das Untersystem GS’ einfach ist; aber nur in der 
schwacheren Fassung, daB es dann vollstandig ist (erscheint demnachst in Crelles 
Journ. f. Math.*)). Ein anderer Beweis dieses Satzes wird in der in ') erwahnten Arbeit 
von E. Noether erscheinen, ohne die Beschrankung auf vollkommenes Zentrum. — 
Endlich hat J. Levitzki, zum Teil nach Kenntnis des Resultates von R. Brauer, die 
Satze dieser Arbeit und einige Erweiterungen aufgestellt und bewiesen. Die Beweise 
waren aber, wesentlich dadurch, daB er auch die das Zentrum nicht fest lassenden 
Automorphismen mit behandelte, so kompliziert, daB er die Publikation hinausschob. 
Die vorliegende Publikation geschieht mit seinem Einverstandnis. 

*) Vgl. die Begriffsbildung in K. Shoda, Uber direkt zerlegbare Gruppen, Journ. of 
the Fac. of Science, Tokyo, Sec. I, 2, Part 3 (1930). 

*) 13. 7.32. Erschienen Journ. f. Math. 166 (1932): Uber die algebraische 
Struktur von Schiefkérpern, § 2. 
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schnitt von S’ und G, bezeichnen wir mit S;. Dann erhilt man zwei Unter- 
ringe von G: 


’ 


G2 


= ~ : 
= Wa T Set eee TT 


| 


In 


=Cit Sot..-+ 


In 


nm? n? 


die wir die Hiille bzw. den Kern von G’ nennen. Falls 6’ = G’ = G’, 
sagen wir, daB GS’ regular in bezug auf die vorgegebene Zerlegung ist. 

Vollstdindigkeit der Unterringe*). S sei ein Ring, S’ ein Unterring von G. 
Die Gesamtheit der mit S’ elementweise vertauschbaren Elemente aus S 
bildet einen Unterring, den wir den zugeordneten Unterring von G’ in S 
nennen und mit V(G’) bezeichnen. Falls V(V(S’)) = S’, so sprechen 
wir von der Vollstandigkeit des Unterringes C’. 

Ist S, wie oben, die direkte Summe von Idealen G,, so ist ersichtlich 
V(S’) = V(S’). Hieraus folgt 

Hilfssatz 1. Ist ©’ vollstindig, so mug S’ reguldr sein. 

Denn es ist, wie man unmittelbar sieht, V(V(S’)) = V(V(S’)) 2S’2C’ 
und nach der Voraussetzung V(V(S’)) = GC’. 

Es sei nunmehr S ein hyperkomplexes System iiber einem kommutativen 
Korper K: 

S=a,K+a,K+...+4,K. 
Bedeutet L eine Galoissche Erweiterung erster Art iiber K, so erweitere man 
S auf S;: 

S, =~ a,Ll+a,L+...+a,L. 

Hilfssatz 2. Ist S’ ein Untersystem von GS, so ist V(S’); = V(S;): 
d.h. V(S’)z ist das zugeordnete Untersystem von Sj; in Sy. 

Die Galoissche Gruppe von L iiber K bezeichnen wir mit ©. Dann 
wird K aus L dadurch definiert, daB K bei jedem Automorphismus 0 aus © 
elementweise invariant bleibt. Setzt man@ a, = a, fiir jedes 1, so kann man 
@ als einen GS elementweise festlassenden Automorphismus von Gy, be- 
trachten. Mit anderen Worten: S ist das Invariantensystem fiir 6. 

Da das zugeordnete Untersystem V(G;) aus den mit S’ elementweise 
vertauschbaren Elementen aus G,, also aus den Elementen z aus SG; mit 
ax= za, a€S'€G, besteht, so ist, wegen O (az) = a(Oz) = (Oz)a, 
ersichtlich OV(S;) = V(G ,). Wir benutzen nun einen Noetherschen 
Hilfssatz*): Es gibt ein Untersystem T von S mit V(S,;) = T,. Dann 
ist ersichtlich TOV(S’) und, wegen T,2V(G;), sicher T2V(C); 
also ist V(S;) = V(G’)z, w. z. b. w. 


8) Diesen Begriff habe ich schon in der Arbeit ,,Uber die mit einer Matrix ver- 
tauschbaren Matrizen‘*, Math. Zeitschr. Bd. 29 (1928) eingefiihrt. 

*) Vgl. die Noethersche Vorlesung '). Es handelt sich um den Satz iiber in- 
variante Moduln aus § 3 der angezeigten Arbeit. 
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Aus diesem Hilfssatz folgt unmittelbar 


, 


Hilfssatz 3. GS’ ist dann und mur dann vollstindig, wenn S, voll- 
stiindig ist. 
Wir benutzen nachher auch‘) 


Hilfssatz 4. Ein hyperkompleres System S tiber einem Korper K mit 
Einheitselement e wird durch die Einheiten (reguliren Elemente) von S erzeugt, 
wenn K mindestens 3 Elemente besitzt. 

Das durch die Einheiten erzeugte System bezeichnen wir fiir den Augen- 
blick mit T. Da e+ d fiir jedes nilpotente Element d eine Einheit ist, so 
ist jedes nilpotente Element in T enthalten. Ist ferner 4 eine Einheit des 
Restklassenringes G/M nach dem maximalen nilpotenten Ideal MN, so ist 
jedes in der Klasse @ enthaltene Element eine Einheit von S*). Daher haben 
wir ein halbeinfaches System GS zu betrachten. Es sei 

S$=6,+6,+...4+S5, 
die Zerlegung von G in die direkte Summe von zweiseitig einfachen Idealen 
und 
C= +egt... ten, GES, 
die entsprechende Zerlegung des Einheitselementes e. Da K, also sicher G,, 
mindestens eine von e,; verschiedene Einheit 2¢, besitzt, so ist e, = (e + e,;) —e 
in T enthalten. Ist K von Charakteristik zwei, so enthalt es nach Voraus- 


setzung ein a+1, +0, und e, = * [(e+ ae,)—e] liegt in T. (Denn 
ein Element 
d=d,+d,+...+d,, d €S, 
ist dann und nur dann eine Einheit von ©, wenn jedes d eine Einheit von S, 
ist.) Dasselbe gilt auch fiir jede Kinheit von S,. Um zu beweisen: S = Tf, 
haben wir daher zu zeigen, da8 jedes S, durch die Einheiten von GS; erzeugt 
wird. Daher nehmen wir an, daB © zweiseitig einfach, also ein vollstandiges 
Matrizensystem mit Koeffizienten aus einem nicht notwendig kommutativen 
t 
Kérper &* ist. Stellt man GS, wie iiblich, durch SY e,,K* dar, so ist 
‘,j==1 
€K*, i+j, in T enthalten, da es nilpotent ist. Da aber e, = (e+e) —e 
bzw. : [(e + ae,) —e] in T enthalten ist, so ist e,,R* in T enthalten, also 
ist S = TF. 


5) Die drei nachfolgenden Hilfssitze sind die Verallgemeinerung des Satzes 2 
in K. Shoda, Uber die charakteristischen Untergruppen einer endlichen Abelschen 
Gruppe, Math. Zeitschr. 81 (1930), wo diese drei Satze fir den Automorphismen- 
ring einer endlichen Abelschen Gruppe bewiesen sind. 

*) K. Shoda, Uber die Einheitengruppe eines endlichen Ringes, Math. Annalen 
102 (1929). 
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Falls S zweiseitig einfach ist, so wird S durch die Einheiten erzeugt, 
auch wenn K aus zwei Elementen besteht. Wir haben nur den Fall R* = K 
zu betrachten. Ist S = K, so ist die Behauptung trivial. Ist S©+K, so setze 
man e,, = E —(E—e,), wo E = ey, +4- €g3 + ... + @%, ist. Dann sind £ 
und £ —e, Einheiten, also ist e, in IT énthalten. Folglich ist T = GC. 

Man kann nun ohne Miihe beweisen: 

Hilfssatz 5. Ein zweiseitig einfaches System oder allgemeiner ein 
primidres System im Artinschen Sinne’) wird durch die Einheiten erzeugt. 

Hilfssatz 6. © sei ein hyperkomplexes System tiber K mit Einheits- 
element. K bestehe aus zwei Elementen. S wird dann und nur dann durch die 
Einheiten erzeugt, wenn das Restklassensystem S/R nach dem mazximalen 
nilpotenten Ideal N die direkte Summe von zweiseitig einfachen Idealen ist, 
die mindestens aus drei Elementen bestehen. 


§ 2. 
Galoisscher Hauptsatz fiir zweiseitig einfache Systeme. 

Es sei S ein zweiseitig einfaches hyperkomplexes System. Das Zentrum 3 
von © ist dann bekanntlich ein Kérper. Ferner ist jeder 3 elementweise 
festlassende Automorphismus von GS bekanntlich nach E. Artin’) ein 
innerer. Die aus den simtlichen solchen Automorphismen bestehende Gruppe 
heiBt die Galoissche Gruppe von G iiber 3 und wird mit 4 bezeichnet. Be- 
zeichnet man die Einheitengruppe von S bzw. 3 mit S* bzw. 3*, so ist 4 
mit der Faktorgruppe S*/3* isomorph. Setzt man die isomorphe Zuordnung 
fest, so entspricht einer Untergruppe 4’ von A eineindeutig eine Untergruppe 
S}/3* von S*/3*. Ist Sf die Einheitengruppe eines Untersystems von SG, 
so heiBt die Untergruppe A’ abgeschlossen. Ist das Untersystem halbeinfach, 
so heiBt A’ halbeinfach-abgeschlossen. 

Die Gesamtheit der Elemente aus S, die durch jeden Automorphismus 
aus einer Untergruppe 4’ von A invariant bleiben, bildet ein System, das 
Invariantensystem fiir 4’. Die Gesamtheit der Automorphismen aus 4, 
die ein Untersystem S’ von S elementweise festlassen, bildet eine Gruppe, 
die Invariantengruppe fiir C’. 

Der Galoissche Hauptsatz lautet: 


Zwischen den halbeinfachen das Zentrum 3 enthaltenden Untersystemen S’ 
eines zweiseitig einfachen Systems S und den halbeintach-abgeschlossenen 
Untergruppen A’ der Galoisschen Gruppe A von S tiber seinem Zentrum existiert 
die folgende eineindeutige Zuordnung, falls das Zentrum eim vollkommener, 
mindestens 3 Elemente enthaltender Kérper ist: 


7) E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Hamburger Abh. 5 (1927). 
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1. Ist A’ die Invariantengruppe fiir S’ , so ist a) A’ halbeinfach-abgeschlossen 
und b) S’ das Invariantensystem fiir A’. 

2. Ist S’ das Invariantensystem fiir A’, so ist a) S’ ein halbeinfaches 
das Zentrum 3 enthaltendes Untersystem und b) A’ die Invariantengruppe 
fir S’. 

Beweis: Wir beweisen zunichst die Abgeschlossenheit in la. Be- 
trachtet man das zugeordnete Untersystem V(G’) von GS’ in S und die der 
Invariantengruppe A’ entsprechende Faktorgruppe Gf/3*, dann ist 
nach der Voraussetzung ersichtlich Sf c V(S’) und daher ist Gf in der 
Einheitengruppe V (S’)* von V(G’) enthalten. Auf der anderen Seite bewirkt 
jede Einheit aus V(G’) einen identischen Automorphismus von GS’; daher 
ist S} = V(G’)*, d.h. A’ ist abgeschlossen. Zugleich sehen wir natiirlich, 
daB V(S’) das Zentrum 3 besitzt. Es ist auch klar, daB S’ auch 3 enthilt. 
wie in 2. behauptet wird. 

Da V(GS’) nach Hilfssatz 4 durch die Elemente aus V(S’)* erzeugt 
wird, so ist die Behauptung 1. aquivalent mit der, daB V(G’) halbeinfach 
und GS’ vollstindig ist. Analog wird die Behauptung 2. auch auf dieselbe 
reduziert. Wir haben also nur zu beweisen: Ist GS’ ein halbeinfaches 3 ent- 
haltendes Untersystem, so ist V(S’) halbeinfach und V(V(S’)) = S’. 

Da 3 ein Kérper ist, so kann man G als ein hyperkomplexes System 
iiber 3 auffassen. Dadurch bleibt S natiirlich einfach. Nun kann man an- 
nehmen, da8 3 Zerfiallungskérper der beiden Systeme S und GC’ ist. Denn 
erweitert man 3 auf einen Zerfillungskérper L von S und G’, so ist S, zwei- 
seitig einfach und SG; halbeinfach®*), da 3 vollkommen ist. Ferner ist V (S’) 
nach Hilfssatz 2 dann und nur dann halbeinfach, wenn V(G_) es ist; nach 
Hilfssatz 3 ist S’ dann und nur dann vollstindig, wenn GS; vollstindig ist. 

S ist unter dieser Annahme einem vollstindigen Matrizensystem mit 
Koeffizienten aus 3 isomorph. Zerfillt man die den Elementen aus G’ ent- 
sprechenden Matrizen vollstindig, so erkennt man leicht die Richtigkeit 
unserer Behauptung, da SG’ das Einheitselement e enthilt, also jeder irre- 
duzible Bestandteil des S’ entsprechenden Matrizensystems von Null ver- 
schieden ist®). Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Fiir den Fall, daB K aus zwei Elementen besteht, gilt dieser Satz, wie das 
folgende einfache Beispiel zeigt, im aligemeinen nicht. Man hat dann nach 


%) Vgl. die Noethersche Vorlesung *) oder B. L. van der Waerden, Moderne 
Algebra, § 119. 

*) Denn zerfallt die Darstellung von G’ in je r, aquivalente irreduzible Bestand- 
teile vom Grad /, (i = 1,...,¢), so zerfallt V(S’) entsprechend in je /, aquivalente 
vom Grad r, Vgl. I. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, 
Satz X{, Berl. Ber. 1905 — oder auch, in anderer Ausdrucksweise, van der Waerden, 
Moderne Algebra Bd. II, § 117. 
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Hilfssatz 6 die zu betrachtenden Untersysteme noch stiarker zu beschrinken. 


Die notwendige Einschriankung kann man ohne Miihe finden; doch hat das 
kein Interesse. 


Beispiel. S sei das vollstandige Matrizensystem des Grades 2 modulo 2, 
S’ das aus Diagonalmatrizen bestehende Untersystem, das ersichtlich halb- 
einfach ist. Die Invariantengruppe A’ fiir S’ ist die Einheitsgruppe, also ist 
das Invariantensystem fiir A’ das ganze System G. 

Betrachtet man stalt halbeinfacher Untersysteme nur zweiseitig einfache 
Untersysteme, so erkennt man nach Hiljssatz 5, wie oben, daB eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen den zweiseitig einfachen Untersystemen von S und den 
einfach-abgeschlossenen Untergruppen A’ existiert’®), 


§ 3. 
Galoisscher Hauptsatz fiir halbeinfache Systeme. 


Es sei nun © halbeinfach, also vollstindig reduzibel: 


eS 


7 
it Sgt ..-+ Sa, 


~ 
=a = & 
~~ Ne 


wo GS, ein zweiseitig einfaches Ideal ist. Das Zentrum 3 wird dann in die 
direkte Summe von Ko6rpern zerlegt: 


3=34+3et+..-+3e HSS 
Die Gesamtheit der 3 elementweise festlassenden Automorphismen von S 
bilde die Galoissche Gruppe A von G iiber 3. Da die obigen beiden Zerlegungen 
eindeutig bestimmt sind, so wird G, durch jeden Automorphismus aus 4 
in sich iibergefiihrt. Also ist A das direkte Produkt der Galoisschen Gruppen 
der Summanden G; iiber 3,;. Es ist daher auch ersichtlich, daB jeder Auto- 
morphismus aus 4 ein innerer ist. 

Wir sprechen von der Regularitat eines Untersystems GS’ nur in bezug 
auf die obige Zerlegung von S. Einer Untergruppe A’ von A entspricht, 
wie bei § 2, eine Untergruppe Sf/3* von S*/3*. Ist SJ die Einheitengruppe 
eines reguliren Untersystems, so heiBt A’ regulir-abgeschlossen. AuBerdem 
sollen die in § 2 fiir zweiseitig einfache Systeme erklirten Begriffe unmittelbar 
auf halbeinfache iibertragen werden. 





10) Denn das zugeordnete System eines nichteinfachen halbeinfachen Unter- 
systems ist nicht einfach. Also ist das zugeordnete System eines einfachen Unter- 
systems nach dem Hauptsatz sicher einfach. — Dieser Satz ist eine naturgemiBe 
Verallgemeinerung der iiblichen Galoisschen Theorie in kommutativen Kérpern. Bildet 
man namlich das verschrankte Produkt Z-@ einer Galoisschen Erweiterung eines 
vollkommenen Kérpers, so bedeutet dieser Satz fiir die Unterkérper von Z oder fiir 
die Z enthaltenden Untersysteme von Z- © gerade den iiblichen Galoisschen Hauptsatz. 
[13. 7.32. Diese Folgerung findet sich auch bei Brauer, a. a. O. 14).] 
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Der Galoissche Hauptsatz lautet: 

Zwischen den halbeinfachen, reguliren, das Zentrum enthaltenden Unter- 
systemen GS’ eines halbeinfachen Systems S und den reguldr-halbeinfach-abge- 
schlossenen Untergruppen A’ der Galoisschen Gruppe A von S tiber seinem 
Zentrum 3 existiert die folgende eineindeutige Zuordnung, falis 3 die direkte 
Summe von vollkommenen Kérpern ist, die mindestens 3 Elemente enthalten: 

1. Ist A’ die Invariantengruppe fiir S’, so ist a) A’ regulir-halbeinfach- 
abgeschlossen und b) S’ das Invariantensystem fiir A’. 

2. Ist S’ das Invariantensystem fiir A’, so ist a) S’ ein halbeinjfaches, 
regulires, 3 enthaltendes Untersystem und b) A’ die Invariantengruppe fiir S’. 

Beweis: Man beweist nach Hilfssatz 1 leicht, daB eine Invarianten- 
gruppe bzw. ein Invariantensystem fiir ein beliebiges halbeinfaches, 3 ent- 
haltendes Untersystem bzw. eine halbeinfach-abgeschlossene Untergruppe 
stets regular ist. Die iibrigen Behauptungen folgen aus dem Hauptsatz in § 2 
unmittelbar. 

Fiir den Fall, daB 3 aus zwei Elementen besteht, hat man diesen Satz, 
wie bei § 2, nach Hilfssatz 6 etwas zu modifizieren. 


Tokyo, den 26. November 1931. 


(Eingegangen am 17. 12. 1931.) 














Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale. 
Von 


Walther Riickert in Heidelberg. 


§ 1. 
Einleitung. 

In der Eliminationstheorie der konvergenten Potenzreihen mehrerer 
komplexen Veranderlichen werden die gemeinsamen Nullstellen eines Systems 
im Nullpunkt verschwindender Potenzreihen 
(1) P, (25 Bags - » »» Bu) (i = 1, 2,3,...,m) 
untersucht. Das Hauptergebnis der Theorie ist das folgende Theorem von 
WeierstraB"): 

Die gemeinsamen Nullstellen des Systems (1) in der Umgebung des Null- 
punktes bilden eine endliche Anzahl irreduzibler analytischer Gebilde, die durch 
den Nullpunkt gehen. 

Die bisherigen Beweise*) dieses grundlegenden Ergebnisses stiitzen sich 
vorwiegend auf Hilfsmittel aus der Funktionentheorie. Die Gebilde werden 
aber in der folgenden algebraischen Darstellung gewonnen. 


(2) f (@) = @w? + a, (&, Es, ---, Ex) O° +... + ay (E, be, .--, Ex) = 0 
sei eine irreduzible algebraische Gleichung mit konvergenten, im Nullpunkt 
verschwindenden Potenzreihen von &,, &, ..., &, als Koeffizienten; es sei 
ferner D(&,, &, ..., §,) die Diskriminante von f (wm) und 

(3) D (Ey, &as «++» &x) 1 = 9; (@) = 1,2,3,...8 
ein System ganzer rationaler Funktionen von w wieder mit konvergenten, 
im Nullpunkt verschwindenden Potenzreihen von &,, &, ..-, & als 


Koeffizienten; dann bestimmen die sich fiir die Umgebung des Nullpunktes 
im Raume der Variabeln &,, &,..., &, aus (2) und (3) ergebenden Werte*) 


') K. Weierstra8, Math. Werke, Bd. III, S. 79. 

2) H. Poincaré, Acta Mathematica 26, 8S. 55—56; ferner Thése (1879), 8S. 6—14; 
0. Blumenthal, Zum Eliminationsproblem bei analytischen Funktionen mehrerer Ver- 
anderlicher, Math. Annalen 57 (1903), S. 356—368; W.F. Osgood, Lehrbuch der 
Funktionentheorie, Bd. II, 1. Lieferung, 1. Aufl., Leipzig-Berlin, Teubner, 1924 
(zitiert Osgood), S. 103 ff. 
3) Dazu kommen noch die Grenzstellen. 
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der &,, &,...-, xs %1>Me>-+ +» Ns ein wreduzibles analytisches Gebilde*) von 
der Dimension k im Raume von n = k + s Verinderlichen. 

In dieser Arbeit wird gezeigt, daB eine sachgemiBe Behandlung des 
Eliminationsproblems bis zu der algebraischen Darstellung (2) und (3) der 
Gebilde nur formale Methoden, also keine funktionentheoretischen Hilfs- 
mittel benétigt. Als solche Methoden erweisen sich die allgemeine Ideal- 
theorie und die allgemeine Kérpertheorie. 

Zunichst geben wir der Eliminationsaufgabe eine zweckentsprechende 
Formulierung. Es ist klar, daB mit den Potenzreihen des Systems (1) auch 
jede Reihe von der Form 
(4) P (2), Sq, .. +» %) = x % (Sy, Bay - > oy Bq) * Pg (Bq, Bq, . - +> Ba) 
mit irgendwelchen Q, (z,, %2,..., Z,) aus dem Bereiche aller konvergenten 
Potenzreihen in n Verinderlichen innerhalb einer bestimmten Umgebung des 
Nullpunktes in den gemeinsamen Nullstellen von (1) verschwindet. Die 
Gesamtheit (4) ist aber gerade ein Ideal in diesem Bereich. Man wird daher 
ein Ideal zugrunde legen und nach den gemeinsamen Nullstellen eines Ideals 
im Bereich der konvergenten Potenzreihen in » Verinderlichen fragen. 

Der Aufbau der Arbeit ist dann der folgende: 

In § 2 entwickeln wir die Arithmetik im Bereich der konvergenten Potenz- 
reihen in n Veranderlichen; wir bezeichnen diesen Bereich mit 3,. Der §3 
handelt von der Idealtheorie in 3,,. Es wird der Basissatz fiir Ideale bewiesen, 
wodurch der Zerlegungssatz der allgemeinen Idealtheorie auf die Ideale von 
3, anwendbar wird. Jedes Ideal ist aufspaltbar in endlich viele Primirideale 
mit zugehérigen eindeutig bestimmten Primidealen. Das Eliminationsproblem 
allgemeiner Ideale ist hiermit auf das Eliminationsproblem von Primidealen 
zuriickgefiihrt. In § 4 fiihren wir die formale Elimination eines Primideals p 
aus durch Restklassenbildung in 3, nach p und gewinnen so das zu p gehérige 
Gebilde in algebraischer Darstellung. Damit ist das aufgestellte Ziel erreicht. 
Es bleibt in §5 noch zu zeigen, daB in der Tat die durch die algebraische 
Darstellung gelieferte Punktmannigfaltigkeit einschlieBlich der Grenzstellen 
genau alle gemeinsamen Nullstellen des zugehérigen Primideals ausmacht 
und ferner ein irreduzibles analytisches Gebilde ist. Als Anwendung folgt 
in §6 das Theorem von Weierstra$. Dieser Aufbau lehnt sich an eine 
Arbeit®) von B. L. van der Waerden an, die von dem Nullstellenproblem 
bei Polynomidealen handelt. 

Fiir wertvolle Ratschlige bin ich den Herren A. Loewy in Freiburg i. Br. 
und W. Krull in Erlangen zu Dank verpflichtet. 


*) Osgood, 8. 103. 
5) B. L. van der Waerden, Zur WNullstellentheorie der Polynomideale, Math. 
Annalen 96 (1927), S. 183—208. 
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§ 2. 
Zur Arithmetik der Potenzreihen mehrerer Verinderlichen. 


1. Potenzreihenring*). Wir legen den Bereich der konvergenten Potenz- 
reihen in » Variablen z,,2,,..., 2%, zugrunde und bezeichnen diesen mit 
%,- Dieser Bereich ist ein Integritatsbereich mit Einselement. Jedes Element 
von 3, kénnen wir in der Gestalt schreiben: 


P=P9 t+ Pit Pet---t+ Pit ees 


wo p,(i = 0,1,2,...) eime homogene Form von 2,, %,...,2%, von der 
Dimension ¢ ist. Hat man py = pj = pg =... = Pr-1 = 9, p, +0, 80 
heiBt r der Grad der Reihe. — Ein Element E aus 3,,, heiBt Einheit, wenn 
ein F in Y,, existiert, so daB E-F = 1 ist. Man schreibt dann F = £-}, 
Da 3,, keine Nullteiler hat, ist das zu einer Einheit Z zugehérige Element F- 
eindeutig bestimmt. Zu den Einheiten in 3,, gehért auch das Einselement 1. 
Eine triviale Ausrechnung ergibt, da8 alle und nur die Potenzreihen vom 
Grade 0 Einheiten sind. — Eine von den Einheiten verschiedene Reihe aus J, 
heiBt reguldr in bezug auf z,, wenn sie ein Glied von der Form cz; (c + 0) 
enthalt. — Ist P vom Grade r > 0, sonst beliebig in 3, so gibt es wenigstens 
eine nicht singulire lineare Transformation (n.s.1.T.) der Variabeln: 


Ly = by, Tit Op g Tat... + Onn Tr (k = 1,2,...,m) 


mit 6, , aus dem Koeffizientenkérper von 3, so da8 dadurch P in eine 
Reihe P’ vom selben Grade iibergeht, die in bezug auf z, regular ist’). 

2. Die WeierstraBsche Formel. Die Gesamtheit derjenigen Elemente 
von 3,,, die nur die Variablen z,, z,,..., 2; enthalten, bezeichnen wir mit 
3,;(j =1,2,...,n—1). In 3, gilt nun der wichtige Satz: 

Q sei requlér in bezug auf x, und m sei die kleinste Zahl, fiir die es in Q 
einen Term von der Form c x™ (c +0) gibt. Dann existiert zu jedem P ein 
eindeutig bestimmtes F, so dap in 


(1) P* = P—QF 

z, nur bis zum Grade m—1 ansteigt, P* also die Form hat: 
P* = 29-1A, + 2*-2A,+... + An, 

wo die A, aus 3,_, sind. 


*) Beziiglich der Grundbegriffe aus der Theorie der Ringe, Ideale und Kérper 
verweisen wir auf B. L. van der Waerden, Moderne Algebra (zitiert W), Springer, 
Berlin, Bd. I (1930) u. Bd. IT (1931). 

7) Osgood, S. 73. 


Mathematische Annalen. 107. 18 
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Der Beweis*) findet sich in einer Arbeit von H. Spaith (Journ. f. reine 
u. angew. Math. 161 (1929), 8. 95—100). Der Satz ist eine Verallgemeinerung 
des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes (§2, 3). Zur Unterscheidung von 
letzterem nennen wir die Beziehung (1) die WeierstraBsche Formel. 

3. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz®). In 3,, sei Q requldr in bezug 
auf x, und m sei die kleinste Zahl, fiir die es in Q einen Term von der Form 
cx™(c +0) gibt. Dann ezistiert zu Q eine eindeutig bestimmte Einheit F, so 
daB gilt: 

QF =2"+ 8B, 2""'+...+B 


m> 


wo die B, Elemente aus 3,,_, sind und ferner keines der B, eine Einheit ist. 
Beweis. Wir wenden die WeierstraBsche Formel speziell auf P = x™ 
an; das ergibt: 


an fe, wi —=2 1. ate 
oa = @ F A, x“ eee An, 
QF = 2" + Bre +... + B,, 
wo — A, = B, gesetzt ist. B,; (i = 1,2,...,m) kann nicht Einheit sein; 


denn sonst kime rechts ein Term cyz! mit | < m vor; dann miiBte auch Q 

einen Term c,2" mit r << _m enthalten. Daf F Einheit sein muB, ist klar. 

4. Ausgezeichnete Polynome™). In §2, 3 hat sich ergeben, daB zu 

jedem in bezug auf z,, reguliren Element Q aus 3,, eine Einheit F existiert, 

so daB das Produkt Q-F dem Polynombereich 3,,_,[z,] angehért. Das 
Polynom 

QF = 2" +B 2"'+...+8B 

n n 


™m 


hat noch die besondere Eigenschaft, daB der héchste Koeffizient 1 und von 
den iibrigen Koeffizienten keiner eine Einheit ist. Wegen der Wichtigkeit 
solcher Elemente fiir das Folgende definieren wir allgemein: 

Ein Polynom aus dem Polynombereich 3, [z](j = 1, 2,...,n—1) heift 
ausgezeichnet tiber 3;, wenn es den héchsten Koeffizienten 1 hat und sonst kein 
Koeffizient eine Einheit ist. 


5. Teilbarkeit in 3,. P und Q seien Elemente von den Graden r, > 0, 
tr, >0. Gibt es in 5, ein Element R vom Grade r > 0, so dab P=Q-R 
ist, so heiBt P durch teilbar; dazu ist notwendig 0 <r, <1r,. — Ein Element P 
aus 3, hei®t reduzibel, wenn es in 3,, eine Zerlegung P = Q- R gestattet, 
wo weder R noch Q Einheit ist, andernfalls irreduzibel. — Zwei Elemente, die 
sich nur durch einen Einheitsfaktor unterscheiden, heiBen dquivalent. 


8) Vgl. ferner hierzu wie zu § 2,3: W. Wirtinger, Journ. f. reine u. angew. Math. 
158 (1927), S. 260—267; Osgood, 8.71. Dort finden sich auch weitere Literatur- 
hinweise. 

*) Siehe FuBnote °). 

10) Osgood, S. 79ff. 
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Speziell fiir solche Elemente aus 3,, die ausgezeichnete Polynome aus 
3,-, [2] (j = 2, 3, ..., m) sind, gelten die folgenden bemerkenswerten Sitze, 
die wir ohne Beweis™) bringen: 

a) Zerfallt ein ausgezeichnetes Polynom aus 3,_, [z,] tiber 3,_,, so sind 
die Faktoren bis auf Einheitsfaktoren aus 3,_, ebenfalls ausgezeichnete 
Polynome iiber 3,_,. 

b) Ist ein ausgezeichnetes Polynom / (z;)-aus 3,_, [z,;] durch ein aus- 
gezeichnetes Polynom g (z;) in 3, (im vorhin definierten Sinne) teilbar, so 
ist der Quotient ebenfalls ausgezeichnetes Polynom aus 3, _, [z,]. 

c) Zerfallt ein ausgezeichnetes Polynom /(z;) aus 3,_, [z,;] in 3,: 


f (x3) = P-Q, 


so sind zwar P und Q nicht notwendig ausgezeichnete Polynome aus 3, _, [2,], 
aber P und Q sind ausgezeichneten Polynomen p (z,) bzw. q (z,) aquivalent, 
so daB sogar gilt: 

f (xs) = p (x5) q (2). 

Das Zerfallen eines ausgezeichneten Polynoms / (z;) aus 3,_, [z,;] in 3, 
hat also immer ein Zerfallen in 3,_,[2,;] zur Folge. Da umgekehrt jedes 
Zerfallen von f(z,;) in 3,_, [2,;] auch ein solches in J, ist, so hat man: 

d) Fiir ausgezeichnete Polynome aus 3,_, [z,;] decken sich die Begriffe 
irreduzibel itiber 3,_, und irreduzibel in J,. 

In 3, gilt der Fundamentalsatz: 

Ist P vom Grade r > 0, sonst beliebig aus 3,,, so laBt sich P auf eine, und 
sofern man zwischn dquivalenten Elementen nicht unterscheidet, auch nur auf 
eine Weise in ein Produkt irreduzibler Faktoren zerlegen. 

Beweis. Wir benutzen vollstandige Induktion. In 3, ist der Satz trivial; 
denn jedes Element aus 3, vom Grade m > 0 hat die triviale eindeutige 
Zerlegung x” E (z,), wo E Einheit ist. Sei der Satz nun bewiesen fiir Elemente 
aus 3;,-1(jo SS). Wir zeigen, daB er dann auch noch in Y;,, gilt. Dazu 
bemerken wir zunichst: Ist P aus 3;, und in bezug auf z;, nicht regular, 
so kénnen wir (§2,1) P in ein Element P’ transformieren, das in bezug auf 
z;, regular ist. Da nun Teilbarkeitseigenschaften invariant sind gegeniiber 
einer n.s. 1. T., so kénnen wir uns auf solche Elemente von 3, beschrinken, 
die in bezug auf z;, regular sind, im wesentlichen also (§ 2, 3) auf ausgezeichnete 
Polynome aus 3;,_,[2j,]. Fiir solche Polynome existiert aber eine eindeutige 
Zerlegung in Primelemente iiber J;,_, nach einem bekannten Satz der 
Algebra!*). Ist also q (z;,) ein ausgezeichnetes Polynom aus 4;,_; [z;,], 80 
hat es in 3;,—, [2;,] die eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren: 


(2) q (Xj.) = Gr da*- ++" Gee 


11) Beweise siehe Osgood, S. 83, 85 u. 86. 
12) W, Bd.I, S. 73. 
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Existieren nun fiir q (x;,) zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible 
Faktoren in J;,: 


q (%j,.) = Q1-Q2 -----Q, 

q (zj,) = Py: Py-...+ Pi, 
so miissen nach c) und d) die Q,; bzw. P; gewissen irreduziblen ausgezeichneten 
Polynomen aus 3;,—, [z;,] aquivalent sein, deren Produkt gerade q (z;,) ist. 
Diese ausgezeichneten Polynome miissen aber wegen der Eindeutigkeit von (2) 
die g, sein. Die Q, sind also in geeigneter Reihenfolge den P, aquivalent. 
Damit ist der Fundamentalsatz bewiesen. 


§ 3. 
Ideale im Potenzreihenring. 


1. Transformierte Ideale. Zugrunde gelegt sei der Bereich der kon- 
vergenten Potenzreihen 3,,. a sei ein Ideal in J,,. Uben wir auf die Variablen 
Bay Sqr ++ 0p Sy Came na. LT. 

De = Oy ZT + Gye Tet --- + ae,,%, (kK = 1,2,3,..., 0) 
aus, so geht jede konvergente Reihe P (z,, z,,..., Z,) in eine konvergente 
Reihe P’ (z;, 2, ..., Z,) tiber (§2,1). Aus 3, erhalten wir wieder den Be- 
reich aller konvergenten Potenzreihen in m Variablen 2,, 2,...,2,. Aus 
dem Ideal a wird ein Ideal a’ in diesem Bereich. Wir wollen sagen, daB das 
Ideal a durch eine n. s. |. T. in ein Ideal a’ transformiert wird. Die Striche 
an den Variablen von a’ werden wir aber weglassen und a’ als Ideal 
in %,, auffassen. 

2. Basissatz. Es besteht in 3, der grundlegende Satz: 

Im Ring der konvergenten Potenzreihen in n Verinderlichen hat jedes 
Ideal eine endliche Basis. 

Beweis. Wir benutzen vollstindige Induktion. Fiir Ideale aus 3, 
ist der Satz trivial; denn ein Ideal a +(1) in 3, wird erzeugt durch ein 
Element z!, wo y eine positive ganze Zahl ist. Sei jetzt bewiesen, daB der 
Satz in 3;,-: (jo Sm) gilt; wir zeigen, daB er auch in Y;, noch gilt. 
a sei Ideal in 3;,. Wir kénnen gemiB §2, 1 a so in a’ transformieren, 
da8 ein Element Q von a’ in bezug auf z,, regular ist. Hat a’ eine endliche 
Basis, so hat auch a eine endliche Basis. Fiir ein beliebiges P aus a’ hat man 
nun nach der WeierstraBschen Formel: 

P=QF-+ P*, 
(1) P* = 2-1 A,+ 2-94, +... + Ans 
wo die A; aus 3;,_, sind. Denken wir uns die Zerlegung (1) fiir alle Elemente 
aus a’ ausgefiihrt, so bildet die Gesamtheit M der P* in Jj, einen Modul in 
bezug auf 3;,_,. Bezeichnen nimlich P, und P, irgend zwei Elemente von 
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a’ und sind Pf und P} die nach (1) zugehérigen Reste, so gehért PT — P? 
eindeutig zu P, — P, als Rest, ist also in M enthalten. Ferner ist mit jedem 
P* auch B P* in M, wo B irgendein Element aus 3;,_ ,.bezeichnet; denn aus 
P=Q:-F+ P* folgt B-P=Q-(B-F)+ B- P*. M ist Untermodul des 
endlichen Moduls (1, z;,, 2},,..., am-1) aus 3;, in bezug auf 3;,_,. Da in 
3;,—1 jedes Ideal nach Voraussetzung eine endliche Basis hat, so ist IM nach 
dem Hilbert-Noetherschen Modulsatz) endlich. Es gilt also: 

M = (PI, Pz, ..., P?). 
Jedes Element P von a’ hat dann gemiB (1) die Darstellung: 

P=Q:-F+C,:-P?+C,:P?+...+C,Pi, 

wo die C,; aus 3;,_, sind. Da umgekehrt Q und die Basiselemente von M 
zu a’ gehéren, so hat a’ die Basisdarstellung: 

a’ = (Q, Pi, P3,..., Pt). 

Damit ist der Satz bewiesen. 

3. Auf Grund von 2. gilt in 3, der Fundamentalsatz"): 

Jedes Ideal a von 3, hat eine Darstellung als Durchschnitt von endlich 
vielen Priméridealen : 

a = [41, G2, -- +» Ge). 
Die Darstellung kann speziell so gewihlt werden, daB keines der q, tiberfliissig 
und ferner [q,9,] nicht mehr primdr ist. Dann sind s und die zu den q,, Ge, - - +» Us 
gehérigen Primideale p,, po, ...-, Ps eindeutig bestimmt. 

Die Untersuchung der gemeinsamen Nullstellen eines beliebigen Ideals 
wird hierdurch zunichst zuriickgefiihrt auf die Untersuchung von Primir- 
idealen. Ist nun q Primirideal, p das zugehérige Primideal, so gilt auf Grund 
von 2. ferner?5): 

=0(modp) und p* = 0 (mod q), 


wo 6 eine positive ganze Zahl ist. Es ist also jedes Element von q in seinem 
zugehérigen p enthalten, ferner aber eine Potenz jedes Elements von p in q 
enthalten. Daraus folgt, wie wir spiter (§ 6,2) genauer ausfiihren, daB die 
Nullstellen eines Primirideals, abgesehen von der Vielfachheit, diejenigen 
des zugehérigen Primideals sind, womit das Eliminationsproblem eines 
allgemeinen Ideals auf dasjenige der nach dem Satz eindeutig bestimmten 
zugehérigen Primideale zuriickgefiihrt ist. Im folgenden Paragraphen 
wenden wir uns nun den Primidealen zu. 


13) W, Bd. II, 8.87. Vgl. auch E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie 
in algebraischen Zahl- und Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1927), S. 34 u. 35. 
14) W, Bd. II, § 83 u. 84. Vgl. auch E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, 
Math. Annalen 88 (1921), S. 24—66. 
16) W, Bd. Il, 8. 34. 
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§ 4. 
Primideal und Restklassenkérper**). 


1. Reguldéres Primideal. Ein Primideal p aus 3,, heiBt reguldér, wenn es 


eine positive ganze Zahl k < n gibt, so daB die beiden folgenden Bedingungen 
erfiillt sind: 


a) In p gibt es kein Element +0, das nur die Variablen 2,, 22, .. ., 
enthilt. 

b) Fiir jedes i = 1, 2,3,...,8(s = »—k) gibt es in p wenigstens ein 
Element P,, das von den Variablen 2.4.1, Zi4is2)--+> 2n—1> Um frei und 
in bezug auf z,,, regular ist. 

©, %q, L3,..., Z, sollen dann in bezug auf p unabhdngig heiBen. 


Ferner wollen wir die Gesamtheit S aller Elemente von 3J,, die keine 
Einheiten sind, und das Einheitsideal 3,, zu den reguliren Primidealen 
rechnen. 

Jedes vom Einheitsideal und von S verschiedene Primideal D lapt sich 
mittels einer n. 8.1. T. in ein regulires Primideal transformieren. 

Beweis. P, sei ein Element +0 avs p. Dann kénnen wir gema8 § 2, 1 
p mittels einer n.s.1.T. so in py, transformieren, daB das P,, zugeordnete 
Element P in bezug auf z, regular ist. Enthalt nun p, kein von z, freies 
Element + 0, so ist p, bereits regular. Anderenfalls sei P_, ein von 2, 
freies Element + 0 aus p,. Dann k6énnen wir durch eine weitere n. s. |. T. 
der Variablen z,, Z2,...,%,—, VON Pg zu einem Primideal p, iibergehen, 
in welchem das P\° , entsprechende Element P,”, von z, frei und in bezug 
auf z,_, regular ist. Ist PS’ das Element von p,, das P,” von j, entspricht, 
so ist auch P\” noch regular in bezug auf z,. So fortfahrend gelangen wir 
nach s (s = »— 1) Schritten zu einem Primideal p*—” mit den Elementen 
P&-”, P’—”,.... P=, und keinem Element, das nur 2,, 2g, ..., Zp 
(k + s = n) enthilt. Dabei ist P“—,” (i = 0, 1, 2, . . .. s — 1) regular in bezug 
auf z,_, und frei von 2,443, Zn-¢49,-++)%n- pP*-” ist also regular, 
Z, Lg, Ly,-.-, 2, sind die unabhangigen Variablen. 

2. Restklassenring nach einem reguliren Primideal. Im folgenden legen 
wir ein regulares Primideal mit den unabhingigen Variablen z,, 22, 73, . . ., 2 
(k <n) zugrunde. Die Variablen 2,.,, 249,-.-, 2%, bezeichnen wir mit 
Yr» Yor ++» Ys (8 = n— k). 

Es gilt der Satz: 

Ist p regulir in 3, mit den unabhingigen Variablen 2,, Zq,.. -, Zp, 80 
hat der Restklassenring 3,/p = R die folgende Gestalt: 


R = Bula» Mas - + +» Me): 


16) Vgl. B. L. van der Waerden, Math. Annalen, |. c., 8. 191—195. Siehe auch W, 
Bd. II, Kap. 13. 
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Dabei bedeutet 3,[71, 2,--+-, Hs] eine algebraische Erweiterung von 3,; 
n,; bezeichnet die Restklasse von y, nach p wnd héingt ganz") ab von 3,. Das zu- 
gehdrige irreduzible Polynom f, (z) ist ausgezeichnet tiber 3, (§ 2, 4). Wir wollen 
deshalb », ein tiber 3, ausgezeichnetes Element von R nennen. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es in p eine Reihe F,, die in bezug 
auf y, regular ist. Die ihr aquivalente ausgezeichnete Reihe (§ 2, 3) sei: 


Pa yP + AP y+... +48 


: vas my? 
wo die A® aus 3,,_, sind und keines der A“ eine Einheit ist. Das ergibt 
in R = 3,/p eine Relation: 
(1) (ys}™=+ {A} {y,}™e—-2 +... + (An) = 0, 
wo die geschweiften Klammern die Restklassen der Elemente mod p kenn- 
zeichnen. Nennen wir die Gesamtheit der durch Elemente, die von z,, frei 
sind, reprasentierten Restklassen'*) R,,_,, so ist wegen (1) {y,} = 7, ganz 
in bezug auf R,_,. Ist nun P irgendein Element aus 3,, so ist nach der 
WeierstraBschen Formel: 

P = F,G + ym" BY + ym—* BY +... + Be 
mit G aus 3, und B; aus 3,_,. Das ergibt in R: 
(2) (P} = 9%" {BP} + ge * (Bs) + ... + (Bay, 


mM, }? 
wo die {Bj”} aus R,_, sind. Wegen (1) und (2) ist also: 
R = R,_1 [Me]. 
Nach Voraussetzung existiert in p nun ferner ein Element 


| = ee + APT ghee" of Me rs Ag» 


1 mMe— ? 
wo die A’~” aus 3,_, sind. Man hat also: 
(3) q2s3+ (Af~?) gear + = + (43... _ 0. 


1 
Aus (3) und der WeierstraBschen Formel ergibt sich wie oben 


Ras = Rn-2[s-3]- 
Ganz ahnilich hat man: 


Rae = Ra-s[M-2, 


Rese = Ress (Mel, 
Resa = Rel). 
Dabei ist R, = 3,, da zwei Elemente aus J, nach Voraussetzung dann 
und nur dann kongruent sind mod p, wenn sie gleich sind in 3,,. Wir wollen 
aber trotzdem die Elemente aus , von denen aus 3, dadurch unterscheiden, 


17) W, Bd. Ii, 8. 88—91. 
18) Diese Gesamtheit bildet einen Ring. 
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da8 wir statt der Variablen z,,2,,..., 2, die Variablen &,, é,,..., & 
schreiben. Aus dem transitiven Gesetz der ganzen Abhingigkeit'**) folgt 
nun, daB 7, (i = 1,2,...,8) ganz ist in bezug auf 3,, also insbesondere: 


R= Si (nm, Neos+ ++ Ns)- 
DaB », iiber 3, nur einem irreduziblen Polynom 
(4) f(z) = 2% +a2*-*'+...4 4a) =0 
geniigt, folgt in bekannter Weise’*). In (4) kann ferner keines der a Einheit 
in 3, sein; mit af ware namlich auch /, (y,) Einheit; ware eines der tibrigen 
a Einheit, so enthielte /, (y,) einen Term cy! mit / < 1,, in p gabe es daher 
gem&B § 2,3 ein Polynom von y, mit Koeffizienten aus 3, vom Grade | < r, 
gegen die Irreduzibilitét von /,(y,). /,(z) ist also ausgezeichnet iiber 3,. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
3. Quotientenkirper. Da ® keine Nullteiler hat, existiert ein Quotienten- 
kérper M,, der Restklassenkérper des Primideals p: 
M,, = A, (n, M95 - - +s Ns)» 
wo A, den Quotientenkérper von 3,, also den Kérper aller Potenzreihen 
aus 3, und Quotienten solcher Potenzreihen bedeutet. Nach einem bekannten 
Satz der Algebra™) bleiben die /, (z) (¢ = 1, 2, . . ., s) auch tiber A, irreduzibel. 
In M,, gelten nun ferner die folgenden Tatsachen aus der Kérpertheorie: 


a) y, geniigt einer eindeutig bestimmten irreduziblen Gleichung mit 
héchstem Koeffizienten 1 iiber A, (7,,..., ;~4): 


Oo | i] _ j 
h,(z) see +o) e+ 1. + oy az 0, 
wo die c aus A, (7, M2, -- +» %i-1) sind und wegen 


Ax (My, Nes + + +s M—1) = Ar [Ms Na» - + > M1) 
speziell so dargestelit werden kénnen, da8 im Nenner nur Elemente aus 3, 
vorkommen. 

b) In M,, existiert ein in bezug auf A, primitives Element w. Dieses 
kann so bestimmt werden, daB es in bezug auf 3, ganz ist und die Darstellung 
besitzt: 

wm = 4, + dang + ..-+ dems; 
wo die d, aus 3, sind. Das zugehdérige iiber A, irreduzible Polynom sei g (2). 
@ ist dann ferner ausgezeichnet iiber 3,. Um dies nachzuweisen, brauchen 
wir nur zu zeigen, daB mit zwei in bezug auf 3, ausgezeichneten Elementen 


188) E. Noether, Abstrakter Aufbau ..., l.c., 8. 32. 
1%) Aus f, (ng = 0 und f/,(n,) = 9 wirde namlich folgen, da8 in p ein nur von 
2, Zy,---,%, abhangiges Element wire gemaB 
be (¥) 9g (Ye) + hy (Yd Ty (Yq) = Czar «+ +» Zp 
20) W, Bd.I, S. 76. 
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a, 8 aus M, auch y = e,a + e,8 ausgezeichnet ist, wo e, und e, aus 3, sind. 
y geniigt der Gleichung: 
G@)= I Ie —(¢e+e 6%) =0, 
i=1j=1 

wo die «® und 8) die Konjugierten von « bzw. § sind. Der héchste Koeffizient 
von G (z) ist 1, die tibrigen Koeffizienten sind iiber 3, ganze rationale symme- 
trische Funktionen der « und 6 mit verschwindenden konstanten Gliedern, 
also auch ganze rationale Funktionen der elementaren symmetrischen Funk- 
tionen der «® bzw. BY mit verschwindenden konstanten Gliedern; da diese 
elementaren symmetrischen Funktionen nach Voraussetzung keine Einheiten 
sind, so ist also G@ (z) ausgezeichnet iiber 3,. Ist p(z) = 0 die irreduzible 
Gleichung fiir y iiber 3,, so ist p(z) ein Teiler von G(z) und folglich auch 
ausgezeichnet (§ 2,5a). Also ist y ausgezeichnet iiber 3,. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

c) Alle in bezug auf 3, ganzen GréBen « von M, sind in der Form dar- 
stellbar: 

(= a! 
1=0 

wo o den Grad, D die Diskriminante von g (z) bedeutet und 6, aus 3, ist. 
Man zeigt das in der iiblichen Weise”), indem man die Koeffizienten von 
& = y+ aw + ayw*-+ ...+ a,_,w? aus den konjugierten Gleichungen 


: i ; ' —1 
oD) =a,+a,a9 +a,o%+ ... + a_, ao 


ausrechnet. Wegen der Irreduzibilitét von g(z) ist D(é&,, &,..., &) +9. 

4. Regulires Primideal zu gegebenem Kérper. Es besteht der Satz: 

Ist M, = Ay (my, Nes---» Ms) (kK + 8 =n) algebraische Erweiterung von 
A,, dem Quotientenkérper von 3,, sind ferner n,, 2, +. +» Ny ausgezeichnet iiber 
3,, 80 existiert in 3,, ein reguliéres Primideal p mit den unabhingigen Variablen 
©, Ly, «++, Ly, dessen Restklassenkérper der gegebene Kérper A, (n,, ..-, Ms) vst. 

Beweis. Wir ordnen jedem Element aus 3, auf folgende Weise eindeutig 
einen ,,Wert‘‘ aus M,, zu: 

3, ordnen wir elementweise sich selbst zu. Diese Zuordnung ist ins- 
besondere homomorph. Die Zuordnung sei nun bereits fiir Elemente aus 
Jesis Deras+ ++» De+j-1 (J S 8) festgelegt, und es sei bewiesen, daB 3,,;_, 
zum Bereich der zugeordneten Werte aus M, homomorph sei. Sind A, B,... 
Elemente aus 3,,;.,, 80 bezeichnen wir die zugeordneten Werte in M, mit 
A’, B,... Ist nun Q beliebig aus 3, ;, f; (z) das irreduzible ausgezeichnete 
Polynom fiir 7; iiber A,, so ist nach der WeierstraBschen Formel: 


Q =f; (ys) -F + (ys), 


%) W, Bd. II, 8. 93. 
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wo G aus 3,,; und q(y;) ein zu Q eindeutig bestimmtes Polynom von y; 
mit Koeffizienten aus 3,,;_, ist: 
q(y;) = yji—* By + yji~* By + aie + B,,. 
Dem Element Q ordnen wir nun in M, den Wert Q’ zu: 
Q = n7—'B, + qf—* By + ... + B,. 
Sind P und Q zwei Elemente aus 3,,; und 
P=f,H+ P3> 
Q - iG + 4%; 


P+Q=f/,:(@+ H)+ (p+), 
wo p; + q, in y; vom Grade r; — 1, also der zu P +- Q eindeutig existierende 
Rest mod /, ist. Es ist daher: 
(P+Qy =P'+9Q. 
Ferner folgt aus (5): 
W = P-Q=f, (i;G-H+ G+ p,+ Hq) + ps° %- 
Ist nun nach der WeierstraBschen Formel 
W = f; F + v;, 


(5) 
so folgt 


so mu8 gelten: 

(6) Pi = fut w;, 

wo auch u ein Polynom von y; mit Koeffizienten aus J, ;_, ist. Ordnen wir 
(6) auf beiden Seiten nach Potenzen von y;, so sind die Koeffizienten bzw. 
einander gleich. Wir diirfen sie also durch die zugeordneten Werte aus M,, 
ersetzen; dabei bleibt (6) identisch in y,; richtig. Ersetzen wir noch y; durch ,, 
so folgt wegen /, (y,;) = 0 PQ =(P-Qy. 


Da die Gesamtheit der den Elementen von 3, zugeordneten Werte 
aus M,, gerade den Bereich 3,[7,, 7, ..., %] ausmacht, so ist also gezeigt, 
da8B 3,, homomorph ist zu 3,[%,. 2, - - -, %el- 

Wir behaupten nun: Die Gesamtheit p der Elemente von S,,, die in M,, 
den Wert 0 haben, bildet in Y,, ein regulir-3 Primideal mit den unabhiangigen 
Variablen z,, Zp, ..., Zp- 

a) Mit P undQ aus p, also P’ = Q’ = 0, ist auch (P —Q)’ = P’ —Q’ = 0, 
also P —Q in p; ist ferner P aus p, R beliebig aus 3,,, so folgt aus P’ - R’ = 0, 
P’R’ = (PR)', daB auch PR zu p gehért. p ist also ein Ideal. 

b) Aus P-Q in p, P nicht in p folgt: (P-Q) = P’-Q = 0 mit P’ + 0; 
also mu8 Q’ = 0 und somit Q aus p sein, da M,, keine Nullteiler hat. p ist 
also prim. 

c) In p gibt es kein Element +0, das zu 3, gehért (§4, la); ferner 
gibt es in p fiir i = 1,2,...,8(s = m—k) das Element /,(y,), das von 
Vii» Yira>---> Ye frei und in bezug auf y, regular ist (§ 4, 1b). p ist also 
regular mit den unabhingigen Variablen z,, 22, ..., 2. 
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Allen Elementen einer Restklasse nach p ist somit dasselbe Element 
von M,, spezieller von 3,[7,, 72, ..-, %,] zugeordnet; da umgekehrt zwei 
Elemente von 3,,, die in M,, denselben Wert haben, auch derselben Restklasse 
nach p angehéren, so folgt bei Beachtung der Homomorphie zwischen J,, 
und 3,[%, %2,---, %s) die Isomorphie zwischen 3,/p und 3,[%1, %25-- +> Ns] 
und schlieBlich diejenige der Quotientenkérper. M, kann also als Rest- 
klassenkérper von p aufgefaBt werden. Damit ist 4. vollstindig bewiesen. 

5. Primteiler eines reguliren Primideals. Es gilt der Satz: 

Jedes regulére Primideal mit den wnabhiingigen Variablen x,, %q, . . ., Ly 
(2 <= k S n) hat einen regultiren Primteiler mit den unabhéingigen Variablen 
Ba, Bay o> oo Meas- 


Beweis. p sei das gegebene regulire Primideal ,M, = A, (7,, Me, - - -» Ns) 
(k-+- s =m) der Restklassenkérper von p. Die jeweils fiir », irreduzible 
Gleichung mit Koeffizienten aus A, (7, 2, ..., j—1) Sei: 

(7) h;(z) =2z%¥ +e, 2977+ +++ $le,3 = 0 (j=1, 2,...8), 


wobei man iiber die c, ; voraussetzen darf, daB sie im Nenner nur Elemente 
aus 3, enthalten. 

Der Beweis des Satzes beruht auf der Konstruktion eines Erweiterungs- 
kérpers 

N = Ag—1 (Ex: Ma» Na» «++» Ns) 
von A,_,, dessen (nach 4.) zugehériges Primideal der gesuchte Primteiler 
von p ist. Den Kérper bekommen wir auf folgende Weise: 

£, sei Wurzel eines iiber 3, _, irreduziblen ausgezeichneten Polynoms t (&;,) 
in einer algebraischen Erweiterung von A,_,. Uber ¢(&,) wollen wir nur 
voraussetzen, daB es nicht Teiler des Produkts n(é,,..., &,) samtlicher in 
den Koeffizienten von (7) auftretenden Nenner sein soll. Durch Adjunktion 
von &, zu A,_, bekommen wir den Kérper 

Ax-; (€,). 

In A,_, (é,) hat jedes Element a aus 3, im Sinne von 4. einen Wert a’; 
insbesondere ist wegen der Voraussetzung iiber ¢ (&,) der Wert n’ von n von 
Null verschieden. 

Tis N2»- ++» Hy bestimmen wir nun sukzessive folgendermaBen: In 


0;—1 


h,(z) =2%+e, ,29-°+... + Op,,j 
ersetzen wir die in den Koeffizienten vorkommenden Elemente aus 3, durch 
ihre Werte in A,_, (&,); dabei wird kein Nenner Null. Ersetzen wir nun 
ferner noch 7, %,-.-)%j-; durch 7%, %2,---, Hj-,, 80 moge dadurch 
h; (z) tibergehen in: 
(8) hy(2z) = 2% + 0,529" + ... +05,,5 
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7; sei dann irgendeine Wurzel von (8) in einer algebraischen Erweiterung 
von A,_, (&2, 4, - + +» Nj—1)- 

Wir behaupten, daB N den gesuchten Primteiler von p liefert. Dazu ist 
zweierlei zu zeigen: 

a) £4, 71, He ---» %» Sind ausgezeichnet iiber 3,_,. Dann gehért zu 
N nach § 4, 4 ein Primideal p. 

b) Jedes Element von p ist auch in p enthalten. 

Wir beweisen die beiden Aussagen gleichzeitig durch vollstindige In- 
duktion. 

&, ist tiber 3,_, ausgezeichnet nach Voraussetzung; die zweite Aussage 
ist fiir Elemente aus 3, trivial. 

Sei nun bewiesen, daB 7j,, ..., 7;-, (j Sm) ausgezeichnet sind und daB 
ferner jedes Element aus 3, ;_,, das zu p gehort, in A,_, (é,, is +++ Nj—-1) 
den Wert Nullhat. Wirzeigen, daB dann auch 7, ausgezeichnet ist iiber 3,_, 
und jedes Element Q aus 3,,;, das zu p gehort, in A,_, (é, a> + ++» Nj) 
den Wert Null hat. 

Zunichst setzen wir iiber Q voraus, daB es in bezug auf y,; ein Polynom 
sei, also 


(9) Q=fotytat ... +e, = 0 (mod p), 
wo die e, aus J,,;_, sind. (9) ergibt in M, die Gleichung: 
(10) "ny (€o} + nj" (ey} +... + {@} = 9, 
wo die {e,} nun Polynome von 7, , 72, . . ., 4j- tiber 3, sind. Die Gleichung (19) 
ist gleichbedeutend mit der Beziehung 
2° {eo} + 2°-* {ey} +... + feo) = hy (2)-v (2) 
tiber A, (4, 2, -- +, Mj-3) oder: 
(11) 2 {e9} + 2°-1 {e,} + ... + {e,} —A,(z)-v(z) = 0. 

Bei Ausfiihrung der Division treten in v (z) keine anderen Nenner auf 
wie in h,(z). Der Hauptnenner N des letzten Gliedes von (11) hat daher in 
A,_, (&,) einen von Null verschiedenen Wert N’. Multiplizieren wir in (11) 
mit N herauf, so bekommen wir eine Gleichung L (z) = 0, wobei die Koeffi- 
zienten der Potenzen von z Polynome von 7;, mq, - . -, 4j-; tiber 3, und alle 
Null in A, (7,,...,j;-;) sind. Das Verschwinden eines solchen Polynoms 
ist aber gleichbedeutend damit, daB das Polynom in den z, y-Variablen 
ein Element von p ist. Dann hat es aber nach Voraussetzung auch in 
Ay_3 (§e, My, -+ +) Hj-1) den Wert Null. Wir diirfen also in L(z) =0 die 
Koeffizienten durch die Werte der in den z, y-Variablen geschriebenen Koeffi- 


zienten in A,_, (&4, %1>-+ + 7j-) ersetzen. Dividieren wir dann noch durch 
N’, so bekommen wir: 


(12) 2° é, +2-1e, +... +e, = h;(z)-0(2), 
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wo die Striche die genannte Ersetzung andeuten. Wir konnten dabei direkt 
e; schreiben, da ja e, zu dem in den z, y-Variablen geschriebenen Polynom {e;} 
kongruent nach p ist, beide also nach Voraussetzung in A,_, (Eg, 71, - - +» 7-1) 
denselben Wert haben. Aus (12) folgt nun 


yo + Het... + eo = hy (iis) -0 (Hi) 
und, da h;(%;) nach Definition Null ist: 
Ny Stata +... +e = 0. 
Wenden wir dieses Ergebnis insbesondere auf das fiir 7; irreduzible aus- 
gezeichnete Polynom mit Koeffizienten aus 3, an, so haben wir: 


fy (is) = Gf + 41,5 HF +... +a, 5 = 0, 
wo die a;; Polynome von é, iiber 3,_, sind, bei denen iibrigens die kon- 
stanten Glieder keine Einheiten sind. Bildet man nun 

H;(z) = IT (25 + a9 29 +... 4 a), 


wo die a, die Konjugierten von a;,; bedeuten, so ist der héchste Koeffi- 
zient von H,(z) gleich 1, die iibrigen Koeffizienten sind ganze rationale 
Funktionen der symmetrischen Grundfunktionen von £;,”, &?,..., &{”, den 
Konjugierten von &,, mit von Einheiten verschiedenen konstanten Gliedern; 
die Koeffizienten sind also aus 3,_, und keine Einheiten. 4; ist daher 
ausgezeichnet tiber 3,_,. 

Wir lassen nun die friiher gemachte Voraussetzung iiber Q fallen; es 
sei Y nun beliebig aus 3, ; und Element von p. Nach der WeierstraBschen 
Formel hat man: 

Q = f(y) -F+ ys" B+... + B,,, 
wo F aus 3,,; und die B,; aus 3,.;_, sind. Wie wir gezeigt haben, ist 7; 
ausgezeichnet tiber 3,_,; also ist fiir jedes Element aus 3,,; sein Wert in 
Ax-, (Ex, Hy, ++ -» Hj) erklart, und es gilt: 

Q = 4504) F + afi" Bi +... + Bi, 

Nun ist aber wegen /;(7;) = 0 und ni)” By + ...+B,,=0 auch 
Q =0. Damit ist 5. vollstindig bewiesen. 

6. Es gilt der Satz: 

Sind p, und p regulire Primideale und ist p, ein echter Teiler von p, so 
kann es nicht vorkommen, daB in bezug auf p, dieselben unabhiingigen Vari- 
ablen 2, %g, Ly, .. +, Ly bestehen wie in bezug auf p. 

Beweis. Unter der Annahme, daS die Behauptung des Satzes nicht 
stimmt, sei P Element von p,, aber nicht von p. Im Restklassenkérper 
Ay (m5 --+> 1s) Vou p gilt dann: 

(13) 1}. * P(my--+, ”,) 


[P}] ~ ney)’ 
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wo p(%1,%,-- +> %s) ein Polynom von 7;, 7,..., 7%, ist mit Koeffizienten 
aus %,; ebenso ist » Element aus 3,. 
Aus (13) folgt 


nm = p(y, Ne,-- +> Ms) {P} 
und folglich 


n =P (Yi, Yo, ---» ¥s)* P (mod p). 
Nach Voraussetzung ist also: 


Nn =P (Yi, Yo,---» Ys) - P (mod p,). 

Aus n (z,,..., Z,) = 0 (p,) wiirde nun aber folgen P (z,, ..., 2,) +0 (p,), 
was gegen die Voraussetzung ist. 

7. Zu jedem reguliren Primideal mit den unabhingigen Variablen 
2, %y,..., Ly existiert gemaB §4,5 eine echte Primteilerkette aus k + 2 
reguliren Gliedern 
(14) PrP >>... > Pe >In, 
wobei beriicksichtigt ist, daB p, = S (§ 4, 1) Primteiler von p,_, ist. 
Primteilerketten aus reguliren Gliedern wollen wir reguldre Primteilerketten 
nennen. Die Kette (14) ist dann nach §4, 6 sogar eine maximale Kette 
dieser Art. Es gilt nun der Satz: 

Ist ~ ein beliebiges vom Einheitsideal verschiedenes Primideal, das also 
nicht notwendig reguldr zu sein braucht, und 

Pp>?P)>?P a ee oP ie DP vas 
eine echte Primteilerkette, so existiert eine n.s.l. T., die diese Kette in eine 
requlére Kette iiberfiihrt. 

Beweis. Transformieren wir zunichst p durch eine n.s.]. T. in ein 
regulares Primideal mit den unabhingigen Variablen z,, z,,...,2%,, 80 
brauchen wir wegen p, < p nur noch auf die Variablen z,, z,,..., Tey 
eine weitere n. s. 1. T. auszuiiben, um auch p, in ein regulires Primideal iiber- 
zufiihren. Das Analoge gilt fiir D,,p;,...,),,... usf.; diejenige Trans- 
formation der Variablen z,, 7,,...,Z,, die sich aus den einzelnen Trans- 
formationen zusammensetzt, fiihrt dann die Primteilerkette p >, > Pp. > 
in eine regulire Primteilerkette iiber. 

8. Dimension des Primideals. Die Ergebnisse von 5., 6. und 7. liefern 
uns nun den folgenden Satz: 

Jedes vom Einheitsideal und von S verschiedene Primideal § aus 3, 
besitzt eine maximale echte Primteilerkette 


-> Py > Pe > re mm ?, a 3, (0 <r _< n). 
r ist gleich der Anzahl der unabhiingigen Variablen irgendeines zu ~ gehdrigen 
reguléren Primideals. Insbesondere ergibt sich also immer dieselbe Anzahl 


unabhiingiger Variablen, wie man auch p in ein reguldres Primideal trans- 
formiert. 
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Beweis. Waren nimlich p’ und p” regulire Primideale, die aus p trans- 
formiert sind, mit den unabhingigen Variablen z,..., 2, bzw. 2,..., Zs, 
und wire s >,r, so miiBte es nach dem vorangehenden Satze méglich sein, 
die zu p” nach 5. existierende s+ 2-gliedrige echte Primteilerkette 
durch eine n. s.1. T. in eine Kette von héchstens r + 2 Gliedern zu trans- 
formieren, was ein Widerspruch ist. Es ist also notwendig r = s. 

Dieser Satz berechtigt uns nun zu der Definition: 

r heiBt Dimension von wie von allen sich von p nur durch eine n. s. 1. T. 
unterscheidenden Primidealen. 


§ 5. 

Die Nullstellen eines Primideals. 

1. Definition der Nullstellen eines Ideals. Unter den gemeinsamen Null- 
stellen eines Ideals a, kurz unter den Nullstellen des Ideals a, versteht man 
die gemeinsamen Nullstellen einer Basis von a. Verschwindet eine Reihe aus 
3, innerhalb einer gewissen Umgebung des Anfangs im 2,, 29, ..., Ze, Y15 
Yo,-- +) Ys Raume in den gemeinsamen Nullstellen von a, so sagen wir: die 
Reihe verschwindet in den Nullstellen von a. Inshesondere verschwindet 
jedes Element von a in den Nullstellen von a. Hat eine Punktmenge U im 
Ly, La, +» Ves Yys Yor +++» Ys-Raume die Eigenschaft, daB jedes Element 
eines Ideals a in einer gewissen Umgebung des Anfangs auf U verschwindet, 
so stellt die Menge U gemeinsame Nullstellen von a dar. 

2. Der Restklassenkérper nach p als Kérper algebroider Funktionen. 
p sei regulares Primideal, 

M,, = Ax (1; Nes - - «> Ne) = Ax (w) (k+s=n) 
der Restklassenkérper von p, wobei die Bezeichnungen die Bedeutung von 
§ 4,3 haben sollen. 

Definition. Die Elemente von M, heifen algebroide Funktionen von 
1, &g,+-+) &. Die Elemente von M, erhalten in der Tat den Charakter 
von Funktionen durch die folgende Festlegung. 

Jedes Element « von M,, hat eindeutig die Normaldarstellung 


+ 
= 
Ss 





bo (S45 - + +> Fp) + (Ey ++, E) OP... +O, (Eyes ED w? 1 
(1) .£=- — = 
NM (Sys Sav+ ++ 5,) 
wo bo, b, ..., 6,3, » teilerfremd sind. Mit (1) zusammen betrachten wir die 
fiir  irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus 3,: 
(2) q (w) =a? + e; (é,, &., sey E,,) w?-1 —- eee = €,(§1, §s, oe ey §,) = 0. 


Der gemeinsame Konvergenzbereich der in (1) und (2) auftretenden 
Elemente aus 3, sei 8. Jedes Wertsystem (a,,@.,...,@,) der &,, &5,..+) && 
innerhalb 8 mit n (a,, ay, ..., 4) + 0 heiBe dann ein gewohnliches Argument- 
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wertsystem, jeder bei simultaner Giiltigkeit von (1) und (2) zugehérige a-Wert 

ein zu (4,,4@,,..., @,) gehériger Funktionswert der algebroiden Funktion «. 
Zu jedem Argumentwertsystem (a,,4@,,...,@,) gehéren im allgemeinen 

mehrere Funktionswerte. Aber auf der Menge der w-Werte ist « eindeutig. 

Die Funktion w ist also fiir die algebroiden Funktionen eine Uniformisierende. 
Haben wir ein System von algebroiden Funktionen 


Gy» Hg, Ag, - « oy Oz, 


so heiBe (a,,a,,...,4@,) ein gewdhnliches Argumentwertsystem des Funk- 
tionensystems, wenn (a,, . . ., @,) fiir alle Funktionen des Systems ein solches 
ist; sind b,, 6,,...,6, zu (a,, a, ...,@,) und zu demselben w-Wert gehérige 
Funktionswerte von a, , a», . . ., a, 80 soll (b,, b,, . . ., 6) ein zu (a,, ag, . . ., Gy) 
gehériges Funktionswertsystem des Systems a,, a», ..., a, heiBen. 

Jede ganz rationale Beziehung zwischen Elementen «,, a, ...,%, von M,: 


R (a; &q, - - -» &) = 0 


bleibt richtig, wenn man das System der in der Gleichung vorkommenden Elemente 
durch ein Funktionswertsystem dieser Elemente ersetzt. 


Beweis. Es sei 
h, () . 
a = — (¢ = 1,2,...,9 


ns 


die Normaldarstellung von «,. Dann folgt 


m= G (@) a @ 


a, ae N (yy Ss -- +> &) 


Dabei ist G(m) ein Polynom von w mit Koeffizienten aus 3, und 
N (é,, &2,..., &,) ist ein Element aus 3,, das nur Faktoren enthilt, die auch 


Ste) a 0 bleibt aber richtig fiir die 


gewohnlichen Argumentwertsysteme (a, , a», . . ., @,) des Systems a,, a, . . ., %; 
und zugehérigen w-Werte w,; denn G (w) = 0 ist gleichbedeutend mit 
@ (z) = g (z)- 9 (2), 


wo g(z) das irreduzible Polynom fiir w mit Koeffizienten aus 3, und 9 (z) 
ein gleichartiges Polynom ist. Es ist also identisch in z 


in den n, (&,, &2,..., &,) vorkommen. 








___G(z) _ _9 (2) + 9 (2) 
NW (Eyy- +05 Ey) = NW (Eye ++ By)’ 
folglich 
G' (a9) a g' (@q) - 9 (@o) = @ 
N (a4, .--5 a,) B (Gases a,) , 


wo die Striche andeuten, daB £,, &,..., &, durch a,, @g,.. ., @ ersetzt ist. 
Hieraus folgt aber die Behauptung des Satzes. 

















Eliminationsproblem der Potenzreihenideale. 277 


3. Die ganzen algebroiden Funktionen. 

Definition. Die in bezug auf 3, ganzen Elemente von M,, heifen ganze 
algebroide Funktionen von &,, &,..., x. 

Ist 8 eine solche Funktion, so hat sie nach § 4, 3 bis eventuell auf einen 
gemeinsamen Faktor in Zahler und Nenner die Normaldarstellung: 

a f (w) 

(3) p= D (54s Sgr ++ +> 5)” 
wo D(é,, &,..., &) die Diskriminante von g (z) ist. 

Besondere ganze Funktionen sind die Restklassen {P(z,,..., y,)} der 


Elemente von 3,, nach p. Dazu gehéren auch die Funktionen 7,, 72, . . -, Ms. 
Ist 


(4) t: (m) = 0 (j= 1,2,...8) 
die irreduzible Gleichung fiir y; mit Koeffizienten aus 3,, so folgt aus 
dem Satz von 2., daB (4) richtig bleibt, wenn man die in (4) vorkommenden 
Elemente durch ein Funktionswertsystem dieser Elemente ersetzt. Der aus- 
gezeichnete Charakter der Gleichungen (4) besagt nun, daB man die Um- 
gebung des Nullpunktes im §&,, &,..., &,-Raume immer so wihlen kann, 
daB die zu der Umgebung gehérenden Funktionswerte der 7, 72, ..., % 
absolut unter einem beliebig wahlbaren kleinen Wert bleiben. 

Fiir die Funktionen {P} gilt der wichtige Satz: 

Ist P(a,, .. +, Ses Yr» +++» Ys) Woendein Element aus 3, ferner 
(a,,...,@,) irgendein gewohnliches Argumentwertsystem, c,b,,...,6, ein zu- 
gehériges Funktionswertsystem von {P},,..-, %s, 80 gilt innerhalb einer ge- 
wissen von P abhingigen Umgebung des Anfangs im &,,..., &,-Rawme: 

Caz P(a,, .. ., Gp, Oy, « » oy Op) 

Beweis. Wir benutzen vollstandige Induktion. Fiir Elemente aus 3, 
ist der Satz trivial; denn die Restklasse von P (x, , 2g, . . ., 2) ist P(&,,..., &). 
Der Satz sei nun bewiesen fiir Elemente aus 3,,;_,. Wir zeigen, daB er 
dann auch noch fiir die Elemente aus 9,, ; gilt. 


Ist P (x,,.. +, Ze, Yy>- ++» Yj) ein solches Element, so ist nach der Weier- 
straBschen Formel: 


(5) P (ay, «++ Des Yas += +s Ys) = Fy (Ys) * FA Yf9—* AY? (yy eo oy Bhs Yas eos y;_,) 
tee Ape (tyy- +05 May a 


wo die A‘) (2,,..., Ze, Yrs +++) Yjna) AUS Sey jy sind. Durch Restklassen- 
bildung nach p erhalten wir aus (5): 


(6) {P (ayy ++ +5 Liv Yas es Ys) = Mfi—* [AY (@y,-- +s De Yass + +r Y_y)) 


, 4) 
+...+ \4,, (Bia, « 0 iy Dip Bas oe og y;_,)}- 
Mathematische Annelen. 107. 19 
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Ist nun (@,,4,,...,@,) ein gewdhnliches Argumentwertsystem, 
(b,,...,6,) ein zugehériges Funktionswertsystem von 7,, 7, .--, %, derart, 
daB alle in (5) und (6) auftretenden Reihen fiir diese Werte absolut konvergent 
sind, so folgt aus (5): 


P(a,, . «ey Op, B,, bg, sees b;) == bij — * AIP (a, Gy, évepialit a _ ai 
+ AD (a, re ee 
Aus (6) ergibt sich: 
{P} a, er 2) by, «+> Oy =c= bij—" {A{P} My,» - +» Ops Bas wees + ee 
+ (AQP) on, oor ee Bs oven eo 


wo die Indizes an den Funktionen andeuten, daB diese durch ihre Funktions- 


werte ersetzt sind, die zu demselben w-Wert gehdren wie 5,, b,,.. ., 5. 
Da nach Voraussetzung 
AD (a,, de, re | a,, 6,, cers b)_ 1) = {AM} @4, Gg, . «+, ay, d4, T bj 1 


ist, haben wir somit die Behauptung bewiesen. 

Wir bemerken noch: Wegen der Darstellung (3) haben alle ganzen alge- 
broiden Funktionen und Funktionensysteme denselben Definitionsbereich in 
der Umgebung des Anfangs im §,, &,..., &,-Raume. Ausgeschlossen sind 
die Punkte, fiir welche die Diskriminante D (é,, &,,..., &) verschwindet. 
Insbesondere trifft dies fiir die Funktionen {P (z,,..., 2, ¥,,--.+, Ys)} ZU. 

4. Die gewohnlichen Nullstellen von p. Aus dem vorigen Satz folgt un- 
mittelbar, daB jedes Element von p auf der Menge Ul = {(a,,..., @,, 5,, ..., 5,)} 
verschwindet™), wo (a,,...,@,) ein gewohnliches Argumentwertsystem, 
(b,, bg, ...,5,) eim zugehériges Funktionswertsystem von 7, %2,..., 5 be- 
deutet. Es gilt aber weitergehend der Satz: 


Alle Nullstellen (G,, Gs, . . ., @,b,,..., 6,) von p, fiir die D (@,,.. ., @) +0 
ist, werden durch die Menge U erschipft. Wir wollen sie die gewohnlichen Null- 
stellen von p nennen. Ferner gehért jedes Element von 3,,, das auf U verschwindet, 
zu p. Es kann also héchstens noch Nullstellen geben, fiir welche D(&;,..., &,) 
verschwindet. 

Beweis. Zu den Elementen von p gehért insbesondere die Reihe 

We + e€, (21, .. -, Ze) We-* +... + ey (ty, - -, Ze), 
wo 

W = d, (2,, ..., Ze) Yy +... + dy (2, ~ +) Ze) Ys 
ist (§ 4, 3); daraus folgt aber, daB fiir jede Nullstelle (@,,..., @,6,,.. ., 5,) 
mit D (a@,,...,@,) +0 von p der Ausdruck 


d, (a, ...,4)b, +... +4,(@, ..., &) 5, 








*2) Gemeint ist natiirlich immer: innerhalb einer gewissen vom Element abhangigen 
Umgebung des Anfangs im §,, &,, .. ., &,-Raume. 
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ein zu (@,,@_,...,@,) gehdriger w-Wert w, sein muB: 


(7) Wy = d, (@,, ..., %)b, + ... +, (@, ..., &)b,. 
Hat ferner 7, (¢ = 1, 2,...,8) die Normaldarstellung 
h,;(@) 


*™ Di,....8,)° 
so folgt: 
D (2, .« «5 Ze) Ye — Ay (W) =O (p). 
Hieraus und aus (7) ergibt sich aber, daB G,,...,@,,6,,...,5,) zu U 
gehéren muB. 
Den zweiten Teil des Satzes beweisen wir folgendermaBen: 


P (21, . « +» Ses Yr» + + +» Ys) Sei ein Element von 3,,, das in allen®) Punkten 
von Uf verschwindet, aber es sei P +0 (modp). Dann kénnen wir bilden: 
1 Pty +++ 9) 

(8) 1P) = nn &)” 
wo p (1, %q,-- +> Ms) ein Polynom von 7, mq, ...,%, mit Koeffizienten aus 


3, und n(é,,..., &) ein Element aus 3, (+0) ist. Aus (8) folgt 
(P)} +p (ay, - « +» Me) = 0 (Es, ~ - 0» En) 


und hieraus 


(9) P (x, sory Dey 41; eos Ys)" P (Y¥> Ye; ooop Ys) =n(z,, Ze, eee Ly) (mod p). 
Es gibt nun in jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpunktes im 


E,, &s,..., &-Raume Punkte (a,, a, ...,@,), fiir die 

D (ay, . « -» @y)*% (ay, .. ., @) #0 
ist; anderenfalls miiBten n (z,, %,..., %) und D(z,, 2,..., 2) nach dem 
Identitatssatz™) fiir Potenzreihen identisch Null sein. Fiir einen solchen 
Punkt (a,,@,,...,@,) kann aber nach (9) P (a,,a@q,..., a, 5,, bg,..., 5,) 


dann nicht verschwinden, was gegen unsere Annahme ist. 

Aus dem zweiten Teil des Satzes folgt noch, daB die Funktionswerte 
einer Funktion {P(x,, 2%, ...-, Ze, Yi, Yq, +++» Ys)} Mur eimer einzigen irre- 
duziblen Gleichung mit Koeffizienten aus 3, geniigen kénnen. 

5. Die Nullstellenmenge von p als analytisches Gebilde. Genau nach dem 
bei algebraischen Funktionen iiblichen Verfahren wird in der Theorie der 
Funktionen mehrerer Verinderlichen bewiesen*), da8 die Gleichung 


g (co) = w? + €, (By, «.-, Ex)@e—* +... + ep (Br, ---5 be) = 0 


in der Umgebung des Anfangs im Raume von k+ 1 komplexen Dimen- 
sionen ein irreduzibles analytisches Gebilde definiert, das im Verzweigungsgebilde 








%) Vgl. FuBnote 22. 
*%) Osgood, 8. 39. 
%) Osgood, 8. 88—92. 
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D(&,, &,---, &&)=9, g(w) = 0 noch stetig ist. Die Anzahl k der un- 
abhingigen Verinderlichen &,, &,,..., & hei&t die Dimension des Gebildes. 
Es wird ferner gezeigt**), daB dann auch die Menge 


= {(@,, ag, ..., a, b,, bg,..., b,)}, 





Wo (a,,4@,...,@,) eim gewdhnliches Argumentwertsystem, (b,, bg, .. ., b,) 
ein zugehériges Funktionswertsystem von 1, %2,...,1, bedeutet, in der 
Umgebung des Nullpunktes im 2,, 29, ..., x, ¥;, Yo,---» Ys Raume ein 
irreduzibles analytisches Gebilde g von der Dimension k bestimmt. Es zeigt 
sich nimlich, daB eine ganze algebroide Funktion in jedem Punkt der Ver- 
zweigungsmannigfaltigkeit von g(w) = 0 einen bestimmten Grenzwert be- 
sitzt. Werden die Funktionen 7, in allen Punkten des Verzweigungsgebildes 
von g(w) = 0 durch ihre Grenzwerte dort definiert, so wird dadurch die 
Punktmenge U zum irreduziblen analytischen Gebilde g. 

Die Werte einer ganzen Funktion « in den Punkten des Verzweigungs- 
gebildes von g (m) = 0 geniigen ebenfalls der fiir « irreduziblen Gleichung*’) 
mit Koeffizienten aus 3,. Ist nun P(z,, 2g, ..., Ze, Yi, Yor - + +» Ys) eine 
Potenzreihe aus 3,,, so ist diese auf g ausnahmslos stetig. Nach dem Satz 


von 3. stimmt also P(z,, 2g, ..., Ze, Yys Yor +++» Ye) auf g mit der auf 
q (w) = 0 ergiinzten Funktion {P} vollstindig tiberein. Die Werte von 
P (a,,.+ +s Ze, Yi>--+> Ys) auf g geniigen also durchweg der fiir {P} irre- 
duziblen algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus 3,,. Da diese Gleichung 
fiir Elemente Q (z,, 22, .- -, Ze, Yy, +++» Ys) BUS P Speziell von der Form ist: 
(Q} = 0, 

so ist damit gezeigt, daB Q(z,,.. »» Te, Yy>-++ +) Y) auf g ausnahmslos ver- 
schwindet. 


6. Die Nullstellen eines beliebigen Primideals. Ist p ein beliebiges Prim- 
ideal im Bereich der konvergenten Potenzreihen von 2,, 2,,..., 2%, 80 
existiert nach §4,1 eine n.s. 1. T. der Variablen, so daB p in ein regulires 
Primideal p von der Dimension k (k = n —s) iibergefiihrt wird: 

Ze = Vir + Vig %et ++) HV Tet Vi, kei 
+ Yebaa Yot «+s +VinYs (¢ = 1,3, 3, ..., #). 
Ist g = ((a,,@9, .--,@,, 5, bg,...,6,)} die Nullstellenmenge von p, so 
ist G@ = ((c,,¢g,.--,€n)}, WO 
Cp = e191 + YieGet --+ + Ye Ge + Yi, n+ 10 
+ yi,n+25, + ...+ 74,09, (¢ = 1, 2, ..., ») 
ist, die Nullstellenmenge von p. Dann ist auch g ein irreduzibles analytisches 
Gebilde von der Dimension k im Raume der n Veriinderlichen z,, z,, . . ., z,. 
Wir haben somit in voller Allgemeinheit den Satz: 





**) Osgood, S. 93 u. 103. 
*7) Osgood, S. 93. 
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Die sdmtlichen Nullstellen eines Primideals aus 3, machen ein irreduzibles 
analytisches Gebilde im Raume von n komplexen Dimensionen aus. Die 
Dimension des Gebildes ist gleich der Dimension des Primideals. 

Aus § 4,5 folgt noch der Satz: 

Jedes k-dimensionale Gebilde enthilt ein Gebilde (k —1)-ter Dimension. 


§ 6. 
Die Nullstellen beliebiger Ideale. 
Das Weierstra8sche Theorem. 

1. Wie man unmittelbar sieht, gilt der Satz: 

Die Nullstellenmenge des Durchschnitts von gewissen Idealen a,, a2, ..., a, 
ist die Vereinigungsmenge der Nullstellenmengen der einzelnen Ideale a, , a9, . . ., Ay. 

2. Ist a ein beliebiges Ideal in 3,,, so existiert nach den Ausfiihrungen 
von §3,3 eine Darstellung von a als Durchschnitt gewisser endlich vieler 
Primiarideale: 

a= [q1,42,-- + Qi) 

mit eindeutig bestimmten zugehérigen verschiedenen Primidealen p, , po, ..., Ps. 

Wegen 1. ist die Nullstellenmenge von a die Vereinigung der Null- 
stellenmengen der q,; (¢ = 1,2,...,/). Die Nullstellen von q, sind aber auch 
diejenigen von p,; denn wegen q, = 0 (mod p,) verschwindet jedes Element 
von q;, in den Nullstellen von p,, weiter wegen p? = 0 (mod q,) (§ 3, 3) zu- 
nichst die o-te Potenz eines jeden Elements von p, und daraus folgend das 
Element selbst in den Nullstellen von q;. Damit haben wir: 

Die Nullstellenmenge eines beliebigen Ideals a in 3,, ist die Vereinigungs- 
menge der Nullstellenmengen der zugehérigen, also endlich vieler Primideale. 

Die Nullstellen eines beliebigen Ideals in 3,, bestimmen also eine endliche 
Anzahl irreduzibler analytischer Gebilde im Raume der Variablen 2, , x2, ..., 2, 
Yi» Ye, -+-+» Ys, die von verschiedenen Dimensionen sein kénnen; damit haben 
wir aber das WeierstraBsche Theorem bewiesen. 


(Eingegangen am 1. 9. 1931.) 











Recherches sur les problémes aux limites relatifs 
a l’équation biharmonique 
et aux équations de l'élasticité & deux dimensions. 


Von 


N. Muscheliivili in Tiflis (U. 8. S. R.) 


Introduction. 


Le réle fondamental de |’équation biharmonique dans la théorie de 
lélasticité & deux dimensions est bien connu. Le probléme aux limites le 
plus typique quis’y rattache et que nous nommons «le probléme biharmonique 
fondamental» est le suivant: trouver la fonction biharmonique U, réguliére 
dans un certain domaine G, étant données les suites de valeurs que prennent 
cette fonction et sa dérivée normale tout le long de la frontiére € de S. Ce 
probléme fut Tobjet d’un grand nombre de travaux récents') et on peut 
l’envisager comme complétement résolu dans le cas ot GS est un domaine 
fini, limité par une seule courbe fermée simple € («probléme intérieur»). 
Mais la solution compléte du probléme en question pour le cas du domaine 
infini («probléme extérieurs) manquait jusqu’ici*). Pourtant le probléme 
extérieur est d’importance considérable au point de vue des applications 4 la 
théorie de l’élasticité et sa solution compléte est d’autant plus nécessaire 
que justement dans je cas du domaine infini |’intuition physique cesse d’étre 
un guide assez siir. 

Dans la premiére section de ce mémoire je donne la solution compléte 
du probléme biharmonique fondamental pour les deux cas signalés*) (intérieur 
et extérieur). 


1) Bornons-nous 4 signaler les travaux suivants: J. Hadamard. Mémoire sur 
je probléme d’Analyse relatif 4 I’équilibre des plaques élastiques encastrées. Sav. 
Etrangers 88, n° 4, 1908, 128p. W. Ritz. Uber eine neue Methode zur Lésung 
gewisser Variationsprobleme der math. Physik. Journal fiir Mathematik 185 (1909), 
p. 1—61 = Oecuvres, p. 192—250. G. Lauricella. Sur lintégration de I’équation 
relative a l’équilibre des plaques élastiques encastrées. Acta Math. 82 (1909), p. 201 
—256. A.Korn. Sur I’équilibre des plaques élastiques encastrées. Ann. de |]’Ecole 
Norm. Supérieure (3) 25 (1908), p. 529—583. 

%) Cf. plus loin, §7. 

3) Je n’ai pas laissé de cété le probléme intérieur, quoiqu’il soit depuis long- 
temps résolu, car il me semble que la méthode qui va étre exposée est beaucoup 
plus simple que les méthodes appliquées jusqu’ici. 
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Dans la deuxiéme section je donne la solution de deux problémes fon- 
damentaux de |’élasticité & deux dimensions toujours pour les domaines 
(finis ou infinis) limités par un seul contour fermé. Ici aussi, les résultats 
relatifs aux domaines infinis sont, il me semble, entiérement nouveaux‘); 
dans mes travaux antérieurs®), parus depuis longtemps, je les ai seulement 
énoncés comme trés probables (ainsi que les résultats relatifs au probléme 
biharmonique extérieur). 

La méthode que j’emploie (méthode des intégrales de Cauchy) conduit 
dans le cas général & des équations de Fredholm de structure bien simple. 
Mais cette méme méthode permet, pour certains domaines particuliers, 
d’obtenir la solution compléte sous forme élémentaire, trés propre aux appli- 
cations pratiques. Je renvoie pour les détails 4 mes travaux cités ou 4 mon 
article qui va paraitre vers la fin de l’année 1932 dans la «Zeitschrift fiir an- 
gewandte Mathematik und Mechanik» sous le titre: «Praktische Lésung der 
fundamentalen Randwertaufgaben der Elastizititstheorie in der Ebene fiir 
einige Berandungsformen». 

Bien que je ne traite pas les questions d’existence des solutions dans le 
cas des domaines limités par plusieurs contours, j’établis toutefois quelques 
formules et propositions générales, relatives & ce cas, qui, comme il me semble, 
peuvent étre utiles pour les recherches ultérieures. 


I, Probléme biharmonique fondamental. 


§1. 
Représentation générale des fonctions biharmoniques. 


Dans ce § et les §§ 2 et 3 nous entendons par un domaine S une région 
du plan zy limitée par un ou plusieurs contours fermés simples €,, C2, .. ., 
€,, €,,4,, dont le dernier contient 4 son intérieur tous les précédents. Le 
cas on le contour €,,,, se trouve tout entier 4 l’infini ne sera pas exclu; nous 
aurons alors affaire 4 un domaine infini, limité par les contours fermés simples 
a 

Toute solution U de l’équation biharmonique 


(1) AAU=0 (4= +H) 


*) Un court résumé d’une partie de ces résultats est exposé dans mes deux 
articles des Comptes Rendus (Paris) 192 (1931), p.77 et 221. 

5) Sur Vintégration de l’équation biharmonique, Bull. de l’Académie des 
Sciences de Russie, 1919, Nr. 12; Applications des intégrales analogues 4 celles de 
Cauchy & quelques problémes de la physique mathématique. Tiflis, Edition de 
l'Université, 1922. On trouvera un résumé de ce dernier ouvrage dans l'article de 
M. I. Malkin: Uber einige neuere Arbeiten auf dem Gebiete der Elastizitatstheorie, 
Zeitschr. fiir angew. Math. u. Mech. 10, Nr. 2 (1930), p. 188—194. 











284 N. Muscheliavili. 


sera dite fonction biharmonique. Elle sera dite réguliére dans G si elle y 
est continue avec ses dérivées partielles jusqu’au quatriéme ordre et si les 
dérivées premiéres 
00 
U, = Te? U, = 

sont uniformes et bornées dans S. Nous réservons au § suivant la définition 
d’une fonction biharmonique réguliére dans © + €, en désignant par € la 
frontiére compléte, c’est-a-dire l'ensemble des contours €,, ..., €,,,- 

Notre méthode est basée sur une expression complexe de la fonction 
biharmonique, due 4 M. Goursat*), que l’on peut obtenir comme il suit’). Soit 
(2) f(z) = P+1Q 
la fonction analytique de la variable complexe z = z+ iy, dont la partie 
réelle est 
(3) P= AU. 

Posons ensuite 


Oy 


(4) ?,(2) =pt+iq= f, (z)dz. 


7 
4 . 

On aura alors: dp = 4g = 0, M4 = “4 = 3 AU et on vérifie immé- 

diatement que 


4(U—pz—qy) = 0, 
et par conséquent 


(5) U=pzr+qy+P, 
p, étant une fonction harmonique. En désignant par q, la fonction harmonique 
conjuguée de p, et en posant 


(6) Y2(2) = Pi +19, 

on peut écrire (5) sous la forme: 

(7) U = 8 {Z 9, (z)+ ye(z)} (R = partie réelle) 
ou encore 

(8) 2U = 2, (2)+29,(2)+ yo(2)+ Yel), 


en désignant, d’une fagon générale, par 9(z) l’expression conjuguée de ¢(z) 
(en particulier 2 = z—7y); (7) ou (8) est précisément l’expression cherchée. 
On vérifie immédiatement que, réciproquement, toute fonction U, définie 
par (7) ou (8), est biharmonique si , (z) et y.(z) sont des fonctions analytiques 
arbitraires de la variable complexe z et que l'on aura toujours 
(9) AU =48@, (2). 
Il s’ensuit de 1a qu’étant donnée U (ou méme seulement 4U), la partie 
réelle de q; (z) est déterminée d’une fagon univoque. Donc la fonction 9; (z) 
*) E. Goursat. Sur I’équation 44U = 0, Bull. de la Soc. Math. de Frarice 
26 (1898), p. 236. 
7) Nous reproduisons ici une démonstration qui est donnée dans nos travaux cités. 
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est déterminée & une constante purement imaginaire Ci prés et q,(z) a 
expression additive 

(10) Ciz+a+iB 

prés (a, 8 étant des constantes réelles). Les constantes x, 8 étant fixées 
(arbitrairement), la fonction w,(z) sera déterminée (U étant donnée) & une 
constante purement imaginaire prés. 


Il nous sera utile d’envisager au lieu de U les combinaisons suivantes 
de ses dérivées premiéres: 





(11) U,+1U, = 9, (2)+29,@) + ¥, (2), 
(12) U,—iU, = 9, (2) +2 91 (2)+ ¥, (2), 
ot l’on a posé 

(13) y, (2) = 2). 


La fonction y,(z) est complétement déterminée, U, et U, étant données 
et les constantes a, 8 étant fixées. 


§ 2. 
Caractére analytique des fonctions introduites. 


Dans ce qui suit nous supposerons UJ réguliére dans S. Lorsque ce do- 
maine est fini et simplement connexe (n = 0), l’uniformité des dérivees 
partielles U,, U, entraine celle de U. 


Il est évident de plus que les fonctions ~,, y,, y, seront holomorphes 
dans C. 


D’aprés ce qui a été dit dans le § précédent (cf. la formule (10)), on peut 
toujours supposer g,(0)= 9 et fixer arbitrairement la partie imaginaire 
de g, (0) (nous supposons ici, pour simplifier |’écriture, que le point z = 0 
appartient & S). Ces conditions déterminent complétement les fonctions 
gy, et y, moyennant les fonctions U,, U,. 


Examinons maintenant le cas du domaine multiplement connexe. Dans 
ce cas, [7 n’est pas nécessairement uniforme bien que U, et U, le soient toujours 
d’aprés nos hypothéses. 

La fonction P = AU étant uniforme, la fonction conjuguée Q ne pourra 
subir qu’un accroissement constant losqu’on décrit dans le sens direct un 


contour fermé simple €, entourant ©, (k = 1,...,). Désignons par 4 A, cet 
accroissement. On aura évidemment: 


f,(z) = o S’ 4A, log (z —z) + fonct. uniforme dans G, 


k=1 


ie 
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en désignant par z, un point intérieur au contour €, (extérieur 4 GS). En 
intégrant une fois on obtient: 


(14) 9; (z) = x z A, log ( — %) 
k=1 


Oe " 
+ ini Py (a, + +b,) log (z —%) + gf (2), 
k=1 
en désignant par g{(z) une fonction uniforme et réguliére dans S (sauf, 
peut-étre, pour z= co) et par a,b, des constantes réelles. Cela étant, 
la formule (11) ou (12) montre immédiatement qu’en décrivant €; la fonction 
y,(z) subit Paccroissement (— a, + 4 5,), d’ou il suit 


(15) ¥ (2) = — 55D” (@,—iby) log (e— 4) + yf @), 
k= 1 


y}(z) étant uniforme et réguliére dans © (sauf, peut-étre, pour z = oo), 


En intégrant une fois il vient, avec des notations évidentes: 
n 


(16) yy (2) = —5=; )” (ay —id,) log (2 — %) 


k=1 


ee = a 
+ int (ai, + 1bj) log (2 — 2) + yi (2). 
= 1 
Tl nous reste & examiner, dans le cas du domaine infini, le comportement 
des fonctions 9,, y;, y_ dans le voisinage de z = oo. Pour |z| suffisamment 
grand, on aura évidemment, d’aprés les formules (14) et (15): 


a-- 


ib 
log2 + 9} (2), y, (2) = — — log z + y? (z) 








A a+ib 
Y; (2) = 5~ zlogz + Sat 
ot 


A=SA, a= Sa, b= Sb, 
k=1 k=1 k=1 
et ¢', y{ désignant des fonctions uniformes et par suite développables en 
séries de Laurent (pour |z| suffisamment grand). En portant les expressions 
ainsi obtenues de g, et y, dans |’une des formules (11) et (12) et en exprimant 
que U, et U, doivent rester bornées 4 |’infini on s’assure sans peine que 
A=a=b6=0 et que dans le domaine du point z= co on doit avoir: 


9: (2) =Cizta+ip+ Stas | y@awt ip Sty... 


Or on peut toujours supprimer dans |’expression de g,(z) les termes 
de la forme (10). On peut donc toujours supposer (et c’est ce que nous ferons 
toujours) que ,(z) et »,(z) sont holomorphes dans le domaine du point 
z = oo et que de plus g,(co) = 0. Ces conditions déterminent complétement 
les fonctions , et y,, les fonctions U, et U, étant données. 
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On aura donc pour |z| suffisamment grand 





(17) g,(2) = SEA, oti, 
(18) viz) =o’ + ip + Sty |. 


Quant 4 la fonction w,(z) on obtient en intégrant la formule (18): 
(19) ya (2) = (a +4f')2 + (0, + fi) loge +0” + ip” 4 EIA 4. 


Remarquons encore que dans le cas du domaine infini S limité par 
un seul contour ©, les fonctions ¢,(z) et yw, (z) seront uniformes et holo- 
morphes dans tout le domaine G. 

Jusqu’ici nous n’avons rien dit sur le comportement de nos fonctions 
dans le voisinage de la frontiére €. Nous admettrons dorénavant que les 
fonctions 9, ;, et yw, sont continues dans le domaine fermé S + €, 
abstraction faite des discontinuités provenant de la polydromie de ces fonc- 
tions (c’est-a-dire, abstraction faite du fait qu’en décrivant un contour fermé 
fini, entourant un des contours €,, ces fonctions peuvent subir des accroisse- 
ments finis). Nous exprimerons cette condition en disant que la fonction U 
est réguliére dans ©+€. Dans ce cas les fonctions U, et U, seront 
continues dans S+ €, comme on le vérifie immédiatement d’aprés les for- 
mules (11) ou (12). Les formules (2), (3) et (4) montrent de plus que: 


P+iQ= 4U+iQ = 4 g; (2). 
Donec, P= AU et Q seront aussi continues dans G+, abstraction 
faite des discontinuités que peut subir Q en vertu de la polydromie. 


§ 3. 


Enoneé du probléme biharmonique fondamental. Unicité de la solution. 


Le probléme fondamental aux limites relatif 4 l’équation biharmonique 
est le suivant: 

Trouver la fonction biharmonique U réguliére dans S+-€, étant données 
les valeurs de U et de sa dérivée normale le long de la frontiére C: 
dU 


de =F 


F,, et F, désignant des fonctions données tout le long de la frontiére. On suppose 
que F, et F, sont uniformes et continues le long de chacun des contours fermés ©, 
faisant partie de la frontiére. Nous supposerons toujours que chaque courbe 
€, admet une tangente variant de fagon continue et nous entendrons par » 
la normale eztérieure. 

Remarquons d’abord que la fonction cherchée U sera nécessairement 
uniforme dans G, car ]’intégrale j U,dz+ U,dy prise le long de tout contour 


(20) U =F,, 
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€, sera nulle par suite de l’hypothése de la continuité de U sur le contour 
fermé €,. 
Démontrons maintenant que la solution (si elle existe) est unique. Soit 


en effet U la différence de deux solutions du probléme en question de sorte 
dU 


qu’on ait: U = — =0 sur €. Supposons d’abord que S soit fini et en- 
visageons |’intégrale 

. dU d JU) 

(21) J = |(aoy—o ~<—\ds, 

prise le long de l'ensemble €’ des contours €;,..., C,,,; qui différent trés 
peu des contours €,,..., €,,, et se trouvent & l’intérieur de S, en formant 


la frontiére d’un domaine S’ compris dans S et peu différent de S. L’intégrale 
est prise dans le sens positif, c’est-i-dire en laissant S’ a gauche. 
Il est aisé de démontrer que J’ tend vers zéro, lorsque €’ tend vers €. 


Cela est évident pour l’intégrale 


. a0 “Sr 
AU<<ds = AU (U, cos vz + U,cos vy) ds, 
car 4U, U, et U, sont continus dans S+-€*). On a d’autre part en tenant 


compte de la relation 
dAU dP _ dQ 





I 
| 
| 


dy dy ds 
et en intégrant par parties: 


(*) —{0“seas = —[0j2as =| Qs ds—()g,-Ule¥), 
€} C; €, 

en désignant par [Q]Jc;, l’accroissement que subit Q quand on décrit le contour 
fermé €;, en partant d’un point quelconque (Z», y¥,) de ce contour. 

Or, lorsque €, tend vers €;, U (zo, yo) tend vers zéro ainsi que dU/da, 
Q restant bornée (par suite de la continuité). On aura donc effectivement: 
lim J’ = 0. 

D’autre part en vertu de la formule classique de Green, on aura 


(22) v= || (40"—Usavjdzdy =|{(40)dedy, 

S’ ’ 
d’ou, en faisant tendre S’ vers G, (f (AU)dzdy = 0. Onauradonc 4U = 0. 
Mais puisque U s’annule sur le contour, on aura identiquement U = 0 dans SG, 
en vertu des propriétés bien connues des fonctions harmoniques. 








8) Cf. la fin du § précédent. 
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Notre proposition est donc démontrée pour le cas du domaine fini’). 
Pour obtenir la démonstration pour le cas de S infini il suffit de limiter ce 
domaine par une circonférence J’ de rayon R trés grand et d’appliquer les 
raisonnements précédents au domaine ainsi modifié. Le théoréme sera 
démontré si l’on démontre que l’intégrale 


\(4 ue —usee as 


tend vers 0 aves R-*. Or cela est une conséquence immédiate des formules (17) 
et (18) qui montrent aprés des calculs tout élémentaires que la fonction a 
intégrer est de l’ordre de R-* au plus. 

Le théoréme est donc valable aussi pour les domaines infinis. 


§ 4. 
Enoneé modifié pour le cas du domaine limité par un seul contour. 


Nous admettrons dorénavant (jusqu’é la fin de cette section I) que le 
domaine € (fini ou infini) est limité par un seul contour fermé simple €. Dans 
ce cas on peut poser le probléme du § précédent sous une forme légérement 
modifiée. 

A savoir, dans le cas du domaine S limité par un seul contour €, nous 
entendrons sous le nom du probléme biharmonique fondamental le probléme 
suivant: 

Trouver la fonction biharmonique U réguliére dans S-+-€, les valeurs 
des dérivées premiéres U, et U, étant données tout le long du contour: 


(23) U,= f(s), U, — fe(s) 


ott f,(s) et f,(s) sont des fonctions continues de Vare s de ©). 

Ce probléme est en substance équivalent au probléme du § précédent, 
car, U et dU/d» étant données sur €, on aura les valeurs de /, et f, par les 
formules évidentes: 


dU dl 
f,=U0,= Tz 008 (8, %) + F cos(r, 2), 


dU dU 
f, = U, = 7, 008 (8, y) + 7, c0s(¥, y); 





®) La démonstration qui vient d’étre indiquée est une modification d’une dé- 
monstration d’un theoréme plus général di 4 M. R. Lagrange (Comptes Rendus 
Paris 181 (1925), p. 67). Notre modification a pour but d’éviter Ja considération 
de dA Ujdy dans le voisinage du contour; ce but est atteint par l’introduction du 
contour €’ voisin de € et par l’intégration par parties indiquée par la formule (*). 
10) yérifiant la condition { (s+ 1) = /(s), | étant la longueur du contour €. 
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réciproquement, étant données /, et /, on trouvera dU/ds et dU/dv par 
les formules: 

dU dU ' 

Zz = /, 00s (8, x) + f, cos(s,y), > = f,00s(v, z) + f, cos(y, y); 
les valeurs de U le long du contour seront données & une constante prés par 
la formule 


(24) U= ft cos (s, x) + f, cos (s, y)]ds + const. = fide + f,dy + const. 


Pour que cette suite des valeurs de U soit continue sur € il faut évidem- 
ment qu’on ait: 


(25) Jidethay =o. 


Si cette condition est vérifiée, le probléme énoncé dans ce § est équivalent 
& celui du § précédent avec la seule différence que U, au lieu d’étre compléte- 
ment donnée sur €, n’est donnée qu’a une constante prés. Le théoréme d’unicité 
démontré dans le § précédent montre immédiatement que si U est une solution 
qui satisfait aux conditions aux limites: U = F,, dU/dv =F, (sur ©), la 
solution qui satisfait aux conditions: U = F,+C, dU/dy=F, sera tout 
simplement U+C. On en conclut que toutes les solutions du probléme de 
ce § ne peuvent différer que par une constante. D’autre part il est évident 
que si U est une solution du probléme de ce §, U + const. en sera une autre. 

Ajoutons encore que la condition (25) n’est pas nécessaire a priori dans 
le cas du domaine infini; pour cette raison nous la rejetterons dorénavant. 
Par suite de cette généralisation, dans le cas du domaine infini, la solution U 
du probléme de ce § peut étre polydrome (U, et U, étant toujours monodromes). 
On vérifie sans peine que cette généralisation n’a aucune influence sur les 
conclusions relatives 4 l’unicité de la solution. 

Dans le cas du domaine fini (et, par suite, simplement connexe) la con- 
dition (25) est évidemment nécessaire. 


§ 5. 
Rappel de quelques propositions d’analyse. 

Dans ce qui suit nous aurons 4 nous appuyer sur quelques propositions 
d’analyse, en partie bien connues. Dans ce § nous rappellerons briévement 
ces propositions. 

1°. Soit lintégrale 

— | jhit+ith 
F() = 55 | Sue as, 
7 
y désignant une circonférence de rayon 1 ayant |’origine comme centre, ¢ = e*? 
un point mobile sur y, /; = /,(#), fg = /,(#) deux fonctions continues réelles 
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de l’arc # de y et enfin ¢ un point 4 l’intérieur de y. Cela étant, on a les 
propositions suivantes?), 

a) Si f, et f, satisfont toutes les deux 4 une condition de la forme 
(H) (0) —1(0") |< h| #— 0" | 
(h et uw étant des constantes positives), l’intégrale F (¢) tend wniformément 
vers des limites déterminées lorsque ¢ tend vers les points de y (en restant 
toujours 4 l’intérieur de y). 

b) Si f/,(@) et f,(@) admettent des dérivées premiéres qui satisfont a 
une condition de la forme (H), la méme proposition a lieu aussi pour la dérivée 


P@) = ge; | Ptihee 
7 





22% | (o —2)? 

de la fonction F(C). 
2°. Si, avec les notations précédentes, on a 
1 | {(P)do _ 0 


221i o—e 


7 
pour tout point € a Vintérieur de y, {(0) ant une fonction réelle continue de 0, 
on aura nécessairement {(#)=0. Ce théoréme est un cas particulier d’un 
théoréme de A. Harnack™), En voici une démonstration fort simple’). 
On a, |¢| étant <|oa|;: 
0 = st | 25 = S0,— ide 
7 


ane 
> n=0 








a 


ou l’on a posé 
22 


n—tb,= aa | fe nto d ®. 
0 
On en déduit a, = b, = 0, ce qui montre que tous les coefficients de Fourier 
de la fonction /(#) sont nuls. Par conséquent /(#) est identiquement nulle. 
On déduit de la proposition précédente le corollaire immédiat: Si, /,, 
fe, Pis Pq Cant des fonctions continues réelles de 0, on a 


I [atthas = a, [ativas, als ho hde = ake ‘Mids 
2 o— 2ni 
: 





22% o—ce nt 6— 2xt o—e 
Y 7 7 


pour tout point € intérieur a y, on aura aussi f; = 9, fo = $- 





11) On obtient la démonstration du théoréme a) en complétant légérement par 
ex. la démonstration donnée par M. Picard dans ses ,,Legons sur quelques types 
simples d’équations aux dérivées partielles‘‘, Paris, 1927, p. 67 et suiv. Le théoréme 
b) s’en déduit immédiatement en intégrant par parties. 

12) A. Harnack. Beitrage zur Theorie des Cauchyschen Integrals, Math. 
Annalen 85. 

18) Ce raisonnement est emprunté a M. Picard (1. c. 14), p. 70) qui, d’ailleurs, 
Yemploie pour un autre but. 
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3°. Soit f(¢) une fonction de la variable complexe ¢, holomorphe pour 
|¢| <1 et continue pour |¢/= 1. Si /(¢) désigne l’expression conjuguée 
de /(2), on aura 


1 (f@)do_ ; 
2 — —_—_-_ = 0 
(26) sai | 6o—>s (0), 
7 
y désignant toujours la circonférence |¢| = 1 et ¢ un point intérieur a y. 


On a en effet, pour | ¢| <1: 
f(t) =r tBy+ (a,+ iB;) c+ (a+ 1B) e+. 
Envisageons la fonction 7(4), définie pour |¢|> 1 par la formule: 
7/1) a 9 wy 
i (=) = My — tBy + (% — 1B,) er (% — t Ba) =< 
Il suit de nos hypothéses que cette fonction est holomorphe 4 |’extérieur 
de y et qu'elle tend uniformément vers la limite / (@) lorsque ¢ tend vers 
ao =e! (ou bien, lorsque 1/f tend vers e~‘* =a). Désignons cette limite 


7/1) — ; mee ; 
par /(—) et soit J’ une circonférence de rayon arbitraire R>1. Puisque 
a/ ° 


: 7/1 5: , 
la fonction i(=) est holomorphe dans l’aire comprise entre y et J’ on aura 
évidémment 
1 [{/f@do 1 (7/1) do 1 (7/1) do’ 
Fat) et = er)! (s)a—e = gaz) MS) Fe 
. : ; 


_ 











s 


7 7 


Remplagons dans la derniére intégrale la fonction (=) par son développe- 


, ' 1 ; P 
ment %»— By + (x, — %8,)— + ..., uniformément convergent sur I’, et 
remarquons que : 
l da’ 
- = 0 (E = 1, 2, §, ...); 
att ’ o”* (a’ —t) 
r 
c’est ce qu’on vérifie immédiatement en faisant tendre le rayon R de I 
vers co et en remarquant que la fonction 4 intégrer est de l’ordre R-“*+» 
(k+1>2). 
On aura donc 
1 fs;l os... § q ay — i By fi te . mh 
tat \F (a) ose = bar | Hae te’ = Mo — ibe = 700), 
i r 
ce qui démontre la formule (26). 
4°. Rappelons enfin quelques propositions sur la représentation conforme 
que nous empruntons 4 un mémoire récent de M. Seidel**). 
Soit z= (C) la relation qui effectue la représentation conforme du 


> 


domaine S sur le cercle || <1. Supposons que le contour (fermé, simple) 




















4) Uber die Randerzuordnung bei konformer Abbildung, Math. Annalen 104 
(1931), S. 182—243; voir en particulier p. 217 et 226—227. 
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€ de S admet dans chacun de ses points une tangente déterminée et désignons 
par © (s) langle de cette tangente avec une direction fixe. Supposons de 
plus que 0’(s) est absolument continue et que 0” (s) appartient 4 la classe 
L?(p >1) de M. Lebesgue. Cela étant, on peut affirmer que les fonc- 
tions w (¢), w’(C), w’’ (2) tendent wuniformément vers des limites déterminées, 
lorsque ¢ tend vers les points o = e‘* du contour y en restant intérieur a y, 
et on aura de plus?®): 

dw (a) 

da 


da'(o) . 


lim ow’ (¢) = , 


[>a 





: lima” () = 


en outre @’(¢) ne s’annule ni 4 l’intérieur de y, ni sur y. 

Dans ce qui suit nous admettrons que les conditions précédentes sont 
remplies; pour qu'il en soit ainsi, il suffit en particulier de supposer que les 
coordonnées des points de la courbe € sont des fonctions de l’arc s admettant 
des dérivées continues jusqu’au troisiéme ordre. 


§ 6. 
Réduction aux équations intégrales. 

Maintenant nous sommes en mesure de résoudre le probléme fondamental 
énoncé au §4. D’aprés la formule (11) les conditions aux limites (23) peu- 
vent étre mises sous la forme 
(27) % (2) +292) +4, =f, +f, (sur®); 

& cette relation on peut adjoindre la relation suivante qu’on obtient en 
changeant i en —i ou bien en appliquant la formule (12): 

(28) , (2) a = 7 (z) + Y (2) = f, —tf, (sur €) 

qui ne donne rien de nouveau, mais qui nous sera utile. 

Supposons que les conditions du § 5, 4° sont vérifiées et soit 
(29) z= w{f) 
la relation qui effectue la représentation conforme du domaine S sur le 


cercle || <= 1, dont la circonférence sera désignée par y. Nous pouvons 
toujours supposer que 


(30) w(0) = 0 


~ 


+ fonct. holomorphe quand © est infinie. 


as) 


quand S est finie et w(¢) = 


. 


16) A Pégard de w'’(¢) M. Seidel se contente de démontrer (p. 226—227) que 
cette fonction tend vers une fonction limite lorsqu’on s’approche de y par des chemins 
non tangents & y, et que les parties réclles et imaginaires de cette limite sont des fonc- 
tions absolument continues de %. Je dois 4 M. V. Smirnoff (Léningrad) la commu- 
nication du résultat plus général énoncé dans le texte. On trouvera la démonstration 
dans la Note de M. Smirnoff placée a la fin de cette article. 
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En introdnisant la variable £ dans (11) et (12) on aura les formules: 


(31) U.+iUy= 9) +229 @ +90, 








(32) U.—i0, =F 0+ Se 90+ vO 
ot l’on a posé: 
(33) 90C)= M0) yl)= vi). 

Ces fonctions sont, d’aprés nos hypothéses, holomorphes dans |¢| < 
et continues dans |¢| < 1. 

D’aprés ce qui a été dit au $2, on peut toujours supposer: 

(34) (0) = 0. 

Cette condition, dans le cas du domaine infini, ne laisse rien d’arbitraire 
dans le choix des fonctions p(¢) et w(t) qui correspondent aux fonctions 
U,,U,. Dans le cas du domaine fini, w(¢) est complétement déterminée, 
mais g(¢) n’est déterminée qu’au terme additif 
(35) Ciz = Ciw(f) 
prés, C étant une constante arbitraire réelle. 

Les conditions aux limites (27) et (28) prennent la forme 





(36) 9(0) + 2) 6) +9) =f +ih, 
(37) $6) +S 9 (6) + y(0) = f,—-th,, 


o = e* désignant le point de la circonférence y; /, et /, désignent maintenant 
des fonctions données de #. 

D’aprés le §5,2°, les conditions précédentes sont entiérement équi- 
valentes aux suivantes: 


1 @(o) —,,- = da 1 +4 
(38) 1, Rec Naan: ag 




















7 7 
\ da >. e fhi—tfe 
(39) st; |{e@ coy % (©) + ¥(O)| Ss = a [A= ao, 
7 7 


¢ désignant un point arbitraire intérieur a y. 
En appliquant la formule classique de Cauchy et les formules (26) et (34), 
on peut écrire les équations précédentes sous la forme: 


(40) PO+s5 (Sar OM 


@' (0) 








7 


(41) vO) +stz |S 9“ = BO, 


w' (oe) a 





7 
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ot l’on a posé pour abréger: 
(42) a+ iB= y(0), 
(43) A@) = sh; (BtYeas, BO = sh; [Ra Hao; 


2xi}, o— Qni 
4(f) et B(¢) sont des fonctions données. Nous supposerons dorénavant 
que les fonctions données f/, et f, admetient des dérivées premiéres ‘*) 
qui satisfont a une condition de la forme (H) (§5). Cela étant, les fonc- 
tions A(¢), B(C) et leurs dérivées A’(C), B’(C) tendront, d’aprés le § 5, 1°, 
uniformément vers des fonctions limites (nécessairement continues) lorsque 
¢ -—«o; nous désignons ces fonctions limites par A(a), A’(c) etc. 
En remarquant que, d’aprés la formule (26), 
| 22 do _4 
2xt | w@'(o)o—C 
Y 
ot l’on a introduit la notation: 


_ 9 (0) 
(44) k= ao’ (0) ’ 


on peut mettre Pace (40) sous la forme: 


(40a) (0) + JF ae— HF Ode + koe) = A()—a+if, 











— 


d’ot il suit, en daivent par rapport a ¢: 
’ 1 { 8 (@(e)—a( on > 
(45) 9 O+s7\alemeryl? det ko’ @ = 4) 


@' (@)(o—C 





7 
et enfin, en -\ tendre ¢ vers un point o, du contour, 


(46) 9 (0) + 52 


7] {2 (e)—w (a) 





Fa, \5(@)lo— o) @ (e)do + kw’ (c,) = A’(a,). 
Tl est évident, — nos hypothéses, que cette opération de passage 
& la limite est légitime et que |’expression 
d {w(s)—o(a o) | 
00, \@ (6) (@ — a) ! 
est bornée et méme continue. 
Nous sommes donc conduits & résoudre l’équation fonctionnelle (46). 


§ 7. 
Cas du domaine infini (probléme extérieur). 
Dans le cas du domaine infini on a 1/m'(0) = 0 et, par conséquent, k = 0, 
L’équation (46) prend donc la forme: 
’ 1 0 {@(o)— w(o9)\—, AS 
41) ed +557 | 3m SRI Wide = 4) 
aaiag Y 


16) Par rapport & s ou & #; cela revient au méme grace aux propriétés de la 
fonction w (£) signalées au § 5. 





20* 











296 N. Muscheliavili. 


En posant g’(c) = 7,(%) + tz.(8) et en séparant les parties réelles 
et imaginaires dans (47) on obtient un systéme de deux équations de Fred- 
holm & noyau continu. II est inutile de l’écrire, il suffit de savoir que (47) 
est équivalent 4 un tel systéme. 


Supposons que (47) admette une solution (continue) ¢’(c). En substituant 
y (a) dans (40a) (avec k = 0) on déterminera g(¢) & une constante —a + if 
prés. On calculera cette constante d’aprés la condition g(0) = 0 en faisant 
¢ = 0 dans (40), ce qui donne 


, 1 eo) —,,- 
(48) a—ip=A)— sr | S05 (a)da. 
; 

Enfin on tirera yp (¢) de l’équation (41). Il nous reste & prouver qu’on 
aura effectivement y(0)= a+, « et # étant définis par (48). Un calcul 
trés simple montre qu’il en est bien ainsi. I] faut encore ajouter que, ¢’ (c) 
étant continue, les formules mémes qui définissent ¢ (¢), ¢’(¢) montrent que 
ces fonctions seront continues dans |¢|< 1. Ii en sera de méme de y(), 
car la formule (41) peut étre écrite comme il suit: 





(41a) y+ mi | Sees p'(o)do+ 59 gr @ = BE) 
ce qui prouve bien notre affirmation. 

Done 4 toute solution continue de l’équation intégrale (47) correspond 
une solution réguliére du probléme biharmonique fondamental. 

En particulier, si l’équation homogéne, qu’on obtient de (47) en faisant 
f, =f, = 0, admettait une solution ¢’ (c) non nulle, le probléme biharmonique 
fondamental avec /, = f/, = 0 aurait une solution non constante, ce qui 
est impossible. Donc, l’équation homogéne qui correspond & |’équation (47) 
n’a pas de solutions non nulles et, par conséquent, I’équation (47) a toujours 
une solution (unique). 

En définitif, le probléme biharmonique fondamental extérieur admet tou- 
jours une solution et cette solution est unique a une constante prés*’). 





17) Jai énoncé ce théoréme comme trés vraisemblable dés 1918 [cf. 1. c. 5)}. 
Autant que je sache, M. G. Lauricella [l. c. ')] est le seul auteur qui ait traité les 
questions d’existence dans le cas extérieur. Il se contente de démontrer qu'il existe 
toujours une solution telle que U_, U,, se comportent 4 linfini comme hx +a, hy +6 
(a, 6, h étant des constantes). Comme nous venans de voir, il existe toujours une solu- 
tion telle que U,, U, restent bornées & Vinfini; en outre il est aisé de démontrer qu’il 
existe toujours une infinité de solutions qui croissent moins vite que celles de 
M. G. Lauriceila. La méthode de M. Lauricella laisse donc échapper les solutions 
les plus intéressantes au point de vue des applications. La cause en est que les équa- 
tions intégrales de M. Lauricella ne sont pas équivalentes au probléme primitif. 
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§ 8. 
Cas du domaine fini (probléme intérieur). 

Pour réduire ce cas aux équations de Fredholm, il suffit de se dé- 
barrasser du terme kw'(c) dans |’équation fonctionnelle (46). Posons 
& cet effet 
(49) 9 (C) = —kw(t) + %(C). 

En substituant cette expression dans |’équation (40a) on obtient immé- 
diatement 








(50) m0) + 5h; (Sane w ») 5. (a)do = A(t) —a +i, 
d’ou il suit / 
(61) Po (0) + ai 3 Saeco Po(a)do = A’(?). 


7 
En faisant comme ci-dessus ¢ +o», on obtient |’équation fonctionnelle 


1 | 3 7) @ (0) — @ (%)| = 





(52) Po (95) Ti 06, \a' (a) (o—f)) 9 ()do = A'(a,) 
qui est équivalente 4 un systéme de Fredholm et qui est tout 4 fait analogue 
& P’équation (47). 

Supposons que !’équation (52) admette une solution (continue) gz, (¢). 
Déterminons ¢ (¢) et les constantes « et 8 par |’équation (50), en tenant 
compte de la condition g»(0) = 07*); définissons ensuite la fonction w,(¢) 
par la relation [comparez la formule (41)] 


(53) m@)+5t;| 2 


Y 





2°) Hi (@) A5. = BY); 
on vérifiera aisément, comme dans le cas du probléme extérieur, que 
a-+-18 = w,(0). 

Introduisons enfin la fonction (¢) par la relation (49): 


p(t) = — kw (l)+ g(2), 


en entendant par k une constante indéterminée pour le moment et définissons 
la fonction correspondante y(¢) par la relation (41); on voit immédiatement 
que (0) = yo(t)”). 
18) Cette condition est une conséquence de (49) et des conditions » (0 )= w (0) = 0. 
1%) Pour que les fonctions g(¢), w(f) ainsi définies donnent une solution du 
probléme biharmonique en question, il faut encore qu’on ait 
¢ (9) | 


‘=F’ 





nous reviendrons sur ce point. 
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Supposons maintenant que |’équation homogéne qu’on obtient de (52) 
en faisant /, = /,=0 admette une solution g,(c) non nulle. Alors / y,(c) 
sera encore une solution, / étant une constante arbitraire. Posons 
pC) = — kw () +1 po(C) 
et imposons 4 k& et | la condition 








_ 9 — 7,7 Fol, 
b= @'(0) k+l 
d’ot il vient 
t _ 7 %0(0) 
+5 =! @ 


On peut toujours choisir / +0 de telle sorte que le second membre de 
la relation précédente soit réel et déterminer ensuite la partie réelle de k. 

Cela étant, les fonctions p(¢) = —kw(l)+l,(C) et w(t) =! v,(C) 
fourniront une solution U du probléme biharmonique homogéne (/, = /, = 0). 
Cette solution ne se réduira pas & une constante. En effet si U = const., 
on devrait avoir nécessairement™) o(¢) = Ciw(¢), C étant une constante 
réelle. On aurait donc: —kw(t)+1 9 (¢) = Ciw(t) ou bien y(t) = ma(f) 
(m + 0). Or l’équation (50) donnerait alors (avec A(¢) = 0) mw(¢) = const., 
ce qui est impossible. 

Done, |’équation homogéne relative 4 I’équation (52) n’a pas de solutions 
non nulles et, par conséquent, |’équation (52) admet toujours une solution 
(unique). Cette solution nous fournira les fonctions g,(¢), yo(t) et on ob- 
tiendra la solution du probléme primitif sous la forme 


(54) P(C) = —kw(2)+ voll), yll) = volt), 
& la condition d’attribuer 4 k la valeur, définie par la formule (44) 
_ 9g (0) 


~ @(0)’ 
ce qui donne, en vertu de (54): 
5 BO 
(55) k+k = & nn 
Cela n’est possible que si la quantité @,(0)/a’(0) est réelle. Si cette 
condition est vérifiée, la relation (55) détermine la partie réelle de k; la 
partie imaginaire reste complétement arbitraire, et on peut lui attribuer une 
valeur quelconque, car le terme de la forme Ciw(t) dans l’expression de (C) 
n’a, comme nous le savons, aucune influence sur le résultat. 
Donec, le probléme biharmonique fondamental intérieur admet toujours 
une solution (unique, d une constante prés) a la seule condition que 
Ho (0) 
@’ (0) 





= quantité réelle. 


2°) Voir §6, form. (35). 
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Il est presque évident a priori, que cette condition de possibilité doit 
étre équivalente a la condition (25): 
fiida+fpdy = 0. 
€ 
On peut le démontrer directement comme il suit. 


Les fonctions p(¢) et wo(t), définies ci-dessus, vérifient les conditions 
aux limites 








(56) ga) + 9 FO + HO) =htiht Soo, 
(57) PO + Fi) HO) + le) = h— —ifp + 2 3@); 








af intégrer 
le long de y. Le équations (56) et (57) se réduisent alors, comme on le voit 
immédiatement, respectivement aux équations (50) et (53) qui sont vérifiées 
par hypothése. 

Cela étant, multiplions (56) et (57) respectivement par @’(a)da = dz 
et w'(c)do = dz, ajoutons et intégrons le long de y. On obtient aprés quelques 
transformations tout élémentaires: 








(9) w’ (0) 


Mais comme {zd z = — 2:8, S étant l’aire du domaine G, on aura en 
€ 


définitif: 





(0) 9 (0 
J hae + hav) = 18 f ¥o (0) — 


et notre affirmation est démontrée. 


II. Problémes fondamentaux de la théorie de I’élasticité. 
§ 9. 
Formules générales. 
Les équations de la théorie de |’élasticité 4 deux dimensions sont les 
suivantes*!) (nous n’envisageons que le cas de |’équilibre): 
<., . 4 


Ot Or 
zy zy Ee en 
Ox . Oy rai Ox + Oy = 0, 


@ dv du , Ov 
(59) te2=AO+2u a, tyy=AO+2uzZ, Tey = 1 (5 + 5) 


(58) 














21) Cf. par ex. A. E. H. Love, Theory of Elasticity, Ch. IX, §§ 144 et 146. Nous 
désignons par T,,, Ty» T,y» et 6 les grandeurs que M. Love désigne respectivement 
par xX,» Yy x, et JZ. 
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Tex, Typ Tey Gésignant les composantes de la tension, u, v celles du déplace- 
ment, A, u les constantes de Lamé (A > 0, u > 0) et 

Ou Ov 
(60) 0=5,+3,° 

Ces équations se rapportent au cas de la déformation plane d’un cylindre 
élastique de hauteur queleonque. Mais elles peuvent étre considérées aussi 
comme les équations (approchées) de |’équilibre d’une plaque élastique mince 
qui n’est sollicitée que par des efforts appliqués le long du contour et agissant 

24 
Ack 7 ; 

En portant les valeurs de t,,, ty, et tz, tirées de (59) dans (58), on 
obtient les équations bien connues qui ne contiennent que les déplacements: 
(61) A+m)5o+p4u=0, A+m)5o+pdv = 0(4= 7455) 

Ox , dy \ dx? ' dy? 

Les deux équations (61) donnent immédiatement: 4 f = 0 d’ou il suit, 
puisque d’aprés (59) t,.-+ tTyy = 2(A+ mu) 4, que 
(62) A(Tex + Tyy) = 9. 

Les formules (58) montrent qu’il existe toujours une fonction («fonction 
des tensions», «fonction d’Airy») telle que**) 


ZU ZU RU 
(63) foo = A. 


dans son plan. Dans ce cas il faut seulement remplacer A par 





oy’ we Gm ey —Fr0y 

On sait depuis Maxwell que la fonction U doit ére nécessairement bi- 
harmonique: c’est une conséquence immédiate des équations (62) et (63). 
Tl est aisé de démontrer que cette derniére condition est suffisante pour que 
la fonction U corresponde effectivement 4 un certain état d’équilibre élastique. 
Il suffit pour le démontrer de prouver qu’on peut toujours trouver deux 
fonctions u et v qui satisfont aux équations (59), t.., ty, et T,, étant 
définis par (63). Nous ferons cette démonstration en calculant effectivement 
les fonctions u et v. En introduisant les fonctions P,Q, p,q définies par 


les relations (2), (3), (4) et en se rappelant que as = os = ;P = ; AU 
et que P= AU = 1. + Ty, = 2(A+ pw) 4, on peut mettre les deux pre- 


miéres équations (59) sous la forme: 








. Se eee ®U AP _24+2n)dp #U 
dz Oy) =A +n) On) 2+nu) jsAte Oz 0 x?’ 
Oe ., SO +3 Sy SS 
Oy Atm dy oy’ 

3) En effet, déterminons deux fonctions U, et U, d’aprés les relations: 
dU,=t,,¢¢—t,, dy, dU, = —t,, d2+1, dy, ce qui est toujours possible, parce 
que les seconds membres de ces relations sont des différentielles totales en vertu de 

aU 0U 
z ¥ 


(58). On aura d’autre part: 3, = "35 = ~ ‘es’ 
sont les dérivées partielles d’une certaine fonction U. 


ce qui montre que U, et U, 
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d’ot il suit que 
aU , 2(4A+2,n) aU , 2(A+2,n) 
24u= — +7 P+ Oly), 240 = — By Tan 1 + P(2), 
D(y) et (x) désignant les fonctions 4 déterminer. En portant les expressions 
précédentes dans la troisiéme équation (59) et en tenant compte de la relation 
5 = 3 on obtient: ®’(y)+ Y’(z)=0 ce qui montre que 
Plyy=—yyt+a, P(t) =yx+ B, 
a, 8, y étant des constantes. Or les termes tels que — yy+ a et yx+ # dans 
les expressions de u et de v ont pour seul effet le déplacement rigide 
(infiniment petit) du corps entier. En supprimant ces termes on obtient 
en définitif les formules donnant u et v: 
_ 90 ,8848s) « . «so _—, 8043p). 
(64) 398 = —7-+-7 SRO SS ee 
ces formules sont en substance dues 4 A. E. H. Love [ef. 1. c.*4)]. 
On peut remplacer les formules (64) par une seule en introduisant les 
fonctions @,(z) et y,(z); car, en tenant compte de |’équation (11) et de 
p + iq = 9 ,(z) on obtient immédiatement 


(65) 2u(u+iv) = xg, (2)—25,() —¥,@ 
ou x désigne la constante 





A+34 


odnans A+u 





es 


Pour obtenir les formules analogues qui donnent les composantes des 
tensions nous commencerons par calculer les efforts agissant sur |’élément 
d’un profil donné. 

Soit AB un arc de courbe doué d’un sens de parcours déterminé et 
soit » la normale 4 cette courbe dirigée & droite®) pour l’observateur qui 
se meut sur AB dans les sens mentionné. 

Soit ds un élément de l’arc AB. Désignons par t,(v)ds, t,(v)ds ou 
tout simplement par t,ds, t,ds les composantes de l’effort agissant sur cet 
élément du cété de la normale ». On a alors, d’aprés les formules classiques 
de la théorie de |’élasticité: 


(66) | Ta(¥) = Teg COS (¥, Z) + Tey COS (¥, y), 
\ ty() = Tey Cos (v, Z) + T,, cos (¥, y). 
Si l’on remarque que ds cos(v,z)=dy, dscos(v, y)=—dz, on obtient 
immédiatement en tenant compte de (63) la formule élégante: 
(67) (t, +%t,) ds = —id(U, +i0U,) 


28) Nous supposons, bien entendu, que les axes O x et Oy sont orientées de facon 
usuelle. 
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et, d’aprés la formule (11) 


(68) (t. +%t,)ds = —id[y, (2) +29,(%) + ¥, (@)- 

En dirigeant ds successivement dans le sens de Oy(ds = dy, dz = idy, 
dz = —idy, t,= Tze, Ty = Tey) et ensuite dans le sens de Ox(ds = dz 
= dz=dz, t, = — Tey, Ty = — Tyy) On Obtient 
(69) Tez + ttey = 9i(2) + Gi l2)—2H (2) — ¥1 (2), 

(70) Ty —ttey = AZ+ABD+20R@+ vil. 


Ces formules servent pour le calcul des tensions. On peut les remplacer 
par leurs combinaisons plus simples encore: 


(71) tee+ ty = 2[%:()+H@] = 4Roi le) = 2[9, (2) +H, @], 
(72) tyy— Tee + 2ttey = 2%; (2) + Hi (2)] = 2[2H%i (2) + P, (2)] 
ot l’on a posé pour abréger 

(73) ,(2)= 9: (2), Pi(2) = yi (2). 

Les formules (65), (71), (72) extrémement utiles coincident en substance 
avec celles de M. G. Kolossoff, qui les a obtenues directement sans |’inter- 
médiaire de la fonction d’Airy*). 

Revenons pour un instant aux formules (67) et (68). Elles donnent 


immédiatement l’expression de la résultante générale (X, Y) des efforts 
appliqués & l’arc AB. On obtient en effet: 


B 
(74) (X44) = if(e.+it,)ds = (U,+i0,)8 
A 


= [71.2 +2A(@+ % (z))i; 
en désignant par []3 l’accroissement que subit |’expression entre crochets 
lorsqu’on décrit l’arc A B. 

Il est aussi aisé d’obtenir l’expression du moment résultant M (par 
rapport & O) des efforts appliqués 4 AB. A savoir, on aura en intégrant par 
parties 

B K 
(75) M= [(ery—yt,)ds = —{(zd U,+y40,) 
A A 


= —[2U,+y0,4+ (0M 
ou bien, en remarquant que zU, + yU, = 8 {z(U, —iU,)} et en appli- 
quant les formules (7) et (12), 
(75a) M = [R(y, (2) —z y, (2) —22 91 (2) 3. 


%) G. Kolossoff, Thése de doctorat, Dorpat 1909 (en russe); Uber einige 
Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizitétstheorie, Zeitechr. fir Math. u. 
Phys. 62 (1914). 
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Si la courbe AB est fermée, c’est-a-dire si B coincide avec A, on aura 
évidemment 
(76) M = 2, Y—y,X+[U]% 
en désignant par 24, y4 les coordonnées de A du B et par(X, Y) la résultante 
générale des efforts appliqués au contour AB, définie par la formule (74). 


§ 10. 


Etude des fonctions g, et y- 

Supposons comme dans § 1 que le domaine S occupé par le corps élastique 
est limité par un ou plusieurs contours fermés simples €,, €,, ..., €,4;, 
dont le dernier entoure les précédents et peut aussi se réduire au point a 
Yinfini. Supposons que les fonctions t,,, Tyy, Ty, U, V sont uniformes et 
continues dans © + € et que les dérivées partielles secondes de T,,, Tyy, Ty 
sont continues dans S. Dans le cas du domaine infini nous admettrons de 
plus que Tzz, Tyy, Tey restent bornés a Vinfini. 

Cela posé, étudions le caractére analytique des fonctions qui figurent 
dans les formules du § précédent. Commengons par la remarque suivante: 
Si le champ des tensions est donné (c’est-i-dire, sont données les fonctions 
Tex Tyy Tey), la partie réelle de g,(z) est déterminée par la formule (71) 
de fagon univoque. La fonction ,(z) est donc déterminée, comme dans 
la séction I, 4 l’expression Ciz + «a+ if prés. Quant a la fonction y,(z), 
elle est déterminée & une constante «’ + 7’ prés, car w,(z) est complétement 
déterminée par la formule (72). 

Le seul effet du remplacement de g, et yp, par 9, +Ciz+a--if 
et y, +a’ +f’ est le déplacement rigide du corps entier, donné par les 
formules qu’on tire immédiatement de la formule (65): 


x+1 xa—a' x+1 


(77) o= — = Cy+ ye 7 Cr+ “Fre. 

On pourra donc fixer arbitrairement les constantes C,«, 8, a’, 8’ sans 
modifier “en rien l'état d’équilibre élastique. 

Mais si c’est le champ des déplacements u, v qui est donné, alors, comme 
le montrent les formules (77), on ne peut fixer parmi ces cing constantes 
que l’un des couples «, 8 ou a’, f’. 

Si le domaine GS est fini et simplement connexe, il est évident que les 
fonctions g, et y, seront holomorphes dans G. 

Etudions maintenant le cas du domaine multiplement connexe. La 
formule (71) montre que R ¢;(z) est uniforme dans S. On aura donc, comme 
dans la section précédente [comparez la formule (14)], 














> 
Zz 


(78) 9,(z) = = ~ Arlo (2 —%) + _ ~,% + ib,) log (z —z) + f(z); 


Md 
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la formule (72) montre alors que y;(z) sera uniforme et par conséquent 
n 
(79) vi(2) = a Z (ai + ii) log (2 —a) + yf (hs 
yi et yy désignent des fonctions uniformes, holomorphes dans G, sauf 
peut-étre 4 linfini. , 

Exprimons maintenant la condition duniformité des déplacements*). 
En remplagant dans (65) g, et y, par leurs expressions précédentes on voit 
immédiatement que 
(80) 2u[u+tvje, = (x+ 1) A,ptz—a, + xa, + 4(b, + xd), 
en désignant par [u-+ iv]¢, laccroissement que subit u--iv quand on 
décrit dans le sens direct un contour fermé €;, entourant €,. On doit avoir: 
(81) A=0, qa&=xq,, bh = —xh. 

Il est aisé d’exprimer les constantes a,, d,,@;, 5, par les quantités qui 
ont un sens physique. En appliquant en effet la formule (74) au contour €,”) 
on vérifie immédiatement que 
(82) &+a = Y,, —h+h = X, 
en désignant par (X,, Y,) la résultante générale des efforts extérieurs, appliqués 
au contour ©. En combinant (81) avec (82) on obtient 





Y, x, tee «X, 
(83) o = STI’ y= —T1 = TTI’ +? = 
et les formules (78) et (79) prennent la forme définitive suivante: 

l n ; ‘ " 
(84) P1 (2) = — ge Dy (Ae +t Ys) log (e—%) + pf (2), 
k=1 
(85) vi) = guy DD (Xe —* Ma) log (@ —m) + yi). 
k=1 


-_~ 


Si le domaine © est infini on aura évidemment dans le voisinage de 
t= (comparez le § 2) 
ar (e) = — se ploge + gf*(2), yl) = {EP loge + yt (a), 
(X, Y) désignant la résultante générale des efforts extérieurs appliqués 4 
Pensemble des contours €,,..., €, (c’est-a-dire 4 la frontiére complete) 
et gy* et yf* étant développables en séries de Laurent dans le voisinage 
de z= cc, 





%5) On pourrait rejeter cette condition sans que les formules perdent leur sens 
physique: on aura alors affaire aux états d’équilibre signalées pour la premiére 
fois par M. A. Timpe [Zeitechr. Math. Phys. 52 (1905)] et étudiés en détail par 
M. V. Volterra [Ann. de I’Ec. Norm. Supérieure (3) 24 (1907)] sous le nom de 
sdistorsionss. 


26) Le contour doit étre décrit dans le sens laissant G a gauche. 











=_ na tt 
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En portant ces développements dans les formules (71) et (72) et en ex- 
primant que T,2, Tyy, Tey doivent étre bornées, on vérifie sans peine qu’on 
doit avoir: 


‘ X+iY 
(86) 9, (2) = (B+ iC)2— > loge + ot @), 
(87) y, (z) = (BY +1C’)2z+ ea 7 log z + y? (z), 


B,C, B,C’ étant des constantes réelles et gy}, y! désignant des fonctions 
holomorphes dans le domaine du point z= oo. II est & remarquer que 
lorsque S est limité par un seul contour fermé, g}(z) et p?(z) seront holo- 
morphes dans tout ce domaine. 

Les constantes B, B’.C’ ont une signification physique trés simple. 
Les formules (71) et (72) montrent en effet que pour |z| trés grand on aura 
sensiblement 
(88) to =2B—B, t%%,22B+ BB, t,=C, 
ce qui montre que le champ des tensions est sensiblement uniforme 4 | ’infini. 
Ensuite, en comparant les formules précédentes aux formules bien connues 
de l’élasticité: 


+9 | o,— 
a <4 


0. o,+a BS, a= 
+ cs2a, tyy=75--2 


a 
; 5— cos 2 a, 








- 


™ [toe = 


0,-——-¢ . ‘ 
Toy = +57 sin 2a, 





oil o;, 0, désignent les tensions principales et « l’angle avec Oz de la direction 
principale 4 laquelle correspond o,, on voit que 


a0) __ %+% Sage, 
(90) B=%t B= 





a= @ G,—G, : 
5 cos2a, C’ = +5—*sin2a 


ol 01,4, et « correspondent aux points 4 |’infini. 


La constante C a aussi un sens physique trés simple. En effet on s’assure 


. ° lsdv } 
aisément que la valeur de la rotation 5(5~ —_>— 4 pour z = co est égale A 


\Ox 0 
oo Cc 2 aan 
a3 =—— de sorte que C = a en désignant par ¢ la rotation de la partie 
infiniment éloignée du corps”). 
Remarque. On voit que les hypothéses admises ne suffisent pas pour 
que les déplacements restent bornés 4 l’infini. Pour qu'il en soit ainsi il faut 
et il suffit de supposer, comme on le voit immédiatement d’aprés la formule 


(©), que X=Y¥=0, B=B=C'=C=0; 

cela revient & supposer que les tensions s’annulent 4 |’infini, que la résultante 
générale des efforts extérieurs appliqués 4 la frontiére entiére soit nulle et 
que la partie infiniment éloignée du corps ne subit aucune rotation. 


*7) La valeur de la constante C n’a aucune influence sur le champ des tensions 
d’aprés ce qui a été dit au commencement de ce §. 
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§ 11. 
Enoneé des problémes fondamentaux, Unicité de la solution. 
Nous n’envisagerons ici que deux problémes aux limites: 
Problémel. Trouver l'état déquilibre élastique dant donnés les efforts 
exterieurs appliqués a la frontiére: 
(91) t,=F,, t =F, (sur €). 
Dans le cas du domaine infini on swppose encore données les valeurs des 
tensions & Vinfini, c’est-d-dire les constantes B, B’, C’. 
Probléme II. Trowver Vétat de Véquilibre élastique dant donnés les 
déplacements des points de la frontiére: 
(92) u=g,, V=g, (sur C). 
Dans le cas du domaine infini on suppose encore données les constantes 
X, Y, B,C, B’, C’. En particulier on peut exiger que les déplacements restent 
bornés 4 l’infini, ce qui revient & poser X= Y= B=C= B=C’ = 0. 
Dans ce dernier cas nous dirons que nous avons affaire au probléme restreint. 
La formule (74) montre qu’on peut remplacer les conditions aux limites (91) 


du probléme I par les suivantes 


(93) U,+iU, = if (Fy + iF,)ds + «,— ip, (sur), 
8 
8,, % et B, étant des constantes (k = 1,2,..., n+ 1 ou 1,2,..., m selon 


que le domaine G est fini ou infini), Ce remplacement est tout a fait légitime 
si l’on suppose, comme nous l’avons fait au § précédent, que T,., Tyy, Try 
sont continues dans S-+ €. Mais on peut remplacer cette hypothése par 
Vhypothése moins restrictive de la régularité de la solution (voir plus join), 
en prenant comme point de départ les conditions (93) elles-mémes, ce qui 
est plus commode au point de vue mathématique et plus naturel au point 
de vue physique. 

Lorsque le domaine € est limité par un seul contour on peut fixer arbi- 
trairement les constantes «’ et f’ et prendre par ex. «’ = 8’ = 0. Cela revient 
& retrancher de U l’expression linéaire «’x — f’ y ou bien & remplacer y, (z) 
par y, — («’ + 4A’), ce qui ne modifie pas le champ des tensions. Mais s’il y a 
plusieurs contours, les constantes o, et 6, ne peuvent pas étre prises arbi- 
trairement sauf un couple unique, («;,;) par exemple; donc ces constantes 
doivent étre envisagées comme les inconnues du probléme (voir plus loin). 

Démontrons maintenant que la solution du probléme I ainsi posé (si 
elle existe) est unique**). Nous supposerons que les fonctions ,(z), 9; (z) 
et y,(z) sont continues dans Je domaine S + € (abstraction faite des dis- 


#8) Nous sommes obligés de remplacer la démonstration classique de G. Kirchhoff 
par une autre pour pouvoir nous borner aux hypothéses déja admises. 








co 


N 


et 
di 
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continuités eventuelles provenant de la polydromie et du point z = oo). 

Nous exprimons ce fait en disant que la solution cherchée est réguliére. 
Supposons d’abord GS fini et soit U la différence de deux fonctions 

d’Airy qui correspondent 4 deux solutions du probléme I. Les formules (84) 

et (85) montrent que les fonctions correspondantes g, et y, seront uniformes 

dans GS, car les termes logarithmiques se détruisent par soustraction. 
Envisageons wr ogi 


(94) = | (PL +02 7p) 4 = | (QU.— PU,) 4s + (PU. + 00,4 
€ é 


ou comme toujours P+ iQ = f,(z)=4 9; (2), P= AU. 
Or U, et U, sont constantes sur €,; posons: U,=y,, Uy=— 4d 
(sur €,). On aura donc 


k=1 k=1 


Or on a 


4 @, (2) = f (P + iQ)dz = { (Pd2—Qdy) +f Qdz + Pdy) 
et puisque 9, (z) a uniforme dans G, les intégrales 
[Pds—Qdy et [eds + Pay 
k k 


serunt nulles. On aura donc J*=0. D’autre part en appliquant la trans- 
formation de Green a l’intégrale (94) on obtient 


(95) J* = |[(4U)*dady, 
S 


d’ot il suit que 4U =0 dans S. On aura donc: 9, (z) = Ci, 
y,(z) = Ciz+a+if, C, a, B étant des constantes réelles. La formule (12) 
montre alors que U,—iU, = y,(z)-+«—if. Done la fonction y,(z), 
holomorphe dans G, doit prendre les valeurs constantes y, + 1d, —« + 1B 
le long des contours €, ce qui n’est possible que si y,(z) est constante 
dans S et par suite y; = yg= °° *=Yna1, 55 = 6,= ++ * = Say. 

On aura donc 9,(z) = Ciz+a+ if, y,(z)=«'+ if’ (a’, B’ étant des 
constantes) et cela prouve que les deux solutions sont identiques en ce sens, 
qu’elles donnent le méme champ de tensions. 

Le théoréme est vrai aussi pour les domaines infinis; on le démontre 
sans aucune difficulté en employant un procédé analogue 4 celui du § 3. 

L’unicité de la solution régulitre du probléme II se démontre en con- 
sidérant l’intégrale qu’on obtient de J* en remplagant U, et U, par u et v: 


(96) J** = J@s— Po)dz+ (Pu+Qv)dy. 
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En appliquant la transformation de Green et tenant compte des for- 
mules (64) on déduit**) 


(97) 24 (A+ u)J** = JtuPr+ A+ 2uQdedy. 


Si donc u = v = 0 sur €, alors J** = 0 et, par conséquent, P = Q = 0 
dans S; on en déduit que y,(z) = const. dans S. La formule (65) donne 
alors: 2 « (u— iv) = — y,(z) + const. (dans S). Mais puisque u = v = 0 
sur ©, on aura — y,(z) + const. = 0 sur € et, par suite, aussi dans S. On 
aura donc identiquement u = v = 0 ce qui démontre l’unicité de la solution 
dans le cas de S fini. Le théoréme reste vrai aussi pour les domaines infinis, 
comme on le démontre aisément par le procédé analogue a celui du § 3. 


§ 12. 


Solution des problémes fondamentaux pour les domaines limités par 
un seul contour. 


Dans ce qui suit nous nous bornons au cas du domaine G (fini ou infini) 
limité par un seul contour fermé € satisfaisant aux conditions du §5, 4°. 
Nous supposons que la solution cherchée est réguliére. 

Commengons par le probléme [*°). Si le domaine € est fini, ce probléme 
ce réduit immédiatement au probléme biharmonique fondamental du § 4, 
avec f, et {, données par la formule (93): 


(98) f+ if, = if (F, + iF.) ds +a’ — if’, 


a’ et f’ étant des constantes arbitraires. La condition de continuité de /, 
et /, sur € qui est nécessaire pour |’existence d’une solution réguliére s’exprime 
par la formule: 


(99) [Fit iFds = ((t,+it,)ds = 0; 
€ 


la condition f f,dxz+ f,dy = 0 de la possibilité du probléme biharmonique 
€ 
intérieur peut, en intégrant par parties, étre mise sous la forme: 


(100) O= Jide + f,dy = —J ah + ydf,) a (2F, —yF,)ds 
€ 


= ( (at, —yt,) ds. 
€ 
Mote Ba xi Me lo. 


dp aan 
29 == = -— oe { 
) On se rappellera que as ay 4°" Oy Oz 4 


50) Récemment M. V. Fock a donné la solution de ce probléme (pour le cas du 
domaine fini, limité par un seul contour fermé) en partant directement des formules 
de M. Kolossoff (sans l’intérmédiaire du probléme biharmonique) et en utilisant 
aussi la représentation conforme [cf. Comptes Rendus Paris 189 (1926), p. 264]. 





@® 
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Les conditions de possibilité (99) et (100) expriment le fait évident que 
la résultante générale et le moment résultant des efforts extérieurs doivent 
étre nuls. 

Si ces conditions sont remplies et si, de plus, F, et F, satisfont & la 
condition de la forme (H) du §5, 1°, le probléme en question admet une 
solution et une seule; cette solution sera fournie par la méthode du § 8. 

On posera, comme au § mentionné, gy, (0) = 0 et on fixera arbitrairement 
la partie imaginaire de gy, (0); la fonction y,(z) sera complétement déterminée 
si l’on fixe les constantes «’ et f’ dans (98). 

Dans le cas du domaine infini on aura, d’aprés les formules 763 (86) et (87), 


(101) U,+éiU, = U2+iU? +2Bz+ (B’—ic’)z— = Seen loge 
« (X+iY) - X—iY z 
+ oxetl) °S* —saethe 


Uz? et U} désignant les parties des fonctions U, et U, qui proviennent des 
fonctions g} (z) et yy (z). 

Done, pour calculer les fonctions gj (z) et pf (z) il faudra résoudre par 
la méthode du §7*") le probléme biharmonique fondamental avec les con- 
ditions aux limites: 

(102) U:+tU, =fitth 
ot l’on a posé: 
(103) f8+if? =f, +if,—-2Bz—(B’—iC)z 
X+iY x(X-+iY X—iY 
+ Fae FT 8! — Fe Gp HC? + gee EH 
ou /, +f, est défini par la formule (98). 

On vérifie aisément que /? et f{? sont continues sur €. Les conditions (99) 
et (100) ne sont plus nécessaires dans le cas du domaine infini; le probléme 
admet toujours une solution unique si les fonctions données F,(s) et F,(s) 
satisfont aux conditions de la forme (H). 

Passons au probléme II. Bornons-nous en ce qui concerne le probléme 
extérieur au probléme restreint (§10), car le probléme général se réduit 
immédiatement a celui-la par un procédé tout analogue a celui qui est employé 
ci-dessus. 

En effectuant la transformation conforme z= w (¢) et en appliquant 
la formule (65) on peut mettre les conditions aux limites sous la forme suivante: 





log z — 


z 
z 





(104) #9 (0) — 7-9 (8) —¥@) = 2u(g + im), 
(105) 2 (6) — <1) @ (0) — y(o) = 2u(g1 — ig). 





31) On prendra gf (~) = 0, c’est-a-dire gy (0) = 0. 
Mathematische Annalen. 107. 
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Si l'on compare ces formules aux formules (36) et (37) on voit que le 
probléme en question est complétement analogue au probléme biharmonique 
fondamental. On peut donc lui appliquer, presque sans aucune modification, 
la méthode exposée dans la section I*). 

Ce n’est que dans le cas du probléme intérieur que les choses sont un | 
peu différentes. A savoir, au lieu de (49) on devra prendre cette fois-ci 








k 
(106) p(l) = —m(C) + moll), 
_ #0) , a 
et pour déterminer la constante k = ao)? On aura, au lieu de (55), l’équation: 
kG (0) 
(107) k——= wm (0) 


qui permet de déterminer complétement k (puisque x > 1) sans aucune 
condition supplémentaire. 

On voit en définitif que le probléme II a toujours une solution et une 
seule si les fonctions données g, et g, admettent des dérivées premiéres qui 
satisfont 4 la condition de la forme (H). 


§ 13. 
Emploi de coordonnées curvilignes spéciales. | 

Comme nous l’avons déja dit au commencement, la méthode exposée 
dans cet article fournit, dans certains cas particuliers, la solution dans une 
forme trés commode pour les calculs effectifs. Au point de vue pratique il est 
souvent commode, aprés avoir trouvé les fonctions @ (¢) et wy (¢), d’exprimer, 
sans remonter & la variable initiale z, les tensions et les déplacements au moyen 
de certaines coordonnées curvilignes, liées & la variable ¢. 

En effet, la relation z = w (C) fait correspondre aux rayons # = const. 
et aux circonférences 9 = const. du plan ¢ certaines courbes du plan z que 
nous prendrons pour les lignes des coordonnées®), 

Les lignes 9 = const. sont fermées et entourent le point z= 0 ou le 
contour €, selon que le domaine G est fini ou infini; la ligne 9 = 1 se confond 
avec: €. 





32) Dans le cas du domaine fini on prendra gy, (0) = 0, comme dans la section 
précédente; la partie imaginaire de gy; (0) n’est plus arbitraire (cf. le commencement 
du § 10). Dans le cas du domaine infini on prendra g, (~) = 0. Dans les deux 
cas cela revient & prendre g (0) = 0. 

38) J’ai appliqué ces coordonnées aux problémes de I’élasticité dans mes travaux 
antérieurs (1. c.%). Sans connaitre ces travaux M. E. Kohl introduit les mémes 
coordonnées dans son travail: Beitrag zur Lésung des ebenen Spannungsproblems, 
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech, 10, Nr. 2 (1930), S. 141. Il me semble que les 
formules de M. Koh] sont beaucoup moins commodes que les nétres. 
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Les lignes # = const. partent toutes du point z = 0 ou du point z = oo 
selon que S est fini ou infini et aboutissent au contour €. 

Soit (oe, #) un point du plan z. Désignons par (9) la tangente a la courbe 
8 = const. (qui passe par ce point) menée dans le sens des 0 croissants; de 
méme désignons par (#) la tangente 4 la courbe 9 = const., menée dans 
le sens des @ croissants. Les droites (0) et (#) forment un systéme orthogonal 
d’axes, lié au point (g, 8). Soit » un vecteur lié a ce point et soient v,, vy les 
composantes de ce vecteur par rapport aux axes (0), (#). On aura évidemment: 
(108) Vp + 85 = (v, + 10,) e**, 


en désignant par « l’angle entre Ox et (0) et par v,, v, les composantes du 
vecteur » par rapport aux axes Oz,Oy. 

Il est aisé de calculer e~**. A cet effet faisons subir au point ¢ = ge‘? 
du plan ¢ un déplacement infinitésimal dZ dans le sens du rayon # = const. 
Le point correspondant z = w (¢) subira un déplacement dz dans le sens 





de la tangente (g). On aura donc: dz = | dz| e* d’ow il suit 
te a . Oe: | Oe es ee 
(109) = Tae] OME] TO ~ Toe e° 
=tt an os 
: lol ¢ 
et, par conséquent, z . 
(108a) U + tvs = = a (s + iv,). 


Cette formule, rapprochée 4 la formule (65), fournit immédiatement les 
composantes v,, vg du déplacement: 


(110) 2p] ()| (ve + iv) = +0 @) [xe Q— LOH GO-TO}: 


a’ (£) 
Pour calculer les composantes T,», T99, Tp9 par rapport aux axes (9), (@), 
rappelons-nous les formules de transformation: 


Top = Tz Cos*a + Ty, sin’a + t,,sin 2a, 
(111) To 9 = T,,8in*« + t,, cos*a — t,,sin 2a, 
To = 4(—Tee + Tyy) sin2a+ t,, cos 2a 
qui donnent*) 
(112) Toe + T99 = Tre t Tyy, 


T99— Top + 2tTo9 = (Tyy — Tez + Zt Tey) PF. 
En remarquant que d’aprés (109) on a 


fo’ (S)J®*__ Sw" (ES) 


eie — ¢? = 
> oy wey a som ® 
ea Hog) & we 


34) La premiére des formules (112) est bien connue; la deuxiéme a été indiquée 
par M. J. H. Michell (Proc. London Math. Soc. 84, p. 140) et retrouvée par 
M. G. Kolossoff (1. c.). 


21* 
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on déduit immédiatement, en tenant compte des formules (71) et (72), les 
iormules demandées: 


(113) Too + t99 = 2(O(0) + OO), 








(114) Te 3 — Toe + 2t ts = eh [@ (0) @ (¢) 4+ w’ (0) ¥ (0) 
ot l’on a posé . 
(15) $Q)=% 0) =F, YO = %0@@) =f. 


Les formules (110), (113) et (114) étaient données pour la premiére fois 
dans mes travaux antérieurs; elles sont analogues aux formules obtenues 
par M. G. Kolossoff dans ses travaux cités. 

En faisant la différence de (113) et (114) on obtient la formule 

Toe — ito = OC) + BC) ———_ [0 2) W (0) + w (0) P'(0)) 


oe? @ (5) 


2 








qui donne les composantes de |’effort appliqué & la ligne 9 = const. 


Passanaour (Route Militaire de Géorgie, Caucase), le 27 juillet 1931. 


(Eingegangen am 30. 10. 1931.) 














Uber die Rinderzuordnung bei konformer Abbildung. 
Von 


V. Smirnoff in Leningrad. 





1. In dieser Note verallgemeinere ich einige Resultate Seidels in seiner 
gleichbetitelten Arbeit (Math. Annalen 104, 8. 183—243, besonders 8. 226). 
Ich gebe zunachst die Resultate dieser Arbeit an, um deren Verallgemeinerung 
es sich handeln wird. 

Sei B ein einfach zusammenhingendes schlichtes Gebiet, dessen Be- 
randung die rektifizierbare Jordankurve J’ ist, und sei z = w (£) die Funktion, 
welche den Kreis |&|< 1 auf das Gebiet B abbildet. Wir nehmen an, daB 
die Randkurve I’ in jedem Punkt eine Tangente hat, und bezeichnen mit 9 (s) 
den Winkel, den die positive Richtung der Tangente mit der z-Achse bildet. 
s ist dabei die Bogenlinge von J’, von einem festen Punkte ab gerechnet. 
Das erste Ergebnis Seidels, das ich zitieren will, ist enthalten in dem Satz 20 
seiner Arbeit und kann folgenderma8en ausgesprochen werden: 

Wenn oy (s) der Lipschitzbedingung 
(1 Ip (s+) — 9 (|< kh 
geniigt, wo k eime Konstante ist, dann ist die Funktion w'(&) in dem ab- 
geschlossenen Kreisgebiet || <= 1 stetig, und totalstetig auf der Peripherie |=|=1, 
und die Funktion w'’(&) besitzt fast tiberall bei nicht-streifender Anniherung 
Grenzwerte w"’ (e'*), wobei |w"’ (e**)|? fiir jeden positiven Wert von p summier- 
bar ist. 

An zweiter Stelle fiihren wir den Satz 21 Seidels an: Wenn die 
Funktion gp (s) von Satz 20 eine totalstetige Ableitung <2 besitzt und rg ve 
fiir einen Wert p, > 1 summierbar ist, dann besitzt die Funktion w"’(&) fast 
tiberall bei nicht-streifender Anniherung Grenzwerte w" (e'*), die eine total- 
stetige Funktion von #@ darstellen, und w'’(&) besitzt fast tiberall bei nicht- 
streifender Anniherung Grenzwerte w'"(e**), so daB |w’”(e**) |? summierbar ist. 

Unter Benutzung der Seidelschen Ergebnisse kann man leicht beweisen, 
da8 unter den Bedingungen des Satzes 21 die Funktion w’’(&) in dem ab- 
geschlossenen Kreisgebiet | |< 1 stetig ist und daB 





et dw’ (é*) . ~19 dw’ (e*) 
1 == sinh SE as — 
(2) w" (e") = die?) e de * 
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Wir wollen auf diese elementare Erginzung der Seidelschen Resultate nicht 
eingehen, sondern unsere Verallgemeinerung der Seidelschen Sitze voll- 
stindig neu beweisen. Unsere Beweismethode ist von der Seidelschen ver- 
schieden, insbesondere gebrauchen wir nicht die Resultate von Julia und 
Carathéodory iiber gewisse Eigenschaften der Abbildung z = m (&) auf dem 
Rande. 

2. Wir geben zuerst einige Hilfssitze an, die wir weiterhin gebrauchen. 

Hilfssatz 1. Wenn p(s) eine stetige Funktion von s ist, dann ist die 
im Innern des Kreises harmonische Funktion 

U, (r, 8) = arg w’(&) 

in dem abgeschlossenen Kreisgebiet |&| <= 1 stetig. 

Wir betrachten die in dem dreidimensionalen Gebiet ||< 1, 6 >0 
definierte Funktion 

13 
U, (r, #, 6) = arg- oie jae) : 
se —¢ 

Man beweist dann den Hilfssatz ohne Schwierigkeit mit Hilfe bekannter 
Methoden von Lindeléf?). 

Hilfssatz 2. Sei u (8) eine stetige Funktion von beschrinkter Schwankung 
mit der Periode 2 x: 
(3) u(0) = ag + J (a, cosnd + 5, sinn ) 

a=1 
und u (0) die konjugierte Funktion mit der Fourierentwicklung 
5 (—b, cosn + a, sinn #). 
a=! 

Dann ist die Funktion e™* fiir jeden reellen Wert von m summierbar. 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (3) gibt es zu jedem « 
eine ganze Zahl k, so dab 


| F (a, cosn 0 + b, sin n 9) <e (0< @s 22). 


nok 


Betrachten wir jetzt die zu der Funktion 


py, (0) = ¥ (a, coon? + b, sin n #) 
n=k 


konjugierte Funktion 
k-1 
fy (8) = n(8) — J (— 5, cosn@ + a, sinn #) 
1 


und die zugehérige Funktion der komplexen Verinderlichen 


9” (é) = E (0, — iby) # (é| <1). 


1) Vierter Skand. Mathem.-KongreB, Stockholm 1916, S. 87—-90. 
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Wir bilden das Integral?) 


mos | e— imo, &) 4 =] 


Cc, 
wo C, den Kreis || = r< 1 und m eine reelle Zahl bedeutet. Die obige 
Formel kann auf die Form gebracht werden: 
22 
| enFu0.9 008 fm pn, rd = 1, 


0 


rT 
Qn 
wo - 
my, (8, r) = J (a, cosnd + 6, sinn #) r*; 
n=k 


uy, (8,7) = > (—b, cosnd + a, sinn 8) r. 
n=k 


Wahlen wir jetzt die Zahl k so, daB|m|e< 5, dann schlieBen wir aus bekannten 
Satzen*) von Fatou 
22 
i mdi < 
# (8) — ws (8) 

ein trigonometrisches Polynom ist, ergibt sich also, dal 
22 
[entomae <+0, 
und unser Hilfssatz ist bewiesen. 

3. Zur Abkiirzung der folgenden Betrachtungen wollen wir einige Be- 
zeichnungen einfiihren. Wir sagen, daB eine im Innern des Kreises | |< 1 
regulire Funktion /(£) der Klasse H;(6 > 0) angehért, wenn die mit r wach- 
senden Integrale 


1 


cos m & 





Weil die Differenz 


l 


4 


fif(re)'ao 


fiir r + 1 beschrinkt bleiben. Die grundlegenden Eigenschaften der Funk- 
tionen der Klasse H, sind von F. Riesz angegeben worden*). Wir brauchen 
insbesondere das Ergebnis, daB eine Funktion der Klasse H; fast iiberall) 
bei nicht-streifender Anniherung Grenzwerte f(e‘*) annimmt. Dabei ist 
\f (e**)|? summierbar, /(e**) fast iiberall von Null verschieden, und man hat 


(4) lima [ifre)pae in [lr@*yPae, 
a x 





*) Zygmund, Fund. Math. 13 (1929), S. 285. 
3) Acta Math. 80 (1906), S. 348—349, 373—378. 
*) F. Riesz, Math. Zeitschr. 18 (1923), S. 87—95. 
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wo M ein beliebiger meSbarer Teil des Intervalls (0,2) ist. Bekanntlich*) 
gilt fiir jede Funktion der Klasse H, die Poissonsche Formel 


(5) 1) = [1 eet 


1 — 2rcos(#@—t)+ r? 





0 


und umgekehrt, wenn die Poissonsche Formel gilt, dann gehért die Funktion 
der Klasse H, an. Wenn wir 


(6) HE) = E (an — iby) (€|<1) 
setzen, so folgt aus der Formel (5), daB die trigonometrischen Reihen 


(7) a9 + ¥(a,cos nd + b,sinn®) und —b,+ E (—b, cos nd +a,sinnd) 


n=1 n=1 
die Fourierreihen der summierbaren Funktionen u (e‘*) und v (e**) sind, wo 
f (e*) = u (et?) + tv (ef). 
Umgekehrt, wenn die Reihen (7) Fourierreihen summierbarer Funktionen 
sind, so gilt augenscheinlich fiir die Funktion (6) die Formel (5), und diese 
Funktion gehért daher der Klasse H, an. 
Ich verweise auch auf den folgenden Satz*): 
Hilfssatz 3. Wenn die Funktion {(&) der Klasse H, angehért, und 
\f (ef?) fiir ein B > summierbar ist, dann gehort f(€) auch der Klasse Hy an. 
4. Wirsagen, da8 die im Innern des Kreises | £|< 1 regulare Funktion /(é) 
der Klasse A, angehért, wenn /(£) in dem abgeschlossenen Kreisgebiet | | << 1 
stetig ist und totalstetig auf dem Rand || = 1. Wenn fiir eine solche Funktion 


auBerdem 
Pr 





d i? 

| rc (> }) 

summierbar ist, sagen wir, daB die Funktion der Klasse A,, angehdrt. 
Wenn F(é) der Klasse A, angehért, dann ist 


22 














F(é) = | P(e —trose aya 
und : 
on 
EF (6) = #5 | Fle 35 I Dent 
4 22 
si —3 (FOF eet 


i) 


5) Gr. Fichtenholz, Fund. Math. 18, 8S. 26. 
*) V. Smirnoff, Journ. Soc. phys. Math. de Léningrad 2, Heft 2 (1930), S. 23—24. 
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Partielle Integration ergibt 


22 
epee — 1 ( oFie) L—# 
(8) 1€F’ (é) = z | dt 1—2ree(d@—h +r 


d. h. fiir die Funktion i £F’ (£) gilt die Poissonsche Formel, und daher gehért 
diese Funktion der Klasse H, an. Da auf erdem bekanntlich’) die Grenz- 
werte des Poissonschen Integrals (8) fast iiberall gleich 


dt, 














dF (é*) 
dé 
sind, so erhalten wir die Formel 
, d F(eé*) : d F (e*) 
iA ne ee eo 
(9) oe a0 


Aus Hilfssatz 3 folgt, daB, wenn die Funktion F (£) der Klasse p, (p, > 1) 
angehért, die Funktion F’(é) der Klasse H,, angehért. Denn auf Grund der 
Formel (9) ist |F’(e*)|\": summierbar. Nehmen wir umgekehrt an, dab 
F’(&) der Klasse H, angehért, und setzen wir 


F’(é) = 2 Oy, — 1B,) &". 
Aus den Ergebnissen der Nr. 3 folgt, da8 die trigonometrischen Reihen 
& + E (a, cosnd +,sinn#) und — f+ E (—f, cosnd + a, sinn #) 
Denilsickibaiuis Reihen sind, d. h. Sidi gewisser summierbarer 


Funktionen wu, (e'*) und »v, (ef’). Die entsprechenden trigonometrischen 
Reihen 


V7 2, cos (n +1) 0+, sin (n + 1) 6 C7 —A,, 008 (n +1) 9+<, sin(n +1) 0 
(10) Dy “<1 und > =TI . 


n=0 n=0 








der Integralfunktion 


oe 


oor — thn en +1 
— n+1 
n=0 


werden durch Integration der Fourierreihen der Funktionen 





— u, (e'*) sin  — v, (ef?) cos® und 4%, (e'%) cos? — v, (e'*) sind 
erhalten. Daher sind die Reihen (10) Fourierreihen total stetiger Funktionen 
uy (e**) und v, (ef%)§’). AuBerdem l4Bt sich F (£) durch das Poissonsche 
Integral ju 

1 ‘ 1—r? 
F(é) = a [us (e*°) + 49 (€) aco ert 
0 





7) Fatou, l.c., 8. 349, 377—378. 
8) Lebesgue, Ann. Ecole Norm. (3) 20 (1903), S. 484. 
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darstellen und ist infolgedessen in dem abgeschlossenen Kreisgebiet | ¢ |< 1 
stetig, und ihre Grenzwerte sind u, (e**) + iv, (ef’). D.h. F (&) gehért der 
Klasse A, an. Wenn F’(é) der Klasse H,, (p, > 1) angehért, dann ist 
| ¥’ (ef*)* summierbar, und die Formel (9) ergibt, daB F (€) der Klasse A,, 
angehért. Somit haben wir 

Hilfssatz 4. Wenn die Funktion F(&) der Klasse A,, (py >1) an- 
gehdrt, dann gehort ihre Ableitung F’(£) der Klasse H,, an, und umgekehrt. 
Fiir die Grenzwerte von F’(&) gilt die Formel (9). 

Wir werden weiter im folgenden den nachstehenden Satz von M. Riesz*) 
gebrauchen. Sei /,(@) eine Funktion der Klasse L™(p, > 1), d.h. f, (8) 
sei meBbar und |/, (#)|?: summierbar in dem Intervall (0,2), und sei 


(11) ay + ¥ (a, cosn # + b, sinn #) 


an=1 
thre Fourierrethe. Dann ist auch die konjugierte Rethe 
(12) —by + F (—b, cosnd + a, sinn 9) 
n=1 
Fourierreihe einer Funktion },(0) der Klasse L’*. 
Da die Reihen (11) und (12) Fourierreihen sind, gestattet die Funktion 


die Darstellung durch die Poissonsche Formel 


92 


1) = [th +ihOl; 


0 


1—r* 


—2rcos(@—t)+r° dt 





und gehért also der Klasse H, an. Bekanntlich aber sind die Grenzwerte des 
Poissonschen Integrals fast iiberall 

f(e*) = f, (8) + +f, (0). 
Also ist |f(e’*)|?: summierbar, und also gehért nach Hilfssatz 3 die 
Funktion f (€) der Klasse H,, an. 

Ebenso zeigt man: Wenn (11) die Fourierreihe einer totalstetigen Funk- 
tion /,(#) ist, deren Ableitung der Klasse L”' (p, > 1) angehért, dann ist die 
Reihe (12) auch Fourierreihe einer derartigen Funktion”), und die Funktion (13) 
gehért der Klasse A,, an. 

Hilfssatz 5. Wenn die Reihe (11) Fourierrethe einer totalstetigen Funktion 
ist, deren Ableitung der Klasse L”*(p, > 1) angehért, so gehdrt die Funktion (13) 
der Klasse A,, an. Wenn die Reihe (11) Fourierrethe einer Funktion der 
Klasse L”‘ ist, dann gehért die Funktion (13) der Klasse H,, an. 


*) Math. Zeitschr. 27 (1928), S. 224—226. 
1%) Seidel, I. c., S. 223—224. 
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5. Wir beweisen noch den folgenden Hilfssatz}): 
Hilfssatz 6. Wenn die beiden konjugierten Reihen 


(14) E (a, cosn d + b, sinn 8) und F (—b, cosn 0 + a, sinn 8) 


nail n=1 
Fourierrethen von Funktionen beschriinkter Schwankung y,(#) und yw, (#) 
sind, dann sind diese Funktionen dquivalent mit totalstetigen Funktionen. 
Betrachten wir namlich die Funktion 








y(&) = 2 (a, — ib,) & (\€| < 1), 
n=1 
die sich durch das Poissonsche Integral ausdriickt: 
2a 

x 1—# 
(15) y(é) = Fim ( )+ 8920] arene yan tt 
Dann ist ‘ 

22 
° as 1—r 
z(&) = 18 y (= rs | (wu \+inOls Ga dt. 


Wir kénnen immer y, (2 ho = y, (0) und y, (22) = y, (0) voraussetzen. 
Daher ergibt partielle Integration 


22 





(8) = | 1—2r aie +r 5 Ay, ( t)+ v ye (t)], 


wobei das Integral im Stieltjesschen Sinne zu nehmen ist. y, (¢) und y, (t) 
lassen sich als Differenzen wachsender Funktionen darstellen, und diese Zer- 
legung ergibt 

x (é) _ Uy (8, r) — u, (0, r) + tus (0, r)— iu, (8, r), 
wobei u,, (@, 7) positive harmonische Funktionen sind. Also ist 


Ix(@)|S Xu, (7, 8) 


und 


22 4 

if 7 

3 | lz(ref*)| dd ae Um (0), 
6 mol 


x (€) gehért also der Klasse H, an, und daraus folgt weiter, daB w’(£) dieselbe 
Eigenschaft hat, und also gehért nach Hilfssatz 4 y(&) der Klasse A, an. 
Die Formel (15) zeigt dann, daB y, (#) und y, (#) mit totalstetigen Funktionen 
aquivalent sind. 

6. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zu unserem Thema. 

Sei, wie in Nr.1, w(é) die Funktion, die die konforme Abbildung 
des Kreises |£|< 1 auf das Gebiet B vermittelt. Weil die Berandung I" 


11) F. u. M. Riesz, Vierter Skand. Mathem.-KongreB, Stockholm 1916, S. 44. 
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eine rektifizierbare Jordankurve ist, ist w (£) in dem abgeschlossenen Kreis- 
gebiet || <1 stetig und auf der Berandung |£| = 1 von beschrinkter 
Schwankung. Nach Hilfssatz 6 gehért also wm (£) der Klasse A, an und also 
w’ (€) der Klasse H,. Wir betrachten die im Innern des Kreises |&|< 1 
regulére Funktion 

(16) Ig wm’ (€) = Ig |w’ (&)| + ¢ arg mw’ (€). 

Die Funktion ¢ (s) (siehe Nr. 1) kann als Funktion von # behandelt werden, 
und wenn diese Funktion g (s) oder  (#) stetig ist, so ist der Imaginarteil 
der Funktion (16) nach Hilfssatz 1 in dem abgeschlossenen Kreisgebiet || < 1 
stetig, und seine Grenzwerte sind 


(17) 9 (8) —8—F- 


Nach Hilfssatz 5 gehért die Funktion (16) der Klasse H, fiir jeden positiven 
Wert von p an und driickt sich insbesondere durch das Poissonsche Integral aus. 

Nehmen wir jetzt gy (s) als totalstetig an. Wie gesagt, gehért w(é) der 
Klasse A, an und w’(&) der Klasse H,, und man hat (Nr. 4) 

oy’ (ef?) = — te—*? golf). 
ns ~ 46 

Also ist ° 
(18) = {le (el) | dt, 


d.h. s ist eine wachsende totalstetige Funktion von #, und also ist die 
Funktion (17) eine totalstetige Funktion von # mit der Periode 2%. Nach 
Hilfssatz 2 ist die Funktion 

(19) emig iw’ (ef 9) — | an’ (ef %) jm 


fiir jeden reellen Wert von m nach # summierbar. AuBerdem haben wir 
fast iiberall (Nr. 3) | w’ al) +0 und 


(20) oo = FE |’ (e%)|. 


Wir wollen schlieBlich annehmen, daB ¢ (s) totalstetig ist und <i) ) einer 





Klasse L’' (p, > 1) angehért. Wir werden beweisen, daB “si” lil 
Klasse angehért. 
Zu diesem Zweck bedienen wir uns der Hélderschen Ungleichung 


k k—1 
| [*@g@de|'s flares (flo@ir az) (k> 1), 
M M M 


in der die Konvergenz der Integrale der rechten Seite die Konvergenz der 
linken Seite nach sich zieht. Wir wenden sie an auf das Integral 


22 
y= || oe a9, 


0 
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wofiir sich nach (18) und (20) schreiben laBt: 
22 u 


J= S55 40 = [|Z lo eninmsae 


ds 
wo | die Lange der Kurve I" ist und p, eine feste Zahl, die der Ungleichung 
1< p, < p, geniigt. Die Héldersche Ungleichung ergibt 





n u I 














a 
d k Cid 2k Pe @—vek fins 
i 42 |" a6 < ||)’ ds({|o (e%)| Fas) 


uv 0 0 


n u Qn 
d 2 k |dq@ |p2k yer 
sleet sfldelr*eo fle 


0 0 


Pok—1 


1 ae). 








Wahlen wir die Zahl k > 1 so, daB p,k < p, wird, und beriicksichtigen, daB 
die Funktion (19) fiir jeden reellen Wert von m summierbar ist, so sehen wir, 


daB 5" fiir p, <p, nach @ summierbar ist. Wenn also  (s) totalstetig 


ist und td der Klasse L”' angehért, dann ist die Funktion (17) von #@ total- 


stetig, und ihre Ableitung nach # gehért der Klasse L” fiir p, < p, an. 
Hilfssatz 5 zeigt dann, daB die Funktion (16) der Klasse A,, angehért. 
Indem wir diese Funktion mit w, (&) bezeichnen, haben wir 
ow’ (&) = e®; w” (&) = e®, w; (6). 

Die Funktion w’ (€) gehért augenscheinlich der Klasse A, an und infolge- 
dessen w”’ (&) der Klasse H,. Da aber m; (&) der Klasse H,, angehort, folgt, daB 
w” (et?) = em (ef) gy! (e*%) 

der Klasse L” angehért und, nach Hilfssatz 3, w’’(é) der Klasse H,.. 


Also gehért auch w’(&) der Klasse A,, an und w’(e’*) hat eine positive 
untere Schranke: 


P2 


(21) lo’ (e'?)| > w > 0. 
Aber die Formel 
dl hai sus 
(22) Te = qe lo’ le’)| 
zeigt, daB a4 derselben Klasse L”' angehért wie die Funktion Ss, man kann 


also in den vorausgehenden Betrachtungen p, = p, setzen. Da die Funk- 

tion w’(¢) der Klasse A,, angehért, schlieSt man aus Hilfssatz 4, daB w’’ (&) 

der Klasse H,, angehért und daB fiir die Grenzwerte w”’ (e'*) fast iiberall gilt: 
dw’ (e**) on dw’ (é*) 


(gf 9) ae —ge—t? -_ 
w" (ef?) = —te 16 ae * 
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So ergibt sich schlieBlich der folgende Satz: 
Satz I. Wenn p(s) totalstetig ist und : $i) der Klasse L”' (p, > 1) 


angehort, dann ist die Funktion w'(£) in dem abgeschlossenen Kreisgebiet | =| = 1 


stetig, und totalstetig auf der Begrenzung | | = 1; w’’(&) gehért der Klasse H,, 
an, seine Grenzwerte sind fast iiberall 





dw'(e*) = dw’ (é*) 
de a(et¥) ’ 


und | a’ (e'*)| hat eine positive untere Schranke. 





o” (e) = —ie-t9 


7. Nehmen wir jetzt an, daB ~(s) und cgi) totalstetig sind und aa 
der Klasse L’*(p, > 1) angehért. Da die Funktion w’ (e‘*) totalstetig ist, 
zeigt Gleichung (22), daB ot ebenfalls totalstetig ist. Nach der Voraus- 





setzung ist Fal fiir jeden positiven Wert von p summierbar, und daher 


hat nach Satz I | w” (e**)|? die gleiche Eigenschaft. 
Setzen wir 


w’ (ef?) = u, (e**) +- tv, (e*%), 
so sind die reellen Funktionen wu, (e‘”) und », (e**) totalstetig und wu; (e”) 


und »v,; (e'*) gehéren der Klasse L” fiir jeden positiven Wert p an. Dasselbe 
gilt augenscheinlich auch fiir die Ableitung der Funktion 





jor’ (ef 9)| = Vu} (ef*) + v} (ef). 
Mit Hilfe der Formel 


Bp _ cay 4 oe dle (#%)) 
ee oS F lo’ (e**) |* + Ze 16. 





1 d? 
sehen wir, dag 4 75 ¥ derselben Klasse L”' angehért wie 7s: 


Wir betrachten jetzt die der Klasse A, angehérige Funktion 
lg w’ (€) = lg| w’ (€)| + + arg’ (é). 
Nach Hilfssatz 4 gehért die Funktion 








9 w” (€) 
(23) w, (§) = - ale. 
zur Klasse H,, und die Grenzwerte ihres Imaginirteils sind 
d 7 . (d p (8) 
77") = —iz5 [9 —o—3] ” —4( do —1). 


Die letztere Funktion von #@ ist totalstetig und ihre Ableitung gehért der 
Klasse ZL” an. Also la8t sich die Funktion 


w, (6) = 5 (an — if) dé] <1) 
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darstellen durch die Poissonsche Formel 


22 


: , —r 
o, (¢) = gy | (le) + 60) Sat 





0 
wo u (e‘*) der Realteil von w,(&) ist und v(e'*) die obengenannten Eigen- 
schaften hat. Da die Reihe 


— By + E (—f, cos nd + a, sinn 8) 
n=1 


die Fourierreihe der Funktion »v (e*) ist, folgt aus Hilfssatz5, daB die 
Funktion w, (£) der Klasse A,, angehért. Derselben Klasse A,, gehért augen- 
scheinlich die Funktion 

wo" (é w,(é 

= in “2 sr _ 2 (5) 
an. Nun gehért die Funktion 

ow” (€) = ws (€) w’ (€) 

augenscheinlich zur Klasse A,. Man kann aber zeigen, daB die Ableitung 
von w” (ef*) der Klasse L”* angehért, woraus folgt, daB w’”’(¢) zur Klasse A,, 
gehért. In der Tat ist 


dw" (e*) = dw, (e**) fet 9 9 dw' (eé*) 
(24) CON me Lente) ay (64%) + eng (et) SOE 


Nun gehért die Funktion w, (¢) der Klasse A,, an und 


Pi 














dw, (ef 9) 
dé 
ist infolgedessen summierbar. Andererseits ist nach Hilfssatz 4 

dw’ (ée 9) 
1@ 
und diese Funktion ist totalstetig. Also gehért die Funktion (24) der Klasse L” 
an und die Funktion w” (&) der Klasse A Dann zeigt aber Hilfssatz 4, 
daB w’” (é) der Klasse H,, angehdrt. 
Somit erhalten wir noch den folgenden Satz: 


Satz II. Wenn @(s) und “2") totalstetig sind und —?\*) der Klasse L”" 
(p, > 1) angehért, dann ist die Funktion w" (£) in dem abgeschlossenen Kreis- 
gebiet |F| <= 1 stetig, und totalstetig auf der Begrenzung |&| = 1; die Funktion 
a’ (&) gehért der Klasse H,, an und thre Grenzwerte sind 











= te? a” (ef), 


Pi’ 








on dw" (é 9) ° da" (ef %) 
e? = = —ze! Na — 
@ ( ) d(é 9) a? 


(Eingegangen am 15. 2. 1932.) 








Paschsches Axiom und Zweidimensionalitit. 
Von 
H. Busemann in Géttingen. 


Wenn man bei der Grundlegung der Geometrie die Geraden durch die 
linearen Anordnungs- und Verkniipfungsaxiome bereits definiert hat und zur 
ebenen Geometrie gelangen will, fiihrt man das Paschsche Axiom ein: 

Liegen A, B,C nicht auf einer Geraden und trifft eine Gerade g die 
Strecke A B, so geht sie auch durch einen Punkt des Streckenzuges AC + CB. 

Sind diese Geraden in einem unten prizisierten Sinn die geoditischen 
Linien eines im kleinen kompakten metrischen Raumes'), so folgt aus dem 
Paschschen Axiom, da8 der Raum homéomorph der Ebene, insbesondere 
also zweidimensional ist. Hier soll gezeigt werden, daB dieser Sachverhalt 
sich umkehren la8t, d. h. daB aus der Zweidimensionalitit das Pasch- 
sche Axiom folgt. 

Die genaue Formulierung der Forderung, da8 der Raum eindeutige 
geoditische Linien besitzen soll, ist folgende: 

Auf den Punktepaaren X, Y des Raumes ist eine nicht negative Ent- 
fernungsfunktion r(X, Y) definiert, die folgenden sechs Bedingungen geniigt: 

I. r(X, Y) = 1(Y, X). 
II. Aus r(X, Y) = 0 folgt X = Y und umgekehrt. 

Ill. r(X, Y)+ 7r(Y,Z) =r (X, Z). 

IV. Jede in bezug auf diese Metrik beschrinkte Punktfolge besitze 
einen Hiufungspunkt. 

V. Zu jedem Punktepaar X, Y gibt es genau einen Punkt U, fiir den 
r(X, U) =r (U, Y) 
und 
; r(X, U)+r(U, Y) =r (X, Y) 
ist. 

VI. Zu jedem Punktepaar X, Y gibt es genau zwei Punkte V und W 

so, daB 
r(X, Y) = r(Y, V), 
r(X, Y)+r(Y, V) =r (X, V) 


1) Wegen der Definition der im kleinen kompakten Raume vgl. P. Alexandroff, 
Math. Annalen 92 (1924), S. 294. 
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und r(Y,X)=r(X, W), 
r(Y,X)+7r(X, W) =r(Y, W) 
ist. 

Die geodiitischen Linien eines Raumes, dessen Metrik diese Forderungen 
befriedigt, nennen wir Geraden, da fiir sie alle linearen Axiome von Hilbert?) 
gelten, namlich (in der Hilbertschen Numerierung) I., 1, 2,3 (erste Hilfte); 
II., 1, 2,3; IIL., 1,2,3; V.,1. Ein Beweis hierfiir findet sich bei Menger’), 
von welchem wir auch die Bezeichnung Geradenriume fiir Raume mit den 
Axiomen I bis V1 iibernehmen. 

Wir bezeichnen im folgenden die Strecke zwischen den Punkten A und B 
mit AB, die durch A und B gehende Gerade mit A B. Auf Grund der Ein- 
deutigkeit der geodiitischen Verbindung sieht man leicht, da8 aus A, + A 
und B, — B 

lim A,B, = AB 
und, wenn A + B, auch 
lim A, B,= AB 
folgt, wo ,,lim“ den abgeschlossenen Limes*) bedeutet. 

Gilt in einem mindestens zweidimensionalen Geradenraum E das 
Paschsche Axiom, so ist E homéomorph einer Ebene. 

Liegen A, B,C nicht auf einer Geraden und ist D ein innerer Punkt 
von AB, so sei g die Vereinigungsmenge aller Geraden DX, wo X den 
Streckenzug AC + BC durchliuft. Es ist » c E. Verbinde ich irgendeinen 
Punkt Y aus £ mit D, so schneidet auf Grund des Paschschen Axioms Y D 
die Menge AC + CB in einem Punkt X, also gilt E c 9 und damit E = 9. 
Aus den soeben angegebenen Tatsachen iiber Konvergenz von Strecken und 
Geraden folgt dann die Behauptung. 

Demnach ist die Zweidimensionalitat fiir die Giiltigkeit des Paschschen 
Axioms notwendig. Wir wollen zeigen, daB sie auch hinreichend ist. 

Das laBt sich leicht aus einer in jedem Geradenraum bestehenden Tat- 
sache herleiten. Um sie bequem auszusprechen, setzen wir noch fest: Ist 8 
irgendein Punkt und 09 eine ihn nicht enthaltende Punktmenge, so bedeute 
S x o die Vereinigungsmenge aller Strecken von S nach den Punkten von a. 

Nun mégen A, B,C nicht auf einer Geraden liegen. Dann ist A x BC 
homéomorph einer gewohnlichen Dreiecksfliche. S sei ein Punkt, der auf 
keiner der Geraden A X, X c BC, liegt. Speziell liegt S nicht in A x BC, 
also ist r(S,A x BC) =a->0. Wir schneiden die Menge S x(A x BC) 
mit der Kugelfliche k um S mit dem Radius « und nennen den Durchschnitt 

k-Sx(A x BC)=a 

2) Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl., Leipzig 1930, 8. 3—5, 11, 12, 30. 

3) Untersuchungen iiber allgemeine Metrik, Math. Annalen 100, 8. 103--113. 

*) Wegen der Definition dieses Limes vgl. Hausdorff, Mengenlehre, 2. Aufl., 
1928, S. 146. 
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die Projektion der Menge A x BC auf die Kugel k. Die Abbildung von 
A x BC auf z ist eindeutig und stetig, aber im allgemeinen nicht eineindeutig. 
Der erwahnte Satz lautet nun so: 

Ist D ein innerer Punkt von AB und wird bei der Projektion von 
o = AC+ CB auf k kein Punkt von o in das Bild D’ von D projiziert, 
dann ist x in D’ wenigstens zweidimensional5). 

Durch einen Strich deuten wir wahrend dieses Beweises immer die 
Projektion auf k an. Da S nicht auf A B liegt, sind die Punkte A’, B’, D’ 
voneinander verschieden. Die Projektion og’ von o ist abgeschlossen und 
enthalt D’ nicht; daher ist 

r(D’, 0’) = 26>0. 
Es geniigt, folgendes zu zeigen: 

t’ sei abgeschlossen, liege in dem Durchschnitt von a und der Kugel- 
umgebung S(D’, 6) von S mit dem Radius 4, enthalte D’ nicht und trenne D’ 
von A’. Dann ist ¢’ wenigstens eindimensional. 

t sei die Menge der Punkte aus A x BC, deren Projektionen auf k 
Punkte von?’ sind. Da ¢’ c S(D’, 5), enthalt ¢ keinen Punkt von 9 = AC + CB, 
ferner auch den Punkt D nicht, da D’ sonst int’ lige. ¢ trennt D 
von A. Ist naimlich s ein Weg von D nach A, so ist die Projektion s’ 
von s ein Kontinuum, das D’ und A’ enthalt. Also ist ¢’-s’ nicht leer, 
z. B. sei P’ ct’-s’. P sei ein in s gelegener Originalpunkt von P’. P muB 
auBerdem in ¢ liegen, da ¢ alle Originalpunkte von ¢’ enthilt, also ist t-s 
nicht leer. Nun gilt der Satz: Werden zwei Punkte der Euklidischen Ebene 
durch eine beschrinkte abgeschlossene Menge getrennt, so werden sie auch 
durch eine Komponente getrennt®). Da A x BC einer gewéhnlichen Dreiecks- 
flache homéomorph ist, gibt es in ¢ ein Kontinuum v, das D von A trennt. 
Dieses mu8 sowohl einen Punkt H von DA wie einen Punkt K von DB 
enthalten, letzteres weil sonst DB + BC + CA ein v nicht treffender Weg 
von D nach A wire. Da H und K bei der Projektion auf k in verschiedene 
Punkte iibergehen, ist die Projektion v’ von v ein mehrpunktiges Kontinuum 
und als solches mindestens eindimensional’). Da v’ ct’, ist auch ¢’ min- 
destens eindimensional. 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Aus ihm folgt fiir zweidimensionale 
Geradenraume sofort folgende dem Paschschen Axiom fquivalente Tatsache: 


5) Die Bemerkung, daB der folgende Beweis diesen allgemeinen Satz liefert, 
und eine sich daraus ergebende Vereinfachung des Gesamtbeweises verdanke ich 
Herrn Blumenthal. 

*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 343. Satz VI. 

7) Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Fund. Math. 8, 8. 341; 
Menger, Uber die Dimensionalitét von Punktmengen, Monatsh. fir Math. u. Phys. 
38, S. 159. 
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Liegen A, B,C nicht auf einer Geraden, ist D ein innerer Punkt von AB 
und liegt S auf keiner der Geraden 4 X, X c BC, so gibt es einen Punkt 
von AC + CB, der mit D und S auf einer Geraden liegt. 

Ist namlich unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Beweises 


8 ( S, =) die Menge der Punkte, deren Abstand von S kleiner als . 


- 


ist, so ist 


y= S-1—S(S,=)-m 


das Produkt von a mit der Strecke ¢g = (0, +) der Zahlengeraden. Nehmen 


wir sowohl in q als in x die spharischen Umgebungen als Umgebungssystem, 
so ist in dem Produkt von 2 und g als Umgebung U(Z,, e) eines Punktes 
Z, = (Xo, Yo), Xo cm, Yo <q, die Vereinigungsmenge aller Punkte 
Z = (X, Y) zu verstehen, wo X die Umgebung S(X,, ¢) von Xy, und Y die 
Umgebung S(Y>5, «) von Y, durchiauft. Die zylinderartigen Mengen U (Zp, e) 
bilden in v ein mit den Sphiaren S(Z,, 7) aquivalentes Umgebungssystem 
(d. h. zu jedem « gibt es ein 7, so daB S(Z,, y) c U(Zpo, e), und zu jedem 7 
ein e’, so daB U(Zp, e’) c S(Zp, 7’)). a ist als abgeschlossene beschriinkte 
Menge eines im kleinen kompakten Raumes kompakt. Daher ist 
dim vy = dim 2 + 1%). 

Da der ganze Raum zweidimensional ist, gilt dim 7 = 1. Nach dem vorigen 
Satz fallt also die Projektion D’ von D mit der Projektion eines Punktes 
von AC + CB zusammen, w. z. b. w. 

Zum Schlu8 priifen wir noch, welche weiteren Hilbertschen Axiome 
auBer den angegebenen in zweidimensionalen Geradenraiumen gelten. Aus 
der Giiltigkeit der ebenen Anordnungs- und Verkniipfungsaxiome folgt, 
daB die Geraden den Raum zerlegen. Demnach hat folgende Behauptung 
einen Sinn: 

Zu einer Strecke AB, r(A, B) = c, und zwei positiven Zahlen a,b 
mit a+ b>c, |a—b|<e gibt es auf jeder Seite von AB genau einen 
Punkt C, fiir den 

r(C,A)=a und r(C,B)=b 
ist. 

Zum Beweis betrachte man den Kreis um B mit dem Radius 6. Er 
schneide A B in £ und F. Bei passender Bezeichnung ist 


r(A, EZ) =|b—e|<a und r(A,F)=b+c><a. 


Somit liegt aus Stetigkeitsgriinden auf jedem der beiden durch FE und F 
bestimmten Halbkreise wenigstens ein Punkt C mit r(C,A) =a. Gibe 





8) Das Produkt eines r-dimensionalen kompakten metrischen Raumes mit einer 
Strecke ist r + 1-dimensional. Siehe P. Alexandroff, ,,Dimensionstheorie’’, §6, Nr. 101, 
Math. Ann. 106. 
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es in derselben Halbebene wie C noch einen Punkt D mit r(D, A) = a und 
r(D, B) = 6, so sind nur zwei Fille méglich: einer der Punkte, etwa D, 
liegt im Innern des durch den anderen bestimmten Dreiecks C x A B, dann 


, 


lehrt die Fig. 1: 6—B+ 2’ >b’, wegen b=0' also a’ >f. Ferner 








Fig. 1. Fig. 2. 


a+fBp>a’'+ a’, wegena=a’ alsoaw’ <f. Oder weder D liegt inC x AB 
noch C in D x AB, dann liest man aus Fig.2 ab: 6—fB+a' >0’, dh. 
a >. Ferner a’ —a’'+ 6 >a, dh. B >a’. 

Der hiermit bewiesene Satz gestattet eine solche Definition der Winkel, 
fiir die noch das Hilbertsche Axiom III, 4 gilt. g und h/ seien zwei von 
einem Punkt ausgehende Halbstrahlen; wir tragen auf ihnen vom Scheitei 
aus Strecken der Liinge 1 ab, erhalten so die Punkte G und H. Sind g’ und h’ 
ebenfalls zwei von einem Punkte ausgehende Halbstrahlen, auf denen die 
Punkte G’ und H’ entsprechend konstruiert sind, so sagen wir, der Winkel 
zwischen g und h ist gleich dem zwischen g’ und h’, wenn 

r(H,G) = r(G6’, H’) 
ist. Offenbar ist diese Definition der Winkelgleichheit reflexiv, syrmmetrisch 
und transitiv, ferner sagt unser Satz gerade, daB man einen gegebenen Winkel 
an einen Halbstrah] nach einer bestimmten Seite auf genau eine Weise ab- 
tragen kann. Also gilt bei unserer Definition das Axiom III, 4. 

Damit ist gezeigt, dap in einem zweidimensionalen Geradenraum ber 
PASse nder W inkelerklaérung alle linearen und ebenen Axiome von Hilbert 
auBer dem ersten Kongruenzsatz und dem Parallelenaxiom erfiillt sind. 

Mehr laBt sich bekanntlich selbst bei quadratischer MaSbestimmung 


allgemein nicht sagen. 








(Eingegangen am 12. 1931.) 
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Uber die Existenz unabhingiger Axiomensysteme 
zu unendlichen Satzsystemen. 


Von 


Gerhard Gentzen in Géttingen. 


Im folgenden soll die in einer Arbeit von P. Hertz) aufgeworfene 
Frage behandelt werden: 


Gibt es unendliche abgeschlossene Satzsysteme ohne ein unabhingiges 
Axiomensystem? (Terminologie s. u.). 

Ich werde zwei Hauptergebnisse beweisen, namlich: 

I. Es gibt unendliche abgeschlossene Satzsysteme, zu denen kein un- 
abhaingiges Axiomensystem existiert. 

II. Zu jedem abzahlbar unendlichen abgeschlossenen linearen Satzsystem 
la8t sich ein unabhangiges Axiomensystem angeben. 

Die Beweise dieser Siitze werden den Inhalt des 2. und 3. Abschnitts 
der vorliegenden Arbeit bilden, wahrend im 1. Abschnitt die benutzten Aus- 
drucksweisen erklirt und einige Hilfssiitze hergeleitet werden sollen. 


Die Kenntnis der Hertzschen Arbeiten wird nicht vorausgesetzt. 


1. Abschnitt. 
Erklaérung der Bezeichnungen, einige Hilfssiitze. 


Die Bezeichnungen stimmen zum groBen Teil mit denen von Hertz 
iiberein. Ich definiere sie noch einmal, einerseits um von den Hertzschen 
Arbeiten unabhingig zu sein, andererseits weil durch die Wahl etwas ver- 
einfachter SchluBregeln vielfach eine andere Fassung der Definitionen er- 
forderlich wurde. Um dem Kenner der Hertzschen Arbeiten die Ubersicht 
zu erleichtern, sind solche Ausdriicke, welche dieselbe Bedeutung haben wie 
dort, bei ihrer Einfiihrung durch einen Stern gekennzeichnet. 


1) P. Hertz, Uber Axiomensysteme fiir beliebige Satzsysteme, Math. Annalen 
101 (1929); beztiglich obiger Frage siehe vor allem §1 und 7. Weitere Arbeiten von 
P. Hertz tiber denselben Gegenstand finden sich in den Math. Annalen 87 (1922) und 
89 (1923), sowie den Ann. d. Philos. 7 (1928); diese werden wir im folgenden als H. 1, 
H. 2, H. 3, die zuvor genannte als H. 4 zitieren. 
Mathematische Annalen. 107. 23 
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§ 1. 
Die ,,Satze“. 
[Vgl. H. 4%), §1.] 
Ein Satz* hat die Form 
Uy Us... Uy > V (vy => 1). 
Die u und v heiBen Elemente*. Man kann sich unter diesen etwa Ereignisse 
vorstellen und den ,,Satz“ so lesen: Das Eintreten der Ereignisse w,, .. ., u, 
bedingt das Eintreten von v. 

Oder man faBt den ,,Satz‘‘ so auf: Ein Elementebereich, der die Ele- 
mente u,,...,u, enthalt, enthalt auch das Element v. 

Man kann sich auch die Elemente als Eigenschaften denken und den 
Satz so deuten: Ein Ding mit den Eigenschaften u,,..., w, hat auch die 
Eigenschaft v. 

Oder man stellt sich unter den Elementen ,,Aussagen‘‘ im Sinne des 
Aussagenkalkiils vor und liest den ,,Satz“‘ so: Wenn die Aussagen u,,..., u, 
richtig sind, so ist auch die Aussage v richtig. 

Unsere Betrachtungen sind von der Art der inhaltlichen Deutung des 
, satzes‘‘ unabhangig, da wir uns nur um dessen formale Gestalt kiimmern 
werden. 

Die u seien voneinander verschieden. Ihre Reihenfolge ist nicht wesentlich, 
d. h. Siatze, die sich nur durch diese unterscheiden, gelten als gleich. 

Doch kann ein u gleich v sein, ein solcher Satz heiBt trivial*. 

Indem wir mit einem groBen Buchstaben ein System von endlich vielen 
Elementen, Komplex* genannt, bezeichnen, kénnen wir einen ,,Satz‘‘ auch 
so schreiben: ee 
Dabei ist also K = (u,, Uo,..., u,). Dieser Komplex hei®t das Antezedens*, 
das Element v das Sukzedens* des Satzes. 

Ein Komplex soll nicht leer sein, auBer wenn dies ausdriicklich zugelassen 
wird. LM bedeute die Vereinigungsmenge von L und M. 

Ein Satz mit nur einem Antezedenselement hei®t linear*, ein linearer 
trivialer Satz, der also die Form v + v hat, tautologisch*. 


§ 2. 
Der ,,Beweis* eines ,,Satzes“ aus anderen ,,Sitzen“. 
(Vgl. H. 4, §1.) 
Man kann aus manchen ,,Satzen“ andere ,,Sitze“ ,,beweisen“, indem 
man gewisse ,,Schlu8weisen“ auf sie anwendet. Z. B. aus u > v und v > w 
kann man schlieBen: u > w. 


*) Siehe Anmerkung *). 
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Ein einzelner Schluf besteht aus einer Anzahl von Satzen, den Prdmissen*, 
und einem weiteren Satz, der Konklusion*, welcher aus den Praimissen ge- 
schlossen wird. Wir wollen zwei solche SchluBweisen einfiihren, von denen 
wir in § 4 zeigen werden, daf8 sie, inhaltlich gedeutet, richtig und ausreichend 
sind: die ,,Verdiinnung*‘ mit einer Primisse und den ,,Schnitt‘‘ mit zwei 
Pramissen. 

1. Eine Verdiinnung (von Hertz ,,unmittelbarer SchluB“ genannt) hat 
die Form: 


L—>t Pramisse 
ML~>v Konklusion 
M darf leer sein. — Wir gebrauchen auch die Ausdrucksweisen: ,,einen Satz 


verdiinnen“, ,,verdiinnter Satz von.. .“. 
Inhaltlich kann man die Verdiinnung als eine Hinzufiigung von Voraus- 
setzungen (M) deuten. 


2. Ein Schnitt hat die Form: 





Untersatz: Obersatz: 
L>u Mu->i Pramissen 
. LM >v Konklusion 


Schnittsatz 


M darf leer sein. uw komme nicht in M vor. u heibt das Schnittelement. 

Wir sagen auch: ,,einen Satz (als Untersatz) mit einem anderen Satz 
(als Obersatz) schneiden“. 

Zwei Satze p und q kénnen entweder iiberhaupt nicht schneidbar sein, 
oder es kann p mit q, doch nicht q mit p schneidbar sein, oder umgekehrt, 
und schlieBlich kann sowohl p mit q wie q mit p schneidbar sein. (In diesem 
Falle ist der Schnittsatz auf beide Weisen trivial, wie man leicht einsieht.) 

Inhaltlich kann man den Schnitt als die Ersetzung einer Voraussetzung (tu) 
durch eine diese umfassende (L) deuten. 

Ein Schnitt von zwei linearen Satzen hat notwendig die Form 


Der Schnittsatz ist also wiederum linear. 

Unter einem Beweis eines Satzes q aus den Satzen p,,..., p, (vy > 0) 
verstehen wir nunmehr eine geordnete Anzahl von Schliissen (d.h. Ver- 
diinnungen und Schnitten*)), deren letzter q als Konklusion besitzt, und in 
der jede Priimisse entweder zu den p gehért oder tautologisch ist, oder mit 
einer vorangehenden Konklusion iibereinstimmt. 


%) Nur insofern als Hertz statt des ,,Schnittes‘* den ,,Syllogismus* benutzt, weicht 
unsere Definition des ,,Beweises‘‘ (und entsprechend der ,,Beweisbarkeit“) von der 
seinigen ab. Siehe den naichsten Paragraphen. 


23* 
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Da8 wir tautologische Siatze als bewiesen anzunehmen gestatten, wird 
sich spiter (s. § 4) als begriindet erweisen. Im tibrigen gibt unsere Definition 
eines Beweises genau das wieder, was man inhaltlich darunter versteht. 

Ein Satz q heiBt aus den Sitzen p,,..., p, beweisbar, wenn es einen 
Beweis fiir q aus p,,..., p, gibt. 


$3. 
Die Aquivalenz unseres Beweisbarkeitsbegriffes mit dem von P. Hertz. 

(Der Inhalt dieses Paragraphen wird fiir das folgende nicht gebraucht.) 

P. Hertz benutzt statt des ,,Schnittes“ eine etwas kompliziertere SchluB- 
weise, den ,,Syllogismus“ (s. H. 4, 8. 462—463). Der Schnitt ist ein spezieller 
Syllogismus. Da wir im iibrigen nicht von den Hertzschen Definitionen 
abgewichen sind, ist die Aquivalenz unseres Beweisbarkeitsbegriffs mit dem 
von P. Hertz gesichert, wenn wir zeigen kénnen, daB der Syllogismus sich 
in einen Beweis in unserem Sinne umformen la8t. Das soll jetzt geschehen. 

Der Syllogismus lautet: 





L, >, 
: Untersatze 
Ly > ty 
Mu,...t, >v Obersatz 
L,...Ily¥M>v Konklusion 


M darf leer sein. 
Wir verwandeln ihn zunichst in folgenden, aus einer Reihe von ein- 
facheren Syllogismen bestehenden Beweis: 








L,>u, Mu,...% >t 
Ly > ty L, Mug... %y > 
lot kent ss. bn me oe 





L....1,M>v 


Jeder einzelne dieser Syllogismen hat bereits die Form eines Schnittes, 
nimlich 
Lo > ta Lo—1.--L, Mug... ty >v 
Le Lo—1 eee L, Mug+1 coco te 





Dies ist nach Definition nur dann kein Schnitt, wenn u, in 
Doi --- Dy Mttgn1...%, 


vorkommt. Dann ist aber die Konklusion ein Verdiinnter des Obersatzes. 
Also laBt sich der Hertzsche Syllogismus in Schnitte und Verdiinnungen 
zerlegen, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
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§ 4. 
Die Richtigkeit und Vollstindigkeit der SchluGweisen, der Normalbeweis. 
(Vgl. H. 3.) 

Unsere formale Definition der Beweisbarkeit und iiberhaupt die Wahl 
unserer SchluBweisen wird nur dann als zweckmiBig erscheinen, wenn fest- 
steht, da8 ein Satz q dann und nur dann aus den Sitzen p,, . . ., p, ,,beweisbar“ 
ist, wenn er inhaltlich eine Folgerung von diesen darstellt. 

Wir werden zeigen kénnen, daB dies in der Tat stimmt, sobald wir den 
zunichst etwas unklaren Begriff ,,Folgerung“ gemia8 einer inhaltlichen 
Deutung unserer ,,Satze“ folgendermaBen durch Definition festlegen: 

Wir fiihren erst einen Hilfsbegriff ein: 

Wir sagen von einem Komplex von Elementen, da8 er einem vorgelegten 
Satz gentige* (s. H. 3), wenn er entweder nicht alle Antezedenselemente des 
Satzes enthalt, oder aber alle diese und zugleich das Sukzedens. — Dafiir, 
da8 ein Komplex einem Satz nicht geniigt, ist also notwendig und hinreichend, 
da8 er dessen Antezedens enthilt, aber das Sukzedens nicht. 

Wir betrachten nun den Komplex K aller (endlich vielen) Elemente von 
p,.-.p, und q und nennen q dann (und nur dann) eine Folgerung von 
p,-..p,*), wenn jeder Teilkomplex von K, der den Sitzen p,... p, ge- 
niigt, auch q geniigt. 

(Legt man die Auffassung des Aussagenkalkiils zugrunde, so tritt an 
die Stelle eines Teilkomplexes von K eine Verteilung von Wahrheitswerten 
auf die Elemente von K, bei der die Elemente dieses Teilkomplexes den Wert 
»wahr“, die tibrigen den Wert ,,falsch“ erhalten. Bei dieser Auffassung sind 
die folgenden Beweise ganz entsprechend durchfiihrbar. Auch bei den iibrigen 
obengenannten inhaltlichen Deutungen des ,,Satz‘‘-Begriffs erweist sich 
unser Folgerungsbegriff als angemessen.) 

Nun lautet der eine Teil der oben ausgesprochenen Behauptung, den 
wir als die ,,inhaltliche Richtigkeit“‘ unserer SchluBweisen bezeichnen kénnen, 
folgendermaSen: 

Satz 15). Wenn ein Satz q aus den Sitzen p,...p, ,,beweisbar“ ist, 
so ist er eine ,,Folgerung“ dieser. 

Den Beweis®) hierfiir fiihren wir in fiinf einfachen Schritten: 

1. Ein tautologischer Satz ist Folgerung jedes beliebigen Satzes. 


*) Hertz gebraucht die Ausdrucksweise (s. H. 3): ,,q wird von p;,... py impliziert“. 
5) Wenn wir die Worte ,,Satz‘‘ und ,,Beweis“ im iiblichen Sinne, ais Bestandteile 
unserer Sprache, gebrauchen, ist damit natiirlich etwas ganz anderes genivint als mit 
den rein formal eingefiihrten Begriffen ,,Satz‘‘ und ,,Beweis‘* (welche auch bei inhalt- 
licher Deutung noch wesentlich enger als jene sind); Verwechslungen diirften stets 
durch den Zusammenhang ausgeschlossen sein. 
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Das ist klar, da jedem tautologischen Satz jeder beliebige Komplex 
genigt. 

2. Ein Verdiinnter eines Satzes ist eine Folgerung desselben. 

Das Verdiinnungsschema lautete: 

Lv 

Ein dem Satz L — v geniigender Komplex enthalt entweder nicht das 
ganze Antezedens L, also auch nicht das ganze Antezedens ML des ver- 
diinnten Satzes, damit geniigt er auch diesem; oder er enthalt J und zugleich v, 
dann geniigt er ebenfalls dem verdiinnten Satz, da er dessen Sukzedens v 
enthalt. 

3. Ein Schnittsatz zweier Satze ist eine Folgerung der beiden. 

Das Schnittschema lautete: 

Lou Mu-— v 
LM-—>v 

Ein Komplex, der dem Schnittsatz nicht geniigt, miiBte nimlich LM 
enthalten, und v nicht. Enthielte er ferner u, so wiirde er dem Obersatz 
nicht geniigen, enthielte er u nicht, so geniigte er dem Untersatz L — u 
nicht. Wenn also ein Komplex beiden Pramissen geniigt, so geniigt er auch 
dem Schnittsatz. 

4. Ein Satz, der aus (einer bzw. zwei) Primissen, welche bereits Folge- 
rungen von p,... 9, sind, durch Verdiinnung bzw. Schnitt hervorgeht, ist 
ebenfalls eine Folgerung von p, ... p,. 

Denn da er nach 2., 3. eine Folgerung der Primissen ist, so wiirde ein 
Komplex, der ihm nicht geniigte, auch mindestens einer seiner Primissen 
nicht geniigen, also auch nicht simtlichen p. 

5. Liege nun ein Beweis fiir q aus p,...p, vor. Jeder der Sitze p ist 
trivialerweise eine Folgerung von p, .. . p,, ebenso nach 1. jeder tautologische 
Satz; und aus 4. folgt dann, daB jeder Satz des Beweises, speziell also q, 
eine Folgerung von p, ... p, ist. 

Schwieriger ist der Beweis des anderen Teiles unserer Behauptung, den 
wir als die ,,inhaltliche Vollstindigkeit“‘ unserer SchluBweisen bezeichnen 
kénnen und den wir so aussprechen: 

Wenn ein Satz q eine ,,Folgerung“ 
diesen ,,beweisbar“®), 


der Satze p, ...p, ist, so ist er aus 


Mit Riicksicht auf spitere Anwendungen wollen wir den Satz gleich in 
wesentlich scharferer Form beweisen, indem wir nimlich zeigen werden, daB 


*) P. Hertz beweist den analogen Satz fiir seine SchluBweisen in H. 3. Auf Grund 
unseres §3 kénnten wir uns hierauf berufen, wir geben jedoch einen neuen Beweis, 
da wir die dabei zugleich erhaltene ,,Normalform“ des ,,Beweises‘‘ spiter brauchen 
werden. Der Hertzsche Beweis fiihrt auf eine ,,aristotelische Normalform“, die fir 
unsere Zwecke nicht geeignet ist. 
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es sogar immer einen ,,Beweis‘‘ von einer ganz bestimmten Normalgestalt 
gibt, die wir sofort angeben werden. 
Wir bemerken zunichst, daB, wenn q trivial ist, und t der tautologische 
Satz mit gleichem Sukzedens, q aus p,...p, durch den Beweis 
t 


q 
sofort beweisbar ist. 


Wir kénnen uns also fortan auf nicht triviales q beschrinken. 
Unter einem Normalbeweis eines nicht trivialen Satzes q aus den Satzen 


p, .--P, (vy 1) verstehen wir einen Beweis, der sich in folgender Gestalt 
schreiben laBt: 





Tt) So 
ty $; 
To-1 $o—1 
Sh eto 
= 
mit 9>0. (Fiir 9 = 0 ist natiirlich die Form ? gemeint.) Dabei bedeute 
t, 6 
S241 


stets einen Schnitt mit r, als Untersatz, 5, als Obersatz, s,,, als 
Schnittsatz. 

Es komme kein trivialer Satz vor. Die Anfangsséitze so, to, ..., To—1 
gehéren zu den p. (Nicht alle Sitze p brauchen vorzukommen, auch darf 
derselbe Satz mehrmals auftreten.) 

Man sieht: Bei einem Normalbeweis findet eine einzige Verdiinnung 
(die natiirlich den Satz s, auch ungedndert lassen kann), und zwar am Ende, 
statt, vorher nur Schnitte (eventuell keine); und bei diesen gehért stets der 
Untersatz zu den p. Die Sitze so... % , q haben alle das gleiche Sukzedens 
(s. d. Schnittschema). Im ganzen Beweis kommen keine anderen Elemente 
vor als die von p,... p, und q, da bei einem Schnitt keine Elemente auftreten 
kénnen, die nicht schon im Ober- oder Untersatz vorkamen’). 


7) Unser Normalbeweis entspricht ungefihr dem ,,goklenischen Normalbeweis* 
bei Hertz. Entsprechend l48t sich ein Analogon zum ,,aristotelischen Normalbeweis" 
aufstellen, doch gilt fiir diesen kein dem Satz 2 entsprechender Satz, wie das Beispiel 
zeigt: 

d—>b ab—>c 


ea da->c 











ed—~>c 


mit p, =—d—>b, p, = abc, p, = ¢ >a, q = ed ->c. Man iiberlegt sich leicht, 
daB in diesem Falle kein Beweis (durch Schnitte und Verdiinnungen) médglich ist, 
in dem jeder Obersatz zu den p gehért. 
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Nunmehr sprechen wir unsere Behauptung in folgender Form aus: 
Satz 2°). Wenn ein nicht trivialer Satz q eine ,,Folgerung“ der Satze 

P, --- Pp, ist, so gibt es einen ,,Normalbeweis“ fiir q aus p, ... p,. 
Beweis. Sei q von der Form 


L-+v. 
Wir betrachten das System G aller derjenigen Sitze, die v als Sukzedens 
haben, nicht trivial sind, und fiir die es einen Normalbeweis aus p, .. . p, 


ohne Verdiinnung (d.h. von der obigen Normalgestalt ohne die am Ende 
stattfindende Verdiinnung) gibt. (Speziell gehéren also die Siatze dieser 
Form unter den p selbst zu S.) Das System G ist endlich, da aus den endlich 
vielen Elementen der p iiberhaupt nur endlich viele Sitze méglich sind und 
bei Schnitten niemals neue Elemente auftreten. 

Gibt es nun in S einen Satz, dessen Antezedens ganz in L enthalten 
(eventuell gleich L) ist, so ist q ein Verdiinnter dieses Satzes und damit die 
Behauptung bewiesen. 

Das sei nicht der Fall. Alsdann werden wir einen Widerspruch zu der 
Voraussetzung, daB q eine Folgerung von p, ... p, sei, nachweisen, nimlich 
einen Teilkomplex N des Komplexes K der Elemente von p,...p,, q an- 
geben, der den Sitzen p, ...p, geniigt, q jedoch nicht. 

N stellen wir in der Weise her, daB wir eine Reihe von Komplexen 

M,, M,,....M, = N 
konstruieren, deren jeder aus dem vorigen durch Hinzufiigen eines Elements 
entsteht. Als M, nehmen wir L, das Antezedens von q. Wenn M, bestimmt 
ist, erhalten wir M, ,, folgendermaBen: 

Wir wahlen aus den p einen Satz aus, dem der Komplex M, nicht ge- 
niigt. (Wenn es keinen solchen gibt, s. u.) Dessen Sukzedens gehért also 
nicht zu M, (wohl aber das ganze Antezedens), wir tun es zu M, hinzu und 
erhalten so M, ,,. 

Offenbar tritt nach endlich vielen Hinzufiigungen der Fall ein, daB der 
letzte Komplex M,, den wir dann als N nehmen, afien p geniigt. Denn die 
p haben nur endlich viele Elemente, und der Komplex aller dieser Elemente 
geniigt sicher jedem p. 

Wenn wir nun noch zeigen kénnen, daB der so erhaltene Komplex N 
das Sukzedens v von q nicht enthalt, dann sind wir fertig, denn dann geniigt 
er q nicht, obwohl er allen p geniigt. 

Zu dem Zweck beweisen wir durch Induktion folgende Behauptung: 

Jedes M geniigt allen Satzen des Systems S und enthialt das Element v 
nicht. 

Daraus folgt dann natiirlich s fort, daB v in N nicht vorkommt. 


8) Vgl. Anmerkung °). 
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Zunichst gilt die Behauptung fiir M,, d.h. LZ. L enthialt v nicht, sonst 
wire q trivial. Wiirde L einem Satz von S nicht geniigen, so enthielte es 
dessen Antezedens ganz. Diesen Fall haben wir schon oben ausgeschlossen. 

Sei nun die Behauptung fiir M, richtig, fiir M,,, zu beweisen. Es sei 
M,., = uM,, und O +u derjenige Satz unter den p, der zur Zufiigung 
von u AnlaB gab. D.h. M, geniigt diesem nicht. O gehért also ganz zu M,. 
v kommt in M, nicht vor (nach Induktionsvoraussetzung), also auch nicht 
in O. u+ v, denn sonst wire O > u ein Satz von S, dem M, nicht geniigt. 
Also enthalt auch M,,, das Element v nicht. 


Gebe es nun einen Satz von GS, dem M,,, nicht geniigt. Ein solcher 
muB8, da M, ihm noch geniigt, offenbar die Form haben: 


Pu—- v. 


P kann leer sein, u komme darin nicht vor. Pu gehért zu M,,,, also P 
bereits zu M,. Nun betrachten wir den durch Schnitt von O > u mit Pu > v 
entstehenden Satz 


OP +v. 


Dieser gehért zu S. Denn fiir Pu - v (als Satz von G) gibt es einen Normal- 
beweis aus den p ohne Verdiinnung, und durch Zufiigung dieses Schnittes, 
bei dem O — u, also ein Satz von p, Untersatz ist, entsteht ein Normalbeweis 
ohne Verdiinnung fir OP +v. OP -v ist ferner nicht trivial, da v in O 
und P nicht vorkommt. 

Damit haben wir einen Satz von S, dem M, nicht geniigt (O und P 
gehéren zu M,, doch v nicht), also einen Widerspruch, womit Satz 2 be- 
wiesen ist. 

Fiir das spitere brauchen wir vom Inhalt dieses Paragraphen nur zwei 
einfache Folgerungen von Satz 1 und 2, die wir so aussprechen: 

Satz 3. Ist ein nicht trivialer Satz q aus den Sitzen p, . . . p, beweisbar, 
so gibt es einen Normalbeweis fiir q aus p,... p,. 

Dies folgt sofort aus Satz 1 und 2 zusammen. Man kann diesen Satz 
auch ohne den Umweg iiber den Folgerungsbegriff direkt gewinnen, indem 
man einen beliebigen Beweis schrittweise in einen Normalbeweis umformt. 
Wir haben den Umweg gewahlt, weil er nicht wesentlich langwieriger ist und 
wichtige zusitzliche Ergebnisse, nimlich die Richtigkeit und Vollstandigkeit 
unserer SchluBweisen lieferte. 

Satz 4. Ist ein nicht tautologischer linearer Satz q aus den linearen 
Saitzen p,...p, beweisbar, so gibt es unter den p eine Reihe von Sitzen 
der Form 

U>,, Vy > Ug, ..-5 4 >W (A => 0), 


wobei u > w = q ist, und v,...,, u, w lauter verschiedene Elemente sind. 
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Nach Satz 3 gibt es nimlich einen Normalbeweis fiir q aus p,... p,. 
Dieser mu8 offenbar so aussehen: 
Zo 1 Seis *o Xo —- @ 
zy “> ro Zo - u 
*- ry z — @ 
“ti—->w 
u>w 


Denn es kénnen nur lineare Sitze in ihm vorkommen, weil q und die p 
linear sind und ein Schnitt zweier linearer Saitze wieder einen linearen Satz 
ergibt. Die zu den p gehérigen Anfangssiitze 

U>Z-, ZZ, «+, Bony > 2p. Np 
erfiillen nun schon beinahe die Behauptung; doch brauchen die Elemente u, 
2, +++) Zp, w nicht alle verschieden zu sein. 

Sind nun mehrere von diesen identisch, so lassen wir in dieser Satzreihe 
die zwischen dem ersten und letzten Auftreten desselben Elements liegenden 
Satze weg. So erhalten wir schlieBlich eine Reihe von Satzen, bei denen nur 
noch aneinandergrenzende Elemente gleich sind, diese erfiillt die Behauptung. 
(Da u + w ist, werden bei unserem Verfahren nicht etwa alle Satze gestrichen.) 


> Ww 


§ 5. 
Systeme von Sitzen. 
(Vgl. H. 4, 8S. 465—466.) 

Ein System von Satzen heibt hinsichtlich Schnitten abgeschlossen, wenn 
jeder mégliche Schnitt zweier Satze des Systems wieder einen Satz des 
Systems ergibt. 

Ein abgeschlossenes Satzsystem* zu einem gegebenen Elementenbereich 
ist ein System von Satzen, die aus Elementen des Bereichs bestehen, und dem 
jeder aus Siitzen des Systems beweisbare Satz, wobei Verdiinnungen nur 
mit Elementen des Bereichs zugelassen sind, angehdrt. 

Einem abgeschlossenen Satzsystem gehéren offenbar alle aus Elementen 
des Bereichs zu bildenden trivialen Satze an. (Denn diese sind bereits aus 
0 Satzen beweisbar.) 

Satz 5. Nimmt man zu einem hinsichtlich Schnitten abgeschlossenen 
System GS alle mit Elementen des Systems méglichen Verdiinnten der Satze 
des Systems sowie alle trivialen Satze (aus diesen Elementen) hinzu, so hat 
man ein abgeschlossenes Satzsystem G. 

Das folgt sofort aus Satz 3. Denn sei q ein nicht trivialer, aus S (d. h. 
aus Satzen von G) beweisbarer Satz. Dann ist er natiirlich auch aus S be- 
weisbar, und der Beweis la8t sich nach Satz 3 mit einer einzigen Verdiinnung 





~~, 








Axiomensysteme zu unendlichen Satzsystemen. 339 


am Schlu8, und nur Siatzen von S als Anfangssitzen, fiihren. Da deren 
Schnitte Sitze von S ergeben, ist q ein Satz von G. 

Kin Satzsystem heift linear, wenn jeder Satz des Systems Verdiinnter 
eines ebenfalls zum System gehérigen linearen Satzes ist. 

Ein A ziomensystem* zu einem abgeschlossenen Satzsystem ist ein System 
von Sitzen, die dem Satzsystem angehéren und aus denen sich alle Satze 
des Satzsystems beweisen lassen. 

Ein Satzsystem heibt wnabhdngig*, wenn sich keiner seiner Sitze aus 
anderen beweisen laBt. (Ein solches enthilt also keine trivialen Sitze.) 

Uns interessiert speziell die Unabhingigkeit von Axiomensystemen. 


§ 6. 
Unabhingigkeit von Axiomensystemen. 


Wir werden in diesem Paragraphen einige Tatsachen ohne genauen Beweis 
anfiihren, die spaiter nicht benutzt werden, jedoch fiir das Verstindnis des 
2. und 3. Abschnitts sehr wesentlich sind. Die Beweise finden sich in H. 4 
an den jeweils angegebenen Stellen. 

Zu jedem endlichen abgeschlossenen Satzsystem gibt es ein unabhangiges 
Axiomensystem. [H. 4, 8. 466%).] 

Man erhalt naimlich ein unabhingiges Axiomensystem, indem man Sitze, 
die etwa noch aus anderen beweisbar sind, der Reihe nach streicht. 

Dieses Streichverfahren kann versagen, wenn das Satzsystem unendlich 
ist. Es kann z.B. vorkommen, daB dabei alle Siatze gestrichen wiirden. 
(H. 4, 8.470—471.) Trotzdem kann es ein unabhingiges Axiomensystem 
geben. (H.4, S. 471.) 

Sehr lehrreich ist das folgende (von Hertz angegebene) Beispiel eines 
hinsichtlich Schnitten abgeschlossenen Systems WM linearer Sitze, fiir das es 
kein unabhingiges Axiomensystem (in leicht verstindlicher Abwandlung 
dieses von uns nur fiir abgeschlossene Satzsysteme eingefiihrten Begriffs) 
aus linearen Saitzen gibt, wihrend das durch Hinzunahme der (im Elementen- 
bereich méglichen) verdiinnten und trivialen Sitze entstehende lineare ab- 
geschlossene Satzsystem  (s. § 5) trotzdem ein unabhingiges Axiomensystem 
besitzt (das natiirlich nicht aus lauter linearen Satzen besteht). 

Das System % besteht aus den Siitzen: 


W,: a, >a, (vy > 1), 


UW: a, > a, (A>p>}). 
(H. 4, 8. 469—470, 482—483.) 
®) Wir brauchen solche Satzsysteme, die nur aus trivialen Sitzen bestehen, nicht 
auszuschlieBen, wenn wir ein leeres Axiomensystem zulassen. 
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Die Unméglichkeit eines unabhingigen Axiomensystems beruht auf 
folgenden zwei Tatsachen (Beweise fiir diese bei Hertz): 

1. Die Satze von W, miissen aus jedem Axiomensystem von % ohne 
Benutzung von Y,-Satzen beweisbar sein. 

2. Aus einem &,-Satz und den &,-Siatzen sind alle U,-Satze mit kleinerem » 
beweisbar; doch keiner mit gréBerem ». 

Aus diesen beiden Tatsachen folgt nimlich: Es miissen mindestens zwei 
U,-Satze unter den Axiomen vorkommen, und dann wire der mit kleinerem » 
aus anderen Axiomen beweisbar, das Axiomensystem also nicht unabhangig. 

Ein ganz entsprechender Sachverhalt liegt bei dem im 2. Abschnitt an- 
zugebenden Beispiel eines abgeschlossenen Satzsystems ohne unabhingiges 
Axiomensystem vor. 

Wenn man dagegen das System & zu einem linearen abgeschlossenen 
Satzsystem % erweitert, so besitzt dieses, wie schon gesagt, ein unabhingiges 
Axiomensystem. Ein solches ist z. B. (H. 4, 8. 482) 


Q_Q, a> a3 as, —- a3 
@,4,0, > a, as, > a 


Die Unabhangigkeit wird dadurch erreicht, daB statt der U,-Sitze Ver- 
diinnte von diesen genommen werden, aus denen der zugehdérige U,-Satz 
jeweils erst mit Hilfe der vorangehenden (im Schema in der linken Reihe 
dariiberstehenden) Axiome zu beweisen ist, so daB man nun nicht mehr 
die vorangehenden Axiome aus den spiiteren (mit Hilfe der U,-Satze) be- 
weisen kann. 

Das im 2. Abschnitt zu gebende Beispiel ist so konstruiert, da8 dieser 
Trick nicht anwendbar ist. Das betreffende Satzsystem ist auch nicht linear, 
und kann es nicht sein, weil lineare abgeschlossene Satzsysteme stets ein 
unabhingiges Axiomensystem besitzen, was im 3. Abschnitt gezeigt werden 
soll. Dabei wird unter anderem auch der eben genannte Trick, gewisse Ver- 
diinnte der linearen Sitze als Axiome zu nehmen, um dadurch Unabhingigkeit 
zu erreichen, Anwendung finden. 


§ 7. 
Die ,,Maximalnetze“. 
(Der Inhalt dieses Paragraphen wird nur im 3. Abschnitt gebraucht.) 
(Vgl. H.1, Nr. 10—16.) 
Beziiglich eines gegebenen abgeschlossenen linearen Satzsystems © fiihren 
wir folgende Begriffe ein: 
Kin nicht tautologischer linearer Satz u + v von S mit der Eigenschaft, 
da8 auch v +u zu & gehért, heiBt ein Netzsatz. 





a @& @Dre = 


—" 
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Ein Element, das in irgendeinem Netzsatz vorkommt, heiBt ein Netz- 
element. 

Die Menge aller Elemente v zu einem festen Netzelement u, fiir die u + v 
und v + u Sitze von & sind, heiB®t ein Mazimalnetz*"), 

(Ein solches enthilt also mindestens zwei Elemente.) 

Satz 6. Jedes Netzelement gehért genau einem Maximalnetz an. 

Da8 es einem angehért, ist klar. Gehére nun u zwei verschiedenen 
Maximalnetzen an und seien diese durch v bzw. w bestimmt. (Eins von beiden 
kann gleich u sein.) Also u—>v, v >u; u—>w, w +4 sind Sitze von GS. 
Sei z ein Element, das nur dem einen von beiden angehért, etwa dem durch 
v bestimmten Maximalnetz. Dann sind v > z, z + Sitze von S. Nun 
erhalt man durch Schnitte aus diesen und den vorigen Sitzen: 

w->v, w>2 und v>-w, 2>w. 

Die Schnittsitze gehéren zu G, da dieses System als abgeschlossen voraus- 
gesetzt war. 

Also gehért z auch zu dem durch w bestimmten Maximalnetz, im Wider- 
spruch zu der Annahme. 

Zusitze: Die Elemente eines Netzsatzes gehéren (nach Satz 6) beide 
demselben Maximalnetz an. 

Sind uw und wv zwei beliebige Elemente desselben Maximalnetzes, so sind 
u—v und v +4 Siatze von S. (Folgt leicht.) 

Ein linearer Satz von G, in dem ein Element Netzelement ist, das andere 
kein Element desselben Maximalnetzes, heiBt ein Halbnetzsaiz. 


2. Abschnitt. 


Angabe eines unendlichen abgeschlossenen Satzsystems, das kein 
unabhangiges Axiomensystem besitzt. 


§ 1. 


Aufstellung des als Beispiel dienenden Satzsystems &. 
Die Elemente des Systems sind 
ee ae 
(alle voneinander verschieden). 
Wir betrachten zunichst ein System & von Sitzen, die wir in zwei 
Klassen einteilen: 
W,: a,b-+c fiir beliebige », 
YW: a->a, fir iA<y. 


1) Hertz schlieBt in den Begriff ,,Maximalnetz’ noch die zugehérigen Netzsitze 
mit ein; unsere Aussagen bleiben auch bei dieser Auffassung richtig. 
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(Diese Einteilung entspricht der in U, und YW, bei dem im 1. Abschnitt, § 6, 
angegebenen System.) 

@ ist hinsichtlich Schnitten abgeschlossen. 

Beweis. Ein Schnitt zweier U,-Sitze ist nicht méglich, da c in keinem 
Antezedens vorkommt. 

Ein Schnitt zweier W,-Saitze hat die Form: 

a >a. a, —> 4, 
a, > a, 
mit 9<o, ¢< 1, also 9o< 1, d.h. der Schnittsatz gehért wieder zu Y,. 
Ein Schnitt cines U,- und eines U,-Satzes hat die Form (c kann nicht 
Schnittelement sein, da es in keinem &,-Satz vorkommt): 
1 > a. a_b— 
s 
Der Schnittsatz gehért wieder zu 4Y,. 

Damit ist die Abgeschlossenheit von % hinsichtlich Schnitten gezeigt. 

Nun nehmen wir zu Y, alle nicht trivialen Verdiinnten von Y,-Siatzen 
(mit Elementen von & gebildet) hinzu, dies System nennen wir %,; ebenso 
bezeichnen wir das aus &, durch Hinzunahme aller nicht trivialen Verdiinnten 
von U,-Satzen (mit Elementen von YM) entstehende System als ,. 

Beide Systeme (%,, 8,) haben keine Satze gemeinsam, denn die ,-Siatze 
haben simtlich c als Sukzedens, die $,-Sitze nie. 

%, und %, zusammen mit den aus den Elementen von & zu bildenden 
trivialen Sitzen bilden nun ein abgeschlossenes unendliches Satzsystem Y. 
(S. Satz 5, 1. Abschnitt, § 5.) 

Von diesem System YW wollen wir zeigen, daB es kein unabhingiges 
Axiomensystem zu ihm gibt. 

Fiir das Verstindnis des Folgenden lese man zuerst den Beweis in § 3, 


alsdann wird der Zweck der einzelnen in § 2 bewiesenen Hilfssitze deutlich. 


§ 2. 
Einige Hilfssiitze iiber das System 4%. 

Als ,,Grad“ eines $,-Satzes bezeichnen wir den kleinsten bei den in 
seinem Antezedens vorkommenden a auftretvenden Index. 

(Z. B. a3a,a,b +c hat den Grad 2.) 

Nr... Eine Verdiinnung eines $,-Satzes mit Systemelementen ergibt 
einen %,-Satz, und zwar nicht von gréBerem Grade als zuvor, oder einen 
trivialen Satz, doch nie einen %,-Satz. 

Nr. 2. Eine Verdiinnung eines %,-Satzes mit Systemelementen ergibt 
einen %,-Satz oder einen trivialen Satz, doch nie einen $,-Satz. 

Beide Behauptungen (Nr. 1 und 2) sind leicht als richtig zu erkennen. 
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Nr. 3. Ein Schnitt von zwei %,-Sitzen ist nicht méglich, da beide c 
als Sukzedens haben und keiner ¢c im Antezedens hat. 

Nr. 4. Ein Schnitt von zwei $,-Sitzen ergibt einen $,-Satz oder einen 
trivialen Satz. 

Denn der Schnittsatz gehért zu YU und kann nicht c als Sukzedens haben. 

Nr. 5. Ein Schnitt eines $,-Satzes mit einem $,-Satz (der also Obersatz 
ist, s. 1. Abschnitt, § 2) ergibt einen %,-Satz oder einen trivialen Satz. (Da 
im Schnittsatz c nicht Sukzedens ist.) 

Ein Schnitt eines $,-Satzes mit einem %,-Satz ergibt entweder einen 
trivialen Satz oder einen $,-Satz (da c Sukzedens bleibt), und zwar ist dieser 
nicht von gréBerem Grad als der Obersatz. 

Beweis fiir die letzte Behauptung: Der Grad des Obersatzes sei 
u, d.h. a, ist das a mit kleinstem Index, das in ihm vorkommt. Ware nun 
der Grad des Schnittsatzes gréBer, so miiBte a, das Schnittelement sein. 
Das heiBt der Untersatz hatte die Form: 


-(b) (c) a,, ... @, >a 


u 
(6 und c kénnen vorkommen, brauchen es aber nicht). Dieser ist Ver- 
diinnter eines U,-Satzes, der also die Form hat: 

a, > dy. 
Nach Definition der %,-Siatze ist dann »,< yu. Nun kommt a, auch im 
Schnittsatz vor, dieser hat also einen kleineren Grad als yp, entgegen der An- 
nahme. 

Nr. 6. Kommt in einem Normalbeweis aus Sitzen von & ein %,-Satz 
als Anfangssatz vor, so tritt 6 im Antezedens des Endergebnisses des Be- 
weises auf. 

Sei niimlich der %,-Satz der Satz r, bzw. s, im Schema des Normal- 
beweises (1. Abschnitt, § 4); dann kann in der Satzreihe r,s,,,...5.q bzw. 
Sy - - . Sq das im Antezedens des ,-Satzes vorkommende 6 niemals verloren- 
gehen; denn es kann 6 nie Schnittelement sein, da b in keinem nicht trivialen 
Satz von W als Sukzedens auftritt. 

Nr. 7. Aus allen Satzen von YU, und einem %,-Satz sind alle 8,-Sitze 
von nicht gréBerem Grade als dieser beweisbar. 

Beweis. Der %,-Satz sei: 


eer ee re 


"1 “ 0 
Dabei sei bereits v, der Grad, also der kleinste Index. 
Nun sind 
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Sitze von U,. Schneidet man den ersten mit dem %,-Satz, den zweiten 
mit dem Schnittsatz, den dritten mit dem hierdurch erhaltenen Schnitt- 
satz, usw., so entsteht schlieBlich 


a,, b —> Cc, 
(Ist @ = 1, so steht dies sofort da und die Zwischenbetrachtung fallt weg.) 


Dies ist der (eindeutig bestimmte) U,-Satz von demselben Grad wie der 
urspriingliche %,-Satz. Aus ihm folgen nun leicht alle M,-Satze kleineren 
Grades: 

Sei nimlich u < », so ist a, +a,, ein U,-Satz, und dessen Schnitt mit 
dem %,-Satz ergibt: a,6 —c, den U,-Satz vom Grade yw. 

Aus den &,-Satzen folgen durch Verdiinnungen die $,-Siatze derselben 
Grade, womit der Hilfssatz Nr. 7 voll bewiesen ist. 


§ 3. 

Beweis der Unméglichkeit eines unabhingigen Axiomensystems fiir %. 

Das geht jetzt sehr rasch, da die Hilfssitze alles Wesentliche schon ent- 
halten. (Vgl. 1. Abschnitt, § 6.) 

Wir nehmen an, es gibe ein unabbingiges Axiomensystem € von Y. 
Diejenigen Axiome, die %,-Satze sind, mégen das System €, bilden. 

Behauptung: Aus ©, sind bereits alle U,-Siatze beweisbar. Dies folgt 
ohne weiteres aus §2, Nr.6. Denn jeder Y,-Satz soll aus den Axiomen be- 
weisbar sein, der Beweis li8t sich in Normalform bringen (Satz 3), und dann 
kann nach §2, Nr. 6, kein $,-Satz Anfangssatz sein, da ja 6 im Ergebnis 
nicht auftritt. 

Aus €, ist kein %,-Satz beweisbar. (Nach Satz 3 und § 2, Nr. 2 und 4.) 

Also mu8 das Axiomensystem € mindestens einen %,-Satz enthalten. 

Nun ergibt Satz3 und §2, Nr. 3, 4, 5, 1 und 2: 

Aus €, und einem $,-Axiom ist kein $,-Satz von gréBerem Grade be- 
weisbar (als das Axiom ihn hat). Es gibt aber %,-Siatze beliebig grofen 
Grades. Also muB8 noch ein zweiter $,-Satz von gréBerem Grade als der erste 


Axiom sein. (€ mu8 sogar unendlich viele 6,-Siatze enthalten; doch brauchen 
wir diese Tatsache nicht.) 


Nunmehr folgt aus § 2, Nr. 7: 


Das erste $,-Axiom ist aus dem zweiten zusammen mit den Axiomen €, 
(aus denen ja alle &,-Satze folgen) beweisbar. 


Also ist das Axiomensystem nicht unabhingig. 
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3. Abschnitt. 


Aufstellung eines unabhangigen Axiomensystems fiir ein gegebenes 
abzahibar unendliches abgeschlossenes lineares Satzsystem. 


§1. 
Ubersicht tiber das Verfahren. 

Ein beliebiges abzihlbar unendliches abgeschlossenes lineares Satz- 
system S sei gegeben. 

Wir werden (in § 2) ein Teilsystem I von S 
nachweisen werden, da8 es ein Axiomensystem von 
abhangiges (§ 4) ist. 

Bei der Aufstellung von T gehen wir aus von dem System GS der nicht 
tautologischen linearen Satze von S. Dies ist ein Axiomensystem von G, 
im allgemeinen natiirlich kein unabhangiges. 

Wir werden zunichst aus den Netzsitzen (1. Abschnitt, §7) von S 
Axiome auswihlen, die dann bereits einen Teil von T darstellen (§ 2, Nr. 1). 

Da man die Elemente eines Maximalnetzes sozusagen alle als gleich- 
bedeutend arisehen kann (man kann sie in einem Satz durch einander ersetzen, 


erstellen, von dem wir 
(§ 3), und zwar ein un- 


h 
S 


~ 


ohne seine Zugehérigkeit zu G zu andern), so geniigt es ferner, aus jedem 
Maximalnetz ein Vertreterelement auszuwihlen und unter den Halbnetz- 
sitzen von S nur noch solche zu betrachten, deren Netzelemente Vertreter 
sind!4), (§2, Nr. 2, 1. Schritt.) 

Der dann folgende 2. und 3. Schritt (§ 2, Nr. 2) stellen den Kern des 
Verfahrens dar. Im 3. Schritt werden an Stelle der linearen Satze, von denen 
ausgegangen wurde, gewisse Verdiinnte als Axiome (zu T) genommen; in 
ihnlicher Weise wie bei dem im 1. Abschnitt, §6, beschriebenen Beispiel. 
Da dies allein nicht ausreicht, um die Unabhingigkeit der Axiome zu gewiahr- 
leisten, geht der 2. Schritt voran, in welchem Sitze gestrichen und um- 
geordnet werden. 


§ 2. 
Aufstellung des Axiomensystems T. 
Nr.1. Auswahl von Axiomen aus den Netzsitzen. 
Man betrachte die in irgendeiner fest gewahlten Abzahlung der Satze von 
S vorkommenden Netzsiitze, diese bilden eine Reihe f,. Die Reihe $3, gehe 
man durch und fndere sie so ab: 
Ist ein Satz aus vorangehenden (in der schon abgeinderten Reihe) be- 
weisbar, so wird er weggelassen. Ist das nicht der Fall, so bleibt der Satz, 
11) Ein analoges Verfahren fiir endliche Systeme wird von Hertz in H. 1, Nr. 36, 
42, 43 angewandt. 
Mathematische Annalen. 107. 94 
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er heiBe u -> v, stehen, und es wird gleich der Satz v — u, der nach Definition 
der Netzsitze auch zu $3, gehért, danebengeschrieben. 

So entsteht eine neue Reihe 9, diese stellt bereits einen Teil von T dar. 

Nr. 2. Herstellung der iibrigen Axiome. 

1. Schritt. (Vertreterauswahl aus den Halbnetzsitzen.) 

Man ordnet jedem Maximalnetz (beziiglich S) dasjenige von seinen 
Elementen, das in der Abzihlung der Siatze von GS als erstes vorkommt, als 
» Vertreterelement“ zu. Nun geht man die Reihe der Sitze von S durch 
und laBt jeden Halbnetzsatz fort, der ein Netzelement enthilt, das nicht 
der Vertreter scines Maximalnetzes ist. Ferner werden alle Netzsiitze weg- 
gelassen. (Diese wurden ja schon unter Nr. 1 gesondert betrachtet.) Die 
iibrigbleibenden Siatze von S bilden eine Reihe, die wir Q, nennen. 

2. Schritt. (Streichung und Umordnung von Sitzen.) 

Man gehe die Reihe Q, durch und andere sie so ab: 

Man komme zu einem Satz u — v. 

Ist er aus schon vorangehenden, in der abgeinderten Reihe, beweisbar, 
so wird er weggelassen. 

Ist das nicht der Fall und gibt es unter den vorangehenden (in der neuen 
Reihe) einen Satz der Form u —w und zugleich irgendwo in Q, den Satz 
w —v, so wird statt u —v zuniichst w — v hingeschrieben. 

Gibt es mehrere solche Méglichkeiten, so wahlt man diejenige aus, die 
durch den ersten vorangehenden Satz, der diese Eigenschaft hat, bestimmt 
wird. 

Der neu hingeschriebene Satz wird alsdann ebenfalls auf dieselbe Eigen- 
schaft untersucht und eventuell wieder durch einen anderen ersetzt, usw. 
Dabei kann nie ein Satz auftreten, welcher aus den ihm in der (durch die 
Abinderung von Q, entstandenen) Reihe vorangehenden Sitzen allein be- 
weisbar ist; denn dann trafe das gleiche offenbar auf den Satz zu, fiir den 
er hingeschrieben wurde, usf. bis zu wu — v selbst, fiir den das nicht der Fall 
sein sollte. 

Das Ersetzungsverfahren fiihrt nach einer Anzahl von Ersetzungen stets 
auf einen Satz, der die betreffende Eigenschaft nicht mehr besitzt, diesen 
l4Bt man stehen (eventuell schon u — v selbst). 

Wire das namlich nicht der Fall, so miiBte irgendwann bei den Er- 
setzungen ein schon dabei vorgekommener Satz, z. B. w > v, wiederkehren 
[Weil das Sukzedens (v) stets dasselbe bleibt und das Antezedens nach der 
irsetzungsregel stets gleich einem Sukzedens eines der endlich vielen (in der 
Reihe) vorangehenden Sitze ist.] 

Die Folge der sich ersetzenden Satze von w -> v bis zur ersten Wiederkebr 
von w — v laute: 

wW->v, 2, >, t,>v, wv 


*? 
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(vy >1, denn w +v kann nicht sofort durch sich selbst ersetzt werden, da 
w —w nicht in Q, vorkommt). D.h. es gehen in der Reihe u. a. die Sitze 


voran: w-> Z; ry, > Lo, eeey Ly} —> Z,, yw. 


Aus diesen (ohne den ersten) ist nun der Satz z, > w beweishar; dieser gehért 
also, nebst w + 2,, zu GS; demnach wiren beide Netzsitze. Es sollte aber 
in Q, kein Netzsatz vorkommen; wir haben also einen Widerspruch. 

Die durch den 2. Schritt aus Q, entstehende Reihe nennen wir Q,. 

3. Schritt. (Verdiinnung gewisser Satze.) 

Man gehe die Reihe Q, durch und andere sie so ab: 

Man komme zu einem Satz u — v. 

Gibt es unter den in Q, (also diesmal nicht ,,in der schon geinderten 
Reibe“) vorangehenden Satzen keinen mit u als Antezedenselement, so bleibt 
u — v ungeindert stehen. Gibt es jedoch solche Sitze, so seien dies die Satze: 

U> Wy, ..., U> W,. (»=>1) 

Alsdann wird u -> v ersetzt durch den verdiinnten Satz: 

UW,...W, >. 
(Kein w ist gleich v, da sonst in Q, zweimal u + v vorkiime, was nach dem 
2. Schritt unméglich ist. Also ist ww,...w,—+v ein nicht trivialer Satz 
von G.) 

Die so entstehende Reihe nennen wir Qs. 

Die Reihen $, und Q, bilden zusammen das System T. Offenbar gilt: 
Die Satze von T gehéren zu GC. 


§ 3. 
Das System & ist ein Axiomensystem von G. 
Nr. 1. Jeder Netzsatz von © ist aus $3, beweisbar. 
Dies ist trivial, denn von den Netzsitzen (,) wurden nur solche weg- 
gelassen, die aus anderen, schon als Axiome genommenen, beweisbar waren. 
Nr. 2. Jeder Nicht-Netzsatz von S ist aus Q, zusammen mit , be- 
weisbar. 


Dies ist nur zu zeigen fiir die beim 1. Schritt weggelassenen Halbnetz- 


sitze. [Es beruht natiirlich auf der durch die Netzsitze ausgedriickten 
,Aquivalenz der Netzelemente mit ihren Vertretern (vgl. § 1).] 

Sei u —v ein solcher Haibnetzsatz, u ein nicht ,,vertretendes“ Netz- 
element, v kein Netzelement oder ein Vertreter. w sei der Vertreter des 


Maximalnetzes, zu dem uw gehért (w+ u,v). Nun sind u+w und ww 
Netzsiitze, also, nach Nr. 1, aus $3, beweishar. Aus w -u und u + v folgt 
w — v, dies ist also auch ein Satz von S, und zwar ein in Q, vorkommender 
Halbnetzsatz. Aus diesem und u > w folgt umgekehrt u + v, womit dieser 
Satz aus Q, und &, bewiesen ist. 


24* 
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Ganz analog schlieBt man, wenn das Sukzedens oder beide Elemente 
nicht vertretende Netzelemente sind. 

Nr.3. Jeder Satz von Q, ist aus Q, beweisbar. 

Dies geht sofort aus dem Verfahren des 2. Schritts hervor. Denn jeder 
hierbei weggelassene Satz war aus den in Q, vorangehenden, eventuell mit 
Einschlu8 eines an seine Stelle getretenen Satzes, beweisbar. 

Nr.4. Jeder Satz von Q, ist aus Q, beweisbar. 

Fiir den ersten Satz von Q, ist dies trivial (da er auch der 1. Satz von 
QQ, ist). Sei es fiir die ersten « Sitze von Q, bewiesen. Ist der u + 1-te Satz 
beim 3. Schritt nicht verdiinnt worden, so ist es auch fiir ihn bewiesen. 
Andernfalls habe er die Form u > v und sei beim 3. Schritt in 


UW, ... Wy, > (y=>1) 
umgewandelt worden. Dann sind also 


u-W,...u>w 


vorangehende Satze in Q, (unter den ersten ). Diese sind nach Induktions- 
voraussetzung bereits aus Q, beweisbar. Nun folgt aus ihnen und 
UW, ...W,>v 
durch yv Schnitte offenbar u -—v. (Analog wie im 2. Abschnitt, § 2, Nr. 7.) 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Nr.5. Aus 2, 3, 4 und 1 folgt, daB jeder Satz von S aus T beweisbar 
ist. Also gilt dasselbe fiir jeden Satz von G. 


§ 4. 
Das System T ist unabhingig. 

Nr.1. Kein Satz von $, ist aus den iibrigen Axiomen beweisbar. 

Sei u — v ein Satz von $,, der aus anderen Sitzen von $, und Q, be- 
weisbar wire. Statt der Sitze von Q, kann man die entsprechenden in Q, 
(d. h. die, aus denen sie beim 3. Schritt entstanden sind) nehmen, denn jene 
folgen aus diesen durch Verdiinnung. Alsdann hat man lauter lineare Sitze. 
Nun gibt es nach Satz 4 unter diesen eine Reihe von Sitzen der Form 


) 


~ 


U>W,, Wy > Wy, .... Wy >U, Wy > 

(y>1). Da neben u —v als Netzsatz auch v + u zu S gehért, so auch 

die aus diesem und der aufgeschriebenen Reihe beweisbaren Siatze 
W,>U, Wy > Wy, ..., W >, U>W,, 


Also sind alle diese Satze Netzsitze, d. h. 


U—>W,, W, > Wy, ..., W, > 0 
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gehéren zu , (und keiner zu Q,). Nach Konstruktion von $8, treten dort 
alle Satze paarweise auf. Wir betrachten das in ff, als letztes auftretende 
von den v+ 2 Paaren 
uU+>v,0>U; U>W, Wy > U; ...; Ww >, v> w,. 

Dieses steht mit der Bildung von $, im Widerspruch, da seine beiden Sitze 
aus den iibrigen Paaren, die ihm vorangehen, beweisbar sind. 

Nr.2. Kein Satz von Q, ist aus den iibrigen Axiomen beweisbar. 

Es bedeute q., bzw. q3, bzw. p., den v-ten Satz'in der Reihe Q, bzw. Q, 
bzw. f,. Es ist also stets q,, ein Verdiinnter von q,,, gemaB dem 3. Schritt. 

Sei nun der Satz q,, aus anderen Satzen von T beweisbar. Dann ist 
jeder Satz von S aus T ohne Benutzung des Axioms q,, beweisbar, z. B. der 
Satz q,,. Dieser laute wu-v. Er sei aus den Axiomen 

Deir +++) Paws Gses ++» Gases 

und zwar nicht aus wenigeren von diesen, was natiirlich stets erreichbar ist, 
beweisbar. (Unter ihnen komme q;, nicht vor.) 

Wie unter Nr. 1 schlieBen wir, daB uw —v aus den linearen Satzen 

Pod, +++» Paur Geos -++s Wee 
beweisbar ist (doch brauchen jetzt nicht mehr alle zum Beweis notwendig 
zu sein), und da sich unter diesen eine Reihe von Satzen der Form 
U—> Wi, Wy > We, ..., We > V 


angeben laBt (Satz 4). Jetzt ersetze man alle darin vorkommenden Netz- 
elemente durch ihre Vertreter. Dabei gehen die Satze von Q, in sich iiber, 
die von 8, in tautologische Sitze. (Denn beide Elemente eines $,-Satzes 
gehéren jeweils zu demselben Maximalnetz und haben demnach denselben 
Vertreter.) Lat man letztere weg, so bleibt offeubar wieder eine Satzreihe 
der Form 
U—+> 2), Ty > La, .. +) Ty >V 

stehen, und zwar sind dies nur noch Sitze von Q,. (x >1, denn stande 
nur u -> da, so kiime dieser Satz in &, zweimal vor, das ist nach dem 
2. Schritt unméglich.) 

u — Z, sei, ohne Beschrinkung, der Satz qy,. Nun ist 2, + v (x, + 0) 
ein Satz von G, da beweisbar, und zwar von Q,. Damit folgt aus der Regel 
des 2. Schrittes, daB u — z, nicht vor u + v in Q, vorkommt, denn dann wire 
u-—>v durch einen anderen Satz (zuniichst z, + v) ersetzt worden. Also 
kommt « > 2, in Q, spdter als u + v. Demnach lautet der aus u ~ 7, beim 
3. Schritt entstandene Satz q,, so: 

ee re 


nach Konstruktion des 3. Schrittes. Dafiir schreiben wir 


voK > x. 
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Nach Annahme ist nun der Satz u + v (q,,) aus 


Poa, +++» Pau, Gse> +++» Qsa, 
und zwar nicht ohne vK - 2, (q3,) beweisbar. Das kann aber nicht stimmen. 
Ein Satz mit v im Antezedens kann kein unvermeidbarer Bestandteil eines 
Beweises fiir einen Satz mit v als Sukzedens sein. Das la8t sich folgendermaBen 
einsehen : 

Nach Satz 3 miiBte es einen Normalbeweis fiir u + v geben, in welchem 
vK — z, unter den Anfangssiitzen vorkommt. Die Satze s im Schema des 
Normalbeweises (s. 1. Abschnitt, § 4) hitten alle das Sukzedens v. Also miiBte 
vK - 2, zu den r gehéren. Alsdann wiirde er mit einem der s geschnitten. 
Da nun v nicht das Schnittelement wiire, so kime v im Antezedens und Suk- 
zedens des Schnittsatzes vor, dieser wire also trivial, und triviale Satze sollten 
im Normalbeweis nicht vorkommen. 

Damit haben wir einen Widerspruch, die Unabhiangigkeit des Axiomen- 
systems T ist also bewiesen. 


(Eingegangen am 6. 2. 1932.) 














Beitriige zur Maftheorie. 
Von 
A. Kolmogoroff in Moskau. 


Einleitung. 

Es sei «(Z) eine nicht negative (eventuell auch den Wert +- 2 an- 
nehmende) Mengenfunktion, welche fiir alle A-Mengen [Suslinsche Mengen")] 
des n-dimensionellen euklidischen Raumes R" definiert ist. Wir sagen, daB 
u(£) eine MaBfunktion (oder einfach —- ein Ma8) ist, wenn sie den folgenden 
Bedingungen geniigt: 

I. Wenn die Vereiniqgung der endlich oder abzihlbar vielen Mengen E,, 
die Menge E tiberdeckt: 

} Fy 
was mit {Z,,} = U(#) bezeichnet wird, so ist 
w(E) < Zp(Ep). 
II. Wenn die disjunkten endlich oder abuihlbar vielen Mengen E,, in E liegen: 
E,, cE, £,E;= 9, i + j, 
was durch {E,,| = 3(E) bezeichnet wird, so ist 
Su(E,) S w(&). 

Zur Formulierung der Bedingung III braucht man folgende 

Definition*). Eine Menge E ist dehnungsloses Bild der Menge E’, falls 
eine eindeutige Abbildung von EF’ auf £ existiert, bei der die Entfernung 
von zwei Punkten von E’ nicht kleiner ist als die Entfernung ihrer Bilder in Z. 

Ein dehnungsloses Bild der Menge EF wird immer mit 2(Z) bezeichnet, 
wobei 2(z) die stetige Abbildungsfunktion ist. 

III. Wenn die Menge E’ ein dehnungsloses Bild der Menge E ist, so ist 

HE’) < p(Z). 
IV. Fiir eine bestimmte Menge J (die Mafeinheit) ist 
w(J) = 1. 

Bemerkung I. Wir setzen immer voraus, da8 u(£) fiir alle A~-Mengen 

des R" und nur fiir diese bestimmt ist. 


1) Vgl. Hausdorff, Mengenlehre (2. Aufl.), 8S. 177. 
*) Der Begriff der dehnungslosen Abbildung ist zuerst von E. Schmidt fiir die 
Definition der Lange einer Kurve benutzt worden. (Uber die Definition des Begriffs 
der Lange krummer Linien, Math. Annalen 55 (1901)). 
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Bemerkung II. Aus I und II folgt, da8 fiir 
E= SE,, E,E; = 0, t+), 
die Gleichung 
u(E) = Sul(E,) 
gilt, d.h. «(#) additiv ist. 
Bemerkung III. Aus III folgt 
Ill’. Wenn E’ und E” kongruent sind, so ist 
u(E’) = u(E"). 
Bemerkung IV. Wegen I folgt aus E c E’ die Ungleichung 
HE) S w(F’), 
d. h. «(£) ist eine monotone Mengenfunktion. 

Der wichtigste Fall ist der, in welchem als MaBeinheit J der k-dimen- 
sionale (k <= n) Einheitswiirfel J* gewihlt ist. In diesem Falle nennen wir 
(2) das k-dimensionale Maf und schreiben p*(E£). 

Es ist iibrigens bekannt, daB im Falle k = n das Lebesguesche MaB m"(E) 
die einzige fiir alle A-Mengen des R" bestimmte Mengenfunktion ist, welche 
den Bedingungen I, IJ, III’ und IV geniigt?*). Wir werden weiter sehen, daB 
das Lebesguesche MaB m"(£) auch der Bedingung III (und nicht nur III’) 
geniigt; folglich ist das Lebesguesche Ma die einzige Lésung unseres MaB- 
problems mit dem n-dimensionalen Einheitswiirfel als MaBeinheit. Wenn 
k < n ist, so ist auch fiir jede Menge FZ des R", welche in einem R* liegt, 
p(B) = m* (EB). 

Der Fall << wurde zum erstenmal von Carathéodory in seiner fiir 
alle spiteren Untersuchungen auf diesem Gebiet bahnbrechenden Arbeit, 
Uber das lineare MaB von Punktmengen“, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu 
Gottingen, 24. Oktober 1914, behandelt und fiihrte sodann zu einer Reihe 
verschiedener MaBdefinitionen. Es ist gerade der Zweck der vorliegenden 
Arbeit, ein ordnendes Prinzip fiir die Mannigfaltigkeit dieser Definitionen 
vorzuschlagen. 

Unser Hauptresultat iiber die k-dimensionalen MaSfunktionen kann 
folgendermaBen formuliert werden: 

Hauptsatz. Fiir jede natiirliche Zahl k <n existieren zwei spezielle 
Mafjunktionen: das mazimale Maf ji*(E) und das minimale Maf wu*(E). 
Jede andere k-dimensionale Maffunktion *(E) liegt fiir jede A-Menge E 
zwischen u* (EB) und u*(E): 

BF (E) > pt (E) > ut (EB). 

2a) Die Behauptung des Textes gilt nach Lebesgue fiir eine additive Mengen- 
funktion ~(Z), welche den Bedingungen III’ und IV geniigt und fiir alle Borelschen 
Mengen definiert ist. Da aber fiir jede A-Menge E (wie auch fiir jede nach Lebesgue 
meBbare Menge) Borelsche Mengen E’ und E” mit E’ Cc Ec BE”, m"(E’) = m"(E) 


= m"(E’’) existieren, so gilt unsere Behauptung auch fiir Funktionen, welche fiir alle 
A-Mengen definiert sind. 
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§ 1. 
Dehnungslose Abbildungen. 

Wir beweisen zuerst, daB das Lebesguesche Ma8 m”(Z) fiir Mengen des R” 
der Bedingung III geniigt. Diese Tatsache folgt aus einem allgemeinen Satze: 

Satz I. Fiir jedes dehnungslose Bild x(E) einer beliebigen Menge E 
(beide Mengen liegen im R") gilt die Ungleichung 
(1) m, (E) > m; {x (E£)}, 
wobei m"(E) das obere Lebesquesche MaB von E bezeichnet. 


Der Beweis beruht auf folgendem: 

Hilfssatz. Es sei Z eine Menge im R*, welche innerhalb einer Kugel S” 
vom Inhalt V liegt; wenn 2(#) eine dehnungslose Abbildung von EF auf eine 
ebenfalls im R* liegende Menge E’ = x(Z£) ist, so gilt 

mz (B) < V, 

Es ist klar, daB der Durchmesser d’ von E’ nicht gréBer als der Durch- 
messer d von S ist. Es sei F die konvexe Hiille von EZ’, ihr Durchmesser ist 
ebenfalls d’ und ihr Inhalt U ist nicht gréBer als der Inhalt V’ einer Kugel 
mit dem Durchmesser d’. Man hat also 

m (E’)SUSV'SY, 
w. z. b. w. 

Beweis des Satzes I. Man betrachte eine Uberdeckung der Menge FE 
mittels Kugeln S;,4 = 1,2,3,...; man kann diese Kugeln so wihlen, 
daB, wenn V, den Inhalt von S; bedeutet, die Bedingung 


ZVism (E) +e 
erfiillt ist. Eine solche Uberdeckung existiert bekanntlich fiir jedes ¢ > 0. 
Wenn man ES; mit EF, bezeichnet, ist 


E = 2 E,, E, c &, m; {2 (E;,)} s Vi, 
m, (x (E)} = Xm, {x(E,)} S TVS (LE) +8, 


womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir wollen noch auf folgende bekannte Eigenschaft der stetigen (ins- 
besondere der dehnungslosen) Abbildungen hinweisen: 

Wenn E’ = —(E) eine stetige Abbildung der A-Menge E auf die Menge E’ 
ist, so sind die Bilder der A-Untermengen von E (insbesondere E’ selbst) und 
die Urbilder (in E) der A-Untermengen von E’ auch A-Mengen*). 

Wir bezeichnen weiter, wenn EF’ = (EF) ist, das Urbild in £ einer 
Menge E” c EB’ durch g~' (E”). 


3) Vgl. Hausdorff, Mengenlehre, 8.195 u. 208. 
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§ 2. 
Das maximale Ma$ z* (2). 
Wir definieren jetzt im Bereiche aller A-Mengen die Mengenfunktion 
u*(Z) als die untere Grenze des Lebesgueschen MaBes m*x-1(E) von allen 


im R* liegenden A-Mengen z-'(£), die dehnungslos auf EF abgebildet werden 
kénnen: 


(1) pf (EZ) = inf m* 2! (2). 
Falls solche Mengen 2-'(Z) iiberhaupt nicht existieren, setzt man: 
(2) pt (BE) = + c. 


Von der Funktion g*(Z) beweisen wir, daB sie eine k-dimensionale MaB- 
funktion, und zwar die gréBte unter allen k-dimensionalen MaSfunktionen 
ist. Dadurch wird die erste Halfte des Hauptsatzes bewiesen. 

I. u*(E) gentigt der Bedingung 1 der Einleitung. 

Wenn mindestens eins unter den Gliedern pu*(E,,) gleich + co ist, so 
ist unsere Behauptung gewiS richtig. In dem entgegengesetzten Falle exi- 
stieren im R* solche Mengen E;, daB 


x™ (E,) = Ey, m* (Em) < (En) + =: 
Man unterziehe den R* einer Wiirfeleinteilung, deren Elemente kleiner als 1 
sind; indem man mit F;,,(r = 1, 2,3,...) die Durchschnittsmenge von EF;, 
und den Wiirfeln dieser Einteilung bezeichnet, erhilt man 

mé* (Em) = im (En r). 
Ferner ist 


E,, = J x™ (E,,) = I Emr. 


— 


Es sei schon hier bemerkt, daB die Durchmesser der E,,, ebenfalls < 1 
sind. Wir ordnen simtliche Z,,, in eine einfache Folge 


En, 9) B., r5> | | sey | en *** 
um und setzen 9, = sup o(z,y), wobei z und y alle Punkte der Menge 
E,,,,, bzw. der Vereinigungsmenge aller Enjrys D<% durchlaufen. Wir 


definieren ferner die Teilmengen Z},, des R* derart, daB EF}, mit E,,, kon- 
gruent ist und iiberdies die Ungleichung 


e (Es, 9,2 2 En, r;) = Q; 
j<t 


gilt. Wir definieren endlich: 
B*° = 5 ES,. 


Jede E%,, wird auf das entsprechende £,,, vermége einer kongruenten 
Abbildung abgebildet: 


Eur = Kas (Ex r). 














Beitrige zur MaBtheorie. 
Ferner ist 
E,, = x™ (Em r) = a™ K,,, (Ex r)- 
Dadurch wird E* auf 
E _ 2 E.. _= z Emr 
abgebildet. Diese Abbildung E = x* (E£*) ist dehnungslos. Falls in der Tat 
zwei Punkte zf und z} zu derselben Menge E},, gehéren, so ist 
z= a* (2%) = a K,,, (2%), 
und da K,,, bzw. x™ kongruent bzw. dehnungslos ist, ist 
@ (zz, ZI) >} @ (2%, 2%). 
Falls andererseits xf und z} zu verschiedenen Mengen gehéren, etwa 
aj zu H,,, und 27 zu En, ry (mit + >), so ist 
e (xj, 23) > 0, = 0 (%, %). 
Es ist endlich 


uw (Z) < m* (E*) = Ym (En) = Lm‘ (En) = L m*(E,,) 


< ¥' (# (En) + 5) = LH (En) + ¢. 
Da ¢ > 0 beliebig war, erhailt man 
#(E) sz vw (F,), 

w. z. b. w. 

II. g*(E£) geniigt der Bedingung II der Einleitung. 

In der Tat, wenn g*(#) = + oo ist, so ist das in trivialer Weise richtig. 
Wenn aber a'(E£) < + cc ist, so existiert in R* eine Menge 2-"(#) mit 

pw (EB) > ma" (£) — e. 

Dann ist 


Zt (En) SE mtx (Ey) < m* x (B) < T(E) + «. 


Da ¢ >0 beliebig war, ist damit unsere Behauptung bewiesen. 
Ill. Hs ist immer 
iit x(E) <7 (E) 
(die Bedingung III). 
Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, da die Iteration zweier 
dehnungsloser Abbildungen 2,27,(H) wieder eine dehnungslose Abbildung ist. 
IV. Fiir die Mengen des R* ist 
pe (EZ) = m* (2). 
Das folgt aus dem SatzeI (§1). Insbesondere ist p*(J*) = 1 (die Be- 
dingung IV). 
V. Fiir jedes andere k-dimensionale MaB wu*(E) gilt die Ungleichung 
ut (B) < ji*(B). 
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Es ist in der Tat fiir jedes 1*(2) c R* 


uk (BE) < pa! (2) = m'a-’ (B), 
folglich auch 


u* (2) = inf m*a—'(£) = u* (2). 


§ 3. 
Das minimale Ma’ u* (2). 

Wir setzen 
(1) u*(£) = sup J m* x; (G,) (G;, c BE; G,G,; = 0,1 + 9), 
wobei das Supremum-Zeichen sich auf alle méglichen abzihlbaren, den ein- 
geklammerten Bedingungen geniigenden Folgen von A-Mengen im R* be- 
zieht. Ebenso wie fiir u*(Z) beweisen wir folgende Siatze: 

I. u*(E) geniigt der Bedingung 1 der Einleitung. Es gibt in der Tat 
fiir jedes n eine solche Folge von A-Mengen G, (G, c E, G,G; = 0, i +3) 
und von Abbildungen z,, daB 

uw (LE) = JS ma, (G,)) + 


ist. Man hat ferner 
u* (E,,,) = Fy m* I; (E,, G,), 
Jw (En) = LL ma, (LE, G,) = Lm x, (G,) > w* (LE) — «. 
Da « beliebig war, ist unsere Behauptung bewiesen. 
Il. u*(E) geniigt der Bedingung II. Es gibt in der Tat fiir jedes m eine 
solche Folge von A-Mengen Gy. ;(Gmi C Em, Gni Gms = 90, +7) und von 
Abbildungen 7z,,,;, daB 


ut (Em) SD) m ami (Gni) — 
ist. Man hat dann, da die Mengen G,,, alle in Z liegen und disjunkt sind, 
(LE) > LL mani (Gms) = Lu (En) —é, 
womit unser Satz bewiesen ist. 


Ill. Es ist immer 
ux (E) < w* (EZ). 


IV. Fiir die Mengen des R* ist 
ut (E) = m* (EB). 
V. Fiir jedes k-dimensionale Maf u*(E) gilt die Ungleichung 


ut (E) < u*(B). 
Beweis. 


u*(E£) = sup Ym‘ x, (G,) S sup J u* (G,) S u* (£). 


Damit ist unser Hauptsatz vollstindig bewiesen. 
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§ 4. 
Einige spezielle Eigenschaften der MaSfunktionen p*(E£) und yu*(£).. 


Die Beziehungen zwischen den MaSfunktionen von verschiedenen Di- 
mensionen werden durch den folgenden Satz geklart: 

Satz I. Es sei i< k; es folgt dann aus u*(E) > 0, daB u'(E) = + o, 
aus u(E) > 0, daB ui(E) = + oo ist. ‘ ¥ 

Wenn in der Tat «*(Z£) > 0 ist, so existiert eine Untermenge £’ von £, 
welche sich auf eine Untermenge E” von R* mit m*(E”) > 0 dehnungslos 
abbilden 148t. Man kann aber dann in E” eine Reihe von Untermengen £;, 
finden, welche in verschiedenen (z. B. zueinander parallelen) R‘ liegen, mit 


> m (E,,) = + c. 
Es ist folglich 
a (Z) > w(B) > wt (BE) > Lu (E,) = Lm (E,) = + &, 
was die erste Halfte unseres Satzes beweist. 
Setzen wir voraus, daB u‘(Z)< + co, i< k, ist, so existiert zunichst 


im RF eine FE’ = xa-1(Z). Um so mehr liegt FE’ in einem R*, wobei 
“u(Z£) < m*(E’) = 0 
ist, w. z. b. w. 

Wir bezeichnen weiter durch s,(z) = y eine Ahnlichkeitstransformation 
des R” auf sich mit dem Proportionalitatsfaktor a. Wir sagen, daB die MaB- 
funktion «(#) eine wohldefinierte Ordnung, und zwar die Ordnung c hat, 
falls fiir jede Menge EF des R" und jede s,(z) die Gleichung 

u{s,(£)} = atpu(B) 
erfiillt ist; dabei ist c eine beliebige positive Zahl. 

Die Ma8Sfunktionen u*(£) und u*(Z) haben, wie leicht ersichtlich, die 
Ordnung c = k; wir wissen jedoch nicht, ob jede u*(E) eine wohldefinierte 
Ordnung hat und ob eine solche notwendig gleich k ist. 

Satz Il. Es sei y(E) = E’ eine stetige Abbildung der Menge E auf die 
Menge E' mit ols’, 7) < eels.y) 
(wobei x’ = p(x), y = yy) und o(2, y) die Entfernung von x und y bedeutet); 
es sei ferner u(E) eine MaBfunktion der Ordnung c. Dann ist 
(1) u(B') < atu (BZ). 

Es sei in der Tat B" = «_,(E). 


Man hat immer 


” 


o(2”, y”) = a-*o(2’, y’) S (7, y). 
E” = G,-19(E) ist folglich eine dehnungslose Abbildung; wegen der Eigen- 
schaft III von u(Z) ist ferner 

u(E") S wl£), 


da auBerdem uu (2”) < a~*u(E’) ist, erhalt man schlieBlich die Ungleichung (1). 
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§ 5. 
Eindeutigkeitsfalle fiir das lineare MaB. 

Das lineare, d. h. eindimensionale, Ma8 ist offenbar eindeutig definiert 
fir Z, wenn pu} (Z) = p*(E£) ist. Wir geben weiter einige hinreichende Be- 
dingungen fiir diese Eindeutigkeit. 

Satz I. Fiir jeden einfachen Jordanbogen S ist 

(8) = w(S) = L(S), 
wo L(S) die Lénge von S ist. 

Hilfssatz. Fiir jedes Kontinuum K ist 

po(K) > d(K), 
wobei d(K) den Durchmesser von K bedeutet. 

Es seien in der Tat die Punkte a und b von K unter der Bedingung 
o(a, b) = d(K) gewahit. Die Funktion /(%) = o(a, z) liefert eine dehnungs- 
lose Abbildung von & auf die Strecke A der Zahlengeraden von 0 bis d(K), 
fiir welche gewiB u(4) = d(K) ist, unsere Behauptung ist damit bewiesen. 

Beweis des Satzes I. Nach der Definition der Bogenlange L(S) 
existiert auf S eine Folge von Punkten 2,, 25, ..., Z, mit 

2 o(%- 1, 2%) => L(S)—e. 
Es seien S, die Teilbogen von S zwischen z;_, und 2,; nach dem oben be- 
wiesenen Hilfssatze ist u*(S,) > 0(x,_,, x,) und u*(S)= FY u'(S;) > L(S) -« 
und folglich 
(1) (u? (S) > L(S). 

Es sei jetzt y, der Anfangspunkt von S. Die Funktion 7-"(y) = L(y, y) 
(wobei (yo, y) den Teilbogen von S mit den Endpunkten y, und y bezeichnet) 
realisiert eine Abbildung von S auf das Intervall 4 von der Lange L(S). 
Die Umkehrung 2(z) dieser Funktion bildet 4 auf S dehnungslos ab, weil 
fiir die den Punkten y’, y’’ entsprechenden Punkte 2’, z” von S offenbar 

o(2’, a”) = Liy’, y”) S|} oly’, yy’) 
ist. Daraus schlieBen wir auf 
(2) w(S) = LS). 
Da u'(S) > u*(S) ist, ist in den Ungleichungen (1) und (2) der Satz I ent- 
halten. 

Bemerkung. Wir sehen also, daB L(S) die untere Grenze der Lange 
der Intervalle A ist, welche sich auf S dehnungslos abbilden lassen. Diese 
Langendefinition riihrt von E. Schmidt her‘). 


‘) Vel. 2). 
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Man beweist allgemeiner: 

Satz Il. Fiir jedes Kontinuum K ist u*(K) = w(K). 

Wir nehmen zuerst an, K sei nicht im kleinen zusammenhingend. Dann 
gibt es in K unendlich viele disjunkte Kontinuen K,, Ky, ..., K,,..., deren 
Durchmesser simtlich eine gewisse positive Konstante D iibertreffen. Da 
w(K,,) > D ist, ist w(K) > YS y(Kp) = + o, folglich w(K) = p*(K) 
a + oo. r 

K sei jetzt im kleinen zusammenhingend. Dann kann man auf Grund 
bekannter Sitze zu jedem Punkt a und jeder ihn nicht enthaltenden ab- 
geschlossenen Menge F c K einen Jordanbogen (a, F) finden, dessen einer 
Endpunkt der Punkt a ist, wihrend der zweite Endpunkt — als einziger 
Punkt des Bogens — zur Menge F gehért. Man beginne jetzt ein induktives 
Verfahren mit einem Punkt a, als Menge F, und nehme an, daB die abge- 
schlossenen Mengen Fo, F,,...,F,, bereits konstruiert seien. Man wahle 
sodann unter von der Menge F,, am meisten entfernten Punkten von K 
einen bestimmten, etwa a,,, konstruiere einen Bogen (a,,, F,,) und setze 
Pay = Fat (Gn. Fa)- 

Falls die Reihe 
(1) 2 Lam; Fm) 


divergiert, so ist nach dem Satze I 


= — 


w(k) > Su (an, F,) = 2 L (Am; F m) = + 


und folglich »2(K) = @*(K) = + co. 

Falls die Reihe (1) dagegen eine endliche Summe L hat, so konvergiert 
L (am, Fm) mit wachsendem m gegen Null, woraus vermége der Definition 
der Bogen (a,,, F,,) folgt, daB die Mengen F,, das Kontinuum K beliebig gut 
approximieren. Wir definieren jetzt die stetigen Kurven So, S,,...,S,,... 
unter der Bedingung, da8 der Punktevorrat von S,, mit der Menge F,, zu- 
sammenfallt. Die S,, werden der Reihe nach wie folgt konstruiert: S, ist mit 
dem Punkt a, = F, identisch. Man nehme an, die Kurve S,, sei bereits 
konstruiert, und wihle auf ihr den ersten Punkt z,,, welcher mit dem zu F,, 
gehérenden Endpunkt von (a,,, F,,) zusammenfallt. Dann sei definitions- 
gemiB S,,,, die stetige Kurve, die im Anfangspunkt von S,, beginnend mit 
letzterer Kurve bis zum Punkt z,, identisch ist, dann den Bogen (a,,, F,,) hin 
und zuriick durchliuft, um nach der Riickkehr nach z,, ihre Bahn von der 
Bahn von S,, bis zam Endpunkt derselben nicht mehr zu trennen. 

Offenbar fallen die Anfangs- und Endpunkte jeder unter den Kurven 4,, 


mit dem Punkt a, zusammen; ihre Bogenlinge ist 


L(S,,) = 2,2 L(a,, Fy). 


k 
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In der Annahme, da (1) konvergiert, approximieren, wie leicht ersichtlich, 
die Kurven S,, eine stetige Kurve S, deren Linge gleich dem Limes von 
L(S,,), namlich 2 Z ist. Die Kurve S, als Punktmenge betrachtet, fallt mit 
dem Kontinuum K zusammen. 

Das Kontinuum K kann in der Form 
(2) K = (am, F,) + E 
dargestellt werden, wobei EF die Menge der zu den Bégen (a,,, F,,) nicht ge- 
hérenden Punkte ist. Wir bilden S auf die Strecke A von der Lange 2 L 
nach dem beim Beweis des Satzes I beschriebenen Verfahren so ab, daB die 
umgekehrte Abbildung dehnungslos sei. Dabei gehen die zweimal durch- 
laufenen Bogen (a,,, F,,) in Teilstrecken von A mit der Gesamtlinge 2 L 
iiber, wahrend E auf eine Menge E’ abgebildet wird; das MaB von £ ist gleich 
2L—2L=0. Da ferner E’ dehnungslos auf E abgebildet wird, ist u1(Z)=0, 
folglich auch y}(#) = 0, woraus sich vermége (2) 

#(K) = FP (ay,F,) = L = Fp (an, Fn) = w(K) 


ergibt. 


§ 6. 
Ma8theorie in allgemeinen metrischen Riumen. 

Man kénnte in der ganzen bisherigen Darstellung voraussetzen, daB die 
Mengenfunktionen (2) fiir alle metrischen A-Mengen definiert sind. Dabei 
versteht man unter einer metrischen Menge eine Menge beliebiger Elemente, 
in der fiir jedes Elementenpaar (z, y) eine Entfernung definiert ist, welche 
den iiblichen Axiomen geniigt®). Eine metrische Menge heift eine (absolute) 
A-Menge, wenn sie als stetiges Bild der Menge aller irrationalen Zahlen auf- 
gefaBt werden kann. 

Die Mengenfunktionen u*(Z) und p*(Z) sind also fir alle metrischen 
A-Mengen definiert und besitzen in diesem neuen Deiinitionsbereich alle 
friiher formulierten Eigenschaften. Insbesondere gelten die Resultate von 
§5 iiber der Bogenlange und das lineare Ma8 der Kontinuen auch in all- 
gemeinen metrischen Raiumen. Die Méglichkeit, eine MaBtheorie fiir all- 
gemeine metrische Mengen aufzubauen, wurde zum erstenmal 1921 von P. Ury- 
sohn in einer nicht publizierten Arbeit erkannt. Urysohn betrachtet Mengen E 
eines kompakten metrischen Raumes R und verfihrt folgendermaBen: 

Es sei Uf eine Uberdeckung der Menge E mit endlich oder abzahlbar vielen 
abgeschlossenen Mengen F, c R von Durchmessern d, < «. Das Ma8 m,(E) 
von der Ordnung o(¢ > 0) wird als 


2 
1 


. P 7 
m,(E) = lim inf m(o) S" df, m(c) =, 
e—>o _ 2r(>+1) 
5) Vgl. Hausdorff, Mengenlehre, 8. 94. 
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definiert. Fir Punktmengen des R* findet man diese Definition bei Haus- 
dorff*) unter mehreren anderen Definitionen, welche fiir allgemeine metrische 
Raume nicht gelten. 

Die MaBfunktion m,(Z) geniigt unseren Bedingungen I, II, III und, 
wenn o ganzzahlig ist, auch der Bedingung IV mit dem Einheitswiirfel J° als 
MaBeinheit. Folglich ist bei ganzzihligem o 


uo (E) < m,(B) < p(B). 
Falls o = | ist, ist m,(#) mit dem Carathéodoryschen linearen MaBe identisch; 
es scheint mir nicht unwahrscheinlich, daB immer m,(Z) = p}(Z£) gilt. 


§ 7. 
Ein Eindeutigkeitssatz fiir Punktmengen euklidischer Riume und 
die Beziehungen zu der Theorie des FlaichenmaBes, 

Wir kehren jetzt zu den im R" liegenden Mengen zuriick. Es gilt dann 
folgender 

Eindeutigkeitssatz. Die Gleichung 

u*(E) = u*(B) 
gilt fiir jede Menge E — R*, die als dehnungsloses Bild einer A-Menge E’ < R* 
dargestellt werden kann. 

Die Ungleichung g*(Z) > p*(Z) ist folglich nur dann méglich, wenn 
u*(E) =-+ oc ist. Im Falle der Eindeutigkeit der Abbildung 2-1(E) = E’ 
folgt der Eindeutigkeitssatz aus einer Integraldarstellung der MaBfunktionen 
u*(Z) und w*(Z). Wir betrachten zu diesem Zweck die Funktionen 

Le = 2 (Yy, Yo» -- +> Yr) ¢= 1,2,...,%, 
welche die Abbildung E = 2(E’) bei irgendeinem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem im R” bzw. R* darstellen. Wegen der Dehnungslosigkeit der 
Abbildung 2(Z’) hat man 


(1) a & fs 


wobei 9 wie iiblich den Vektor mit den Komponenten y,, yo,..., y, (und 
auch den Punkt (y,, ¥»,.--, Yx)) bezeichnet, und 
In’ — "| = e(0', 0”) = VA (yi— 1? 
gesetzt ist. Folgiich besitzen die Funktionen 2, fast iiberall auf Z’ bestimmte 
Xi 


partielle Ableitungen oh Man bilde den Ausdruck 


3 





{ 2 


Di») ¥ y y Fe 7 “1 . 


ho O(Yy> Yor «++ Y,) | 





8) ,,Dimension und duBeres Maf, Math. Annalen 79 (1918), S.157—172. Zur 
Zeit der Urysohnschen Untersuchungen (1921) war die Arbeit von Hausdorff in Moskau 
unerreichbar. 

Mathematische Annalen. 107. 95 
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wobei das Summationszeichen iiber alle méglichen Kombinationen (i,, t9, . . ., i) 
erstreckt ist. 


Integralsatz. In den gemachten Voraussetzungen ist 
ut(E) = yt (EB) =! Ddo = I*(E), 


wobei das Integral im Lebesgueschen Sinne zu verstehen ist’). 

Beweis des Integralsatzes. Es geniigt offenbar, die Mengen E’ 
mit m*(E’) < + oo zu betrachten, da man sonst E’ in eine abzihlbare Summe 
von solchen Mengen zerlegen kénnte. 

Man sagt, daB z,(y,, Yo, . - -» Y¥x) = 2% (0) in einem Punkt total differenzier- 
bar ist, wenn fiir die Differenzen Az, = x;,— 2, und Jy; = yj; — y; die 
Relationen 


C7] 
Aa = S'S 4y,+0(|4)) 


Ox, 
gelten. Wenn man die Matrix | ro 
i 








durch i bezeichnet, so hat man 


in einem Punkte, in welchem alle Funktionen z, total differenzierbar sind, 
in Vektorbezeichnungen 

7] 
(2) Axr= 5 49+ 0(|49)). 
Nach den Resultaten von Rademacher®) folgt aus (1), daB (2) fast iiberall 
erfiillt ist. Man kann ferner fiir jedes « >0 eine Untermenge P von E’ 


finden, so, da8 m*(Z’ — P) < « ist, auf P die Komponenten von os stetig 


dy 
sind und (2) gleichmaBig gilt. 
Da |D| = 1, 
[Ddo < m'(E'—P)<e, 
EP 


wa (E’— P) = pw (E’— P) < ma (E’— P)se 


ist, geniigt es, unseren Integralsatz fiir P und Q = 2(P) anstatt 2’ und E 
zu beweisen. Es sei y ein Punkt von P und S eine offene Kugel (ein Kugel- 
inneres) mit dem Mittelpunkt in y und dem Radius o. Wir setzen iiberdies: 


R= PS, T= 2(R). 


Hilfssatz. Es gilt fiir «* = u* ebenso wie fiir u* = x* und jeden Punkt 
5 von P 
ut(R) = { Ddo + 0(9) m*(S). 


R 


7) Insbesondere folgt aus unserem Satze die Unabhangigkeit des Integrals J* (2) 
von der Abbildung FE = 2(E’). 
8) Uber partielle und totale Differenzierbarkeit, Math. Ann. 79 (1919), S. 340—359. 
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Nehmen wir fiir den Augenblick an, daB dieser Hilfssatz bewiesen ist. 
Nach dem Vitalischen Satz kann man dann fiir ein beliebiges e > 0 eine solche 
Folge von Kugeln S§,, 8,,...,58,,... finden, daB 

8,8, = 0, t+ j, 
= JR, +N, m*(N) = 0, 
2X m* (Sp) S 2 m* (P), 
pw (R,,) = {Ddo + em*(S,,), 


R 


und folglich 
w(P) = [Dao + 3em*(P) 


ist; die letzte Formel beweist unseren Integralsatz. 
Beweis des Hilfssatzes. Es sei D(y)+0. Die Abbildung 
, , 7] , 
a = O(y') = = (0'—9) 


bildet die Kugel S auf ein k-dimensionales Ellipsoid ZH = ®(S). Diese Ab- 
bildung ist eindeutig und stetig. Folglich hat das Verhiltnis 


13’ —3" | 
ly —9"| 
eine positive untere Grenze und es gilt neben (2) auch 
(3) od a_i. ou 3 as - + rh) (o)\ 3° a 3" |, 
| |x’ —x”| =|3'— 3”| {1+ 0(0)}. 


Es sei U = @(R). Die Abbildung 7 = x®(R) unterscheidet sich wegen 
der Gleichung (3) nur wenig von einer Kongruenzabbildung. Wegen des 
Satzes II des § 4 folgt aus diesem Umstand die Relation 
uk (R) = m*(T) {1 + 0(9)}. 

Da aber m*(T) = D(y) m*(R) ist und D mit py sich stetig andert, erhilt man 
schlieBlich 
ut(R) = D(y) m*(R){1+0(9)} = [ Ddo{1+0(@)} = | Ddo+o(e)m*(S). 

RB & 


Es bleibt der Fall D(y) = 0. Wegen der Stetigkeit von D hat man dann 
| Ddo = 0(@)m*(S), 
re 


so daB nur iibrigbleibt zu zeigen, daB auch 
u(R) < Bt(R) = 0(9) m*(S) 
ist. Die Abbildung 3’ = ®(y’) bildet jetzt die Kugel S auf das i-dimensionale 
Ellipsoid E mit i< k ab. Bei einer passenden Wahl des rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems kann man @ in der Form 
4 = (yj —y) A+ 0,555, 
2% = 0, j=i 
25* 
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darstellen. Wir setzen 


of = A(yj— y), jst 
af = 5(y;— y)), isjsk, 
ff = 0, ks j. 


Diese Abbildung z* = ®, (y’) bildet S eineindeutig auf ein k-dimensionales 
Ellipsoid £* ab; folglich hat das Verhiltnis 

st — 33 

D1: — D2 

eine positive untere Grenze. Es sei U* =@,(R); die Abbildung 
T = xa@,' (U*) geniigt offenbar der Bedingung 





|: —%2| S |i —&| + (0) 4: — y2| 
S | af — at | + ¢(0)|0: —92| S | af — 3d | (1 + 0(0)}. 
Nach dem Satze II des §4 gilt ferner 
ut (T) = m*(U*) {1 + o(0)}; 
da aber 4 beliebig war, kann man 
m*(U*) _ m* (B*) 
m*(R) ~—s- m* (S) 





beliebig klein machen, so daB man schlieBlich 
jit (T) = 0(g) m*(S) 

erhalt. Unser Hilfssatz und mit ihm auch der Integralsatz sind hiermit be- 
wiesen. 

Beweis des Eindeutigkeitssatzes. Man kann bekanntlich 2’ in 
der Form 

B= P, + Pyt+...+ Pat.--t+N, Pac Paap 
darstellen, wobei die P,, abgeschlossen und beschrinkt sind und m*(N) = 0 
ist. Es sei 
Qn = 2(P,,), M = x(N). 
Da u*(M) = 0 ist, gilt die Relation 
#* (Qn) > ut (EB) (m > + 0). 

Wir brauchen also nur noch die Gleichung 
(1) #* (Qn) = # (Qn) 
zu beweisen. Fiir die abgeschlossenen Mengen P und Q folgt aber die Ein- 
deutigkeitsgleichung (1) aus dem Integralsatz mit Hilfe des folgenden Satzes: 

Uniformisierungssatz. Wenn P eine abgeschlossene beschrinkte 
Menge und Q = o(P) eine stetige Abbildung von P ist, so yibt es eine in P 
enthaltene A-Menge A derart, daB q(A) = Q ist und diese Abbildung auf A 
eineindeutig ist. 





Ss 


 =—-* DS AF. 


a, >» eo —_— ae . wet Pes 
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Beweis. Es sei f(C) = P eine stetige Abbildung der Cantorschen 
perfekten Menge*) auf P. Wir betrachten die stetige Abbildung Q = y(C) 
= gf(C). Das Urbild y-*(z’) eines Punktes 2’ c Q ist eine abgeschlossene 
Teilmenge von C; man bezeichne mit y = w (z’) die untere Grenze 

y = inf y* (z’) 
der Menge y!(z’). Die Funktion y = w(z’) ist auf Q definiert und halb- 
stetig, folglich ist ihre Wertmenge A, eine A-Menge. Die Abbildung y(A4;-)=Q 
ist offensichtlich eineindeutig. Es sei jetzt A = f/(A;). A ist ebenfalls eine 
A-Menge und die Abbildung Q = ¢(A) ist eineindeutig, w. z. b. w. 

Zum SchluB bemerken wir, daB wegen unseres Integralsatzes die beiden 
Mengenfunktionen ji*(E) und p*(E) fiir die Lebequeschen rektifizierbaren 
Flichen mit deren FlichenmaB™) zusammenfallen (wir betrachten nur zwei- 
dimensionale Elemente, d. h. Flachen, welche eineindeutig und stetig auf eine 
Quadratfliche abgebildet werden kénnen): fiir diese Flichenklasse hat T. Radd 
bewiesen!), daB der klassische Integralausdruck J*(Z) wirklich das Lebesgue- 
sche Flichenma8 ergibt. Auch das nach Rademacher") definierte Flichen- 
maB der auf rektifizierbaren Flichen liegenden Mengen fallt mit J*(2) 
= p* (2) = u*(2) zusammen. 


Anhang. 
Eine neue Definition des Mafes linearer Mengen. 

Der Begriff der dehnungslosen Abbildungen, den wir in dieser Arbeit 
zur Begriindung eines natiirlichen MaBbegriffes fiir méglichst allgemeine 
Mengenkategorien benutzt haben, ergibt bei Anwendung auf lineare Mengen 
folgende sehr einfache Definition: 

Man betrachte stimtliche dehnungslosen Abbildungen der gegebenen linearen 
Menge E auf ein abgeschlossenes Intervall: 

a(E) = J 
und setze 
L(E) = sup {L(J)}, 
wobei L(J) die Linge des Intervalls J bedeutet. 

Satz. Fiir im Lebesgueschen Sinne meBbare Mengen E£ ist die Zahl 
L(E) dem Lebesgueschen MaB m}(Z) gleich. 

Beweis. Es sei F eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von E. 
Wir definieren die Funktion 2(z) durch die Gleichung 


n(x) = m* {F(z)}, 


®) Vgl. Hausdorff, 8. 134. 

”) H. Lebesgue, Thése, Annali di Mat. (3) 7 (1902), S. 315. 
11) Math. Annalen 100 (1928), S. 445. 

12) Math. Annalen 81 (1920), S. 54, speziell § 17 (S. 61). 
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wobei durch F(z) die Menge aller Punkte von F bezeichnet wird, die links 

von z liegen. Wie leicht ersichtlich, bildet diese Funktion die ganze Gerade, 

die Menge F und also auch die Menge E auf ein und dasselbe Intervall von 

der Lange m'(F) ab. Da diese Abbildung auSerdem dehnungslos ist, ist 
L(E) > m'(F). 

Da F eine beliebige abgeschlossene beschriinkte Teilmenge von E war, hat 


man ferner 
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L(£) => sup m'(F) = m*(Z). 
Andererseits ist nach dem SatzeI des §1 
L(E) < m*(B), 
womit der Beweis unseres Satzes zu Ende gefiihrt wird. 


(Eingegangen am 1. 1. 1932.) 











Die Automorphismengruppe der freien Gruppen. 
Von 


Bernhard Neumann in Berlin. 





J. Nielsen stellt in der Arbeit ,,Die Isomorphismengruppe der freien 
Gruppen“) ein System von Erzeugenden und ein System von definierenden 
Relationen der Automorphismengruppe @, der freien Gruppe §, von n Er- 
zeugenden auf und beweist die Vollstaindigkeit des Relationensystems’*). 
Er erzeugt ©, durch drei und G, fiir » > 2 durch vier Erzeugende. In der 
vorliegenden Arbeit soll 6, durch drei Erzeugende und 6G, fiir n > 3 durch 
zwei Erzeugende erzeugt werden. Es werden hier wie bei J. Nielsen nur die 
Automorphismengruppen freier Gruppen mit endlicher Erzeugendenzahl be- 
handelt (§§ 1—6). Anhangsweise werden in einem letzten Paragraphen spezielle 
Erweiterungen der symmetrischen Gruppe in bezug auf ihre Erzeugenden- 
zahlen untersucht (§ 7). 

Die Anregung zum ersten Teil dieser Arbeit (§§ 1—6) verdanke ich Herrn 
Professor H. Hopf, die zum zweiten Teil (§7) Herrn Professor I. Schur; 
beide haben mich im Fortgang der Arbeit mit wertvollem Rat unterstiitzt. 


§ 1. 
Die Nielsenschen Erzeugenden, das Relationensystem 
und seine Umformung. 

, sei die freie Gruppe der Erzeugenden aj, dg, . . ., @,, d. h. die Gruppe, 
in der zwei Erzeugendenprodukte nur dann das gleiche Element darstellen, 
wenn sie identisch sind oder durch triviale Operationen (Fortlassen von 
a;'a, oder a,a;") ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Die Automor- 
phismengruppe von §, sei mit ©, bezeichnet. J. Nielsen fiihrt nun die 
folgenden Automorphismen als Erzeugende von G,, ein®): 


(1) P = [4,, G,, G5, . - » Gab 
(2) Q = [a,, a,, .. -, On, 2), 
(3) O = [a;", dy, . . -» Gal, 
(4) U = [a,4,, @,, . . ., Gq). 


1) Math. Annalen 91 (1924), S. 169—209. 

2) J. Nielsen bezeichnet die Automorphismengruppe mit Ip, die freie Gruppe 
mit Fp, die symmetrische Gruppe mit 2», die durch Vorzeichenwechsel erweiterte 
symmetrische Gruppe mit Qn. Wir schlieBen uns hier der heute wohl gebrauchlicheren 
Bezeichnungsweise (Gruppen mit groBen deutschen Buchstaben) an. 

%) l.c. Dort finden sich auch weitere Literaturangaben. 
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Dabei soll das Symbol [«,, ,, . . ., «,] bedeuten, daB «, fiir a,, a, fiir a,,.. ., a, 
fiir a, substituiert wird. Die «; sind irgendwelche Ausdriicke «, (a,, . . ., a,) 
in den Erzeugenden a,,...,a@,. Fiir a, (a,,...,a@,) schreiben wir auch kurz 
a,(a). Haben wir zwei Substitutionssymbole 


A = [a,, de, - . -» Gal, 
B — [B,; Bs. ee Ba), 
so verstehen wir unter dém Produkt A B das Symbol: 


AB= [oy (6 (2)), Ag (6 (2)), sete Bn (6 (a))}. 


In der vorliegenden Arbeit wird die spezielle Bedeutung der Elemente 
von §&,, nicht benutzt (naimlich, da8 es sich um Automorphismen handelt), 
sondern es wird nur von der abstrakten Definition der Gruppe durch ihre 
Erzeugenden und definierenden Relationen, wie sie sich bei J. Nielsen finden, 
ausgegangen. Die Einfiihrung der Substitutionssymbole dient hier wie auch 
weiterhin nur der Veranschaulichung. 

P und Q erzeugen die symmetrische Gruppe G, der Permutationen von 
n Symbolen (hier den Erzeugenden von %,,). Von hier an bis zum SchluB 
dieses Paragraphen soll nm > 3 vorausgesetzt sein. Die Fille n = 1, 2, 3 
werden in einem spiteren Paragraphen behandelt. Die definierenden Rela- 
tionen von G, sind nach J. Nielsen‘): 


a) = l, 
(5) b) QP)*-?Q-* = 1, 
c) P=O'PG, (i =2, 3, .... [F])- 


Dabei bedeutet hier wie bei J. Nielsen die Schreibweise X == Y die Ver- 
tauschbarkeit der Elemente X und Y, d.h. das Bestehen der Relation 
XYX-1Y-! = 1. 


P,Q und O erzeugen die durch Vorzeichenwechsel erweiterte symmetrische 
Gruppe T,. In ihr gelten nach J. Nielsen auBer den Relationen (5) noch die 
folgenden Relationen: 


a) 0? = 1, 
bO=Q' PQ, 
c)O = QP, 
d)O = Q-'09. 


(6) 


*) J. Nielsen, 1. c., fordert an Stelle von (Q P)"~'Q-" = 1 die beiden Relationen 
Q” = 1 und (QP)*—? = 1. E. Artin weist in seiner ,,Theorie der Zépfe“, Hamb. 
Abh. 4 (1926), S. 52—55, nach, daB das im Text angegebene Relationensystem geniigt. 
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Die ganze Automorphismengruppe 6, erhalt man nun, indem man noch 
die Erzeugende U hinzunimmt, sowie folgende Relationen‘): 


a) U == Q-* PQ?, 

b) U == QPQ-' PQ, 

c) U = Q-#00, 

a) U = Q-*UQ, 

Je) U 2 OVO, 

f) U = PQ-'‘OU0gP, 

g) U = PQ-' PQPU PQ- POP, 

h) PQ-1UQPQ-: UQUQ-' U-:QU-! = 1, 
i) (POPU)? = 1, 

j) U-' PUPOUOPO = 1. 


Die Bedeutung der Relationen (5), (6), (7) geht aus der oben zitierten 
Arbeit von J. Nielsen*) hervor. 

Im folgenden soll das Relationensystem (5), (6), (7) durch ein aquivalentes 
ersetzt werden, das die Reduktion des Erzeugendensystems und damit die 
des Relationensystems vorbereitet. 

1. Die Relation (6d) kann so geschrieben werden’): 

0-2°0Q-0-9°0Q9 =1. 
Auf Grund von (5a) wird das 
(0-Q"'0Q- PP} =1. 


(7) 





Wegen (6c) ist das aber 
(8a) (0OQ'QPOP)* = (OPOP)? = (OP)* = 1. 
Umgekehrt folgt aus (8a) unter Benutzung von (6c) und (5a) die Relation (64). 
2. Aus (7j) erhalt man durch Transformation mit POP: 

POPU-! PU POUOPOPOP = 1, 

oder wegen (8a) 
POPU“P-UPOUPO=1. 
Nun ist nach (7i) 
POPU-!P = UPO, 

so da8 man erhilt 


(8b) (U PO)? = 1. 

Umgekehrt ergibt sich (7j) aus (8b), (7i) und (8a). 
3. Aus (5c) folgt unmittelbar 

(8c) =— OPQ. 





5) Im folgenden werden die Relationen (5a) und (6a) dauernd stillschweigend 
benutzt, es wird also stets P statt P-' und O statt O-' geschrieben. 

Leo. 
7) Vgl. FuBnote 5). 
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Ferner gilt 

d) O= QPQ-, 
(8) ec) P= GOO, 
| fh O== @OQ*. 
Diese Relationen folgen aus (5), (6b, c) und (8a). Die Herleitung findet 
sich bei J. Nielsen*). SchlieBlich folgt aus (7a) bzw. (7c) 


(8g) P= Q@UQ4, 
(8h) O = Ug. 
Nun fassen wir (8c—h) zusammen zu 

(8i) OP = @UPOQ. 


Aus (8 c—f, h, i) folgt (8g), also folgt (7a) aus (5), (6b, c), (8a,i). Nunmehr 
besteht unser Relationensystem aus den Relationen (5), (6a—c), (8a) als 
Ersatz fiir (6d), (8i) fiir (7a), (7b—i), (8b) als Ersatz fiir (7)). 
Aus (8a, b) und (8i) ergeben sich jetzt drei neue Relationen: 

a) (OPQ@*UPOQ?) = PO, 

b) (OP@UPOQ*)* =Q@UP0Q?, 

| ec) (OPQ@UPOQ?)*= 1. 
Umgekehrt folgen (8a), (8b) und (8i) aus den Relationen (9), so daB unser 
Relationensystem endlich aus folgenden Relationen besteht: (5), (6a—c), 
(7b—i) und (9). Auf Grund der Relationen (9) liegt nun auf der Hand, wie 
das Erzeugendensystem reduziert werden kann. Bevor wir aber diese Re- 
duktion durchfiihren, beschaftigen wir uns noch mit einer anderen Reduktion 
des Erzeugendensystems. 


(9) 


§ 2. 
Die Erzeugung der durch Vorzeichenwechsel erweiterten symmetrischen 
Gruppe durch zwei Erzeugende, fiir gerades °). 
Wir beschaftigen uns jetzt mit der Gruppe T,,; ihre Erzeugenden sind 
O, P,Q, die Relationen sind (5), (6a—c), (8a)™). In diesem Paragraphen 
behandeln wir nur den Fall, daB n gerade (und > 2) ist. Aus (5) folgt (fir 
jedes m) nach E. Artin”): 


(10b) (@Py-: =1. 
) Lo. 
*) Vgl. §7. 


1) Die Relationen (9) sind hier nicht verwendbar, da sie die Erzeugende U ent- 
halten. Wir werden sie erst spiter verwenden. 
1) Vgl. FuBnote *). 





mim —™ eae om 
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Wegen (6c) und (10b) ist 

(Q- PO)—-? = O*—1-QP)-1 = Or-), 
und das ist, wegen (6a) und weil m gerade vorausgesetzt war, 


(11a) (Q- PO»s-' =O. 
Ferner ist wegen (lla) und (6a) 
(11b) PO-(Q- PO)-: = P. 


Setzen wir (11) in 
(QPO)*—* = (QPO) 
ein, so entsteht (6c); also ist (6c) Folge von (11). 
_ Setzen wir nun fiir PO eine neue Erzeugende T ein, dann wird aus (11) 
(12a) (QT)"—' =0, 
(12b) T-(QT)*—' = P. 
(12) hat aber nur Definitionscharakter. Wir haben also: 

Satz 1. Die durch Vorzeichenwechsel erweiterte symmetrische Gruppe wird 
fiir gerades n durch die zwei Elemente Q und T erzeugt. Die Relationen gehen 
unter Benutzung von (12) aus (5), (6a, b), (8a) hervor. 

Zur Veranschaulichung seien hier die Elemente T und QT als Substi- 
tutionen dargestellt: 


T’ == (ag, Gy", Gg, Ge, --+» Gal, 
QT == [ay*, G,, Gg, ...) Guy Ge). 
§ 3. 


Die Erzeugung der durch Vorzeichenwechsel erweiterten symmetrischen 
Gruppe durch zwei Erzeugende, fiir ungerades 1"). 

In diesem Paragraphen wird die Gruppe T,, behandelt fiir den Fall, da 
n ungerade (und > 2) ist. Die Erzeugenden der Gruppe waren O, P, Q, die 
Relationen (5), (6a—c), (8a) **). 

Aus diesen Relationen folgt nach J. Nielsen") 
(13a) Q-'0e! =—Q'Ooe, (,4=—0,1,...,n—1), 
(13b) PQ? ‘09, (¢ = 2, 3, ..., n—1). 
Ferner ist wegen (6a), (5a), (6c), (8a): 

1 = POOPQ'"Q = POPQ*0Q = OPO PQ 0Q0 = PO POQ 0Q0 

= POQ-'QP0Q-*0Q90 = P-0Q°'°0Q: P-Q-'0Q0 = 1, 

d. h. also: 
(13¢) P= 00209. 


12) Vgl. §7. 
18) Vgl. FuBnote 1). 
4) loc. 
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Wir bilden nun 
(09-1 = 0-Q-109-Q-20Q"- ... -Q-*—DOQr—", 
Wegen (13a) und (6a) ist 
° (0Q-"y" = 1, 


b) 0G" = 09" = OF = @-'0y, 
|) Oo 9p, 


(14) 


ferner wegen (13b) und (13c) 
(14d) P = (09, 
und schlieBlich wegen (14b) 
Q-(0Q)" = Q0)-Q = (0Q"-2, 


(14e) Q = (0Q)". 

Nun ist auf Grund von (14e), (10a), (14a) und da n ungerade vorausgesetzt war 
(15a) [(OQ)"-Q)" = (OQ)"-Q" = (0Q)", 

(15b) ((OQ)"- Qn ++ = (0Q)"- (0Q)"-Q = Q. 


Wegen (l4a), (14c—e), (6c), (13b), (10b) und (6a) ist 
(OQ) -Q-OP}— _ (QO P)*—*- (OQ)" (a—1) — (QOP)-? 

= QOPQGy"— 19! = Q(PQ-10G'yr 19> 

= QP-Q-1(09' PQ-*-Q)"-20Q = QP-Q-1(Y PQ-209)"-209 

= (QP)’-Q-*(0Q* PQ-*-Q)"—*(0Q)* 

—_ (QP)*—?-Q-@—» (OQ - 1PQ- (nm —1).Q) (OQ) —? 
(Q P\ —3 -Q- (n — 2) (Q" - 1 PQ- a— »0Q) (OQ)" —2 
(QP)—1Q-o—9(0Q"—* = Q-(0Q)"—* = (0Q)"-0. 


Das ergibt in Verbindung mit (15a) und (14a), sowie (6a) 


I 


(15¢) ((0Q)"Q)" - ((0Q)"Q-OPy—* = 0, 
(15d) PO -[(0Q)"Q}" [(OQ)"Q -OPy—* = P. 
Fiihren wir nun zwei neue Erzeugende ein: 
(0Q)"-Q = 8 
PO = T, 


dann wird aus (15b—d) 


|*) S*+1=—Q, 
b) sS(ST—y-1 =O, 


(16) 
ly TS"(ST—1)»—1 = P. 
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Zur Veranschaulichung seien S, S*, (S 7-1)"-! hier als Substitutionen dar- 


gestellt: 
8 = [a;', a;', eeop -, a;"}, 
S* = [a;", az", ..., @5'], 
(ST—1)*-1 = [a,, a;', a;', eoeg a;,*]. 


Die Gleichungen (16) sagen aus, da8 die Gruppe T,, fiir ungerades n durch 
die zwei Erzeugenden S und T erzeugt wird. Die Relationen gehen unter 
Benutzung von (16) aus (5), (6a—c), (8a) hervor. Um festzustellen, daB eine 
dieser Relationen iiberfliissig geworden ist, werden wir die (5a), (6a—c), 
(8a) entsprechenden Relationen aufstellen: 
a) [TS*(ST-1)*-1) = 1, 
)  [S(ST-1—1]2 = 1, 
) S*(S T—1)2—1 => S— +0. §a(§ T—1)2— 1 $2 +1, 
k S*(ST—1)»—1 => §*+1T, 

e) 7 = 1. 





eo 


(17) 


— 


Aus (17a) und (17b) folgt 


TS*(ST-1)"—-1 _ (TS- 1)n -1§-—2 T-1 — S* (S T—1)*- et. 
T? S"(ST—1)»—1 = §»(ST-1)»—1 7-2, 

also wegen (17e) 

(18) T? => S*(ST-1-, 


Nun ist wegen (17a, b) 
T? = TS*(ST— 1) —1.§*(ST-1)*—1.T = TS*(ST—')*— 1 T-18*(ST—1)»-1, 
Das ergibt in Verbindung mit (18) 
TS*(S T—')*—1 T—) = S*(ST—1)*—}, 
S— +0. §o+1 7. §a(§ T—-1)9—-1. T-1§— +. Sot+1 => Sa (§T—1)»—1, 
oder wegen (17d) 
S— + »S§(ST ~1)n—1 §n+1 => S*(S T—1)"—- 1 

Das ist aber gerade die Relation (17c), die also nunmehr iiberfliissig ist. Wir 
erhalten so 

Satz 2. Die durch Vorzeichenwechsel erweiterte symmetrische Gruppe wird 
fiir ungerades n durch die beiden Elemente S und T erzeugt. Ihre Relationen 
sind (17a, b, d, e) und die, die man aus (5b, c) durch Einsetzen von (16) erhdlt. 


§ 4. 
Die Automorphismengruppe fiir » = 1, nm = 2 und nm = 3. 


Da die Betrachtungen der folgenden Paragraphen sich auf die Fille 
n=1,n=2 und n=3 nicht anwenden lassen, sollen diese Fille jetzt 
vorweg behandelt werden. 
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Fiir n = 1 besteht die Automorphismengruppe nur aus den Elementen 1 
und O, die einzige Relation ist 


(6a) 0? = 1. 


Fiir n = 2 sagt (5b) aus, daB P = Q ist; (5c) ist leer; (6b) gilt nicht; 
(6c) ist leer; (6d) ist mit (8a) ohne weiteres gleichbedeutend; (7a—c) gelten 
nicht; (7d) ist leer; (7f) ist mit (7e) identisch; (7g, h) gelten nicht; (7j) kann 
wieder durch (8b) ersetzt werden. Fiir n = 2 wird die Gruppe also erzeugt 
durch die drei Erzeugenden O, P und U mit den Relationen 


(5a) Pt = Il, 
(6a) 0? = 1, 
(8a) (OP)* = 1, 
(7e) U = 0vo, 
(71) (POPU)? = 1, 
(8b) (U PO) = 1. 


Fiir n = 3 ist (5c) leer; (6b) folgt aus (5b) und (6c); (6d) laBt wieder 
die Umformung zu (8a) zu; (7a) gilt nicht; (7b) folgt aus (5b); (7d) gilt nicht; 
(7j) laBt sich wieder durch (8b) ersetzen. 

Auf diesen Fall wenden wir die Betrachtungen an, die wir im vorigen 
Paragraphen angestellt haben. Wir erzeugen die Gruppe also durch die drei 
Erzeugenden S, T, U und stellen folgende Relationen auf, die sich durch 
Umrechnung ergeben: 





a) (S§T-1)? = 1, 

as) }b) T+AST*S*°T-“S8T*8-4 = 1, 
c) (S*T-18 T-)? = 1, 

d) T*=1. 


Aus diesen Relationen folgt S*= 1, was in den folgenden Relationen 
benutzt ist: 


e)) U <= S*T-18T-182, 

f) Ux 8S*T-8TUST-8T-, 

g) U=tS*T-ASTST“UTS47 TS T8?, 

(19) h) Ux T38T?U TST", 

i) S*T-1§ 7282U $*T-18 T282U S-2U S*U-18-*U-) = 1, 
j) (S*T-48TU)* =1, 

k) (UT) =1. 
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§ 5. 
Die Erzeugung der Automorphismengruppe durch zwei Erzeugende, 
fiir gerades n. 

Wir gehen nun daran, das Erzeugendensystem der Gesamtgruppe fiir 
n > 3 zureduzieren. In diesem Paragraphen wird n gerade (und > 3) voraus- 
gesetzt. 

Wir sahen in § 2, da8 O und P sich durch Q und T = PO darstellen 
lassen. Die Relation (9a) lehrt uns, daB TJ eine Potenz des Elements 
OPQ?U POQ- ist. Nun sagt aber (9b) aus, daB U durch OPQ*U POQ-, 
T undQ darstellbar ist, also nach dem Gesagten auch durch OP Q?U POQ-? 
und Q allein. Wir fiihren daher eine neue Erzeugende R ein durch 
(20) R=OPQ*U POQ. 

Zur Veranschaulichung sei die Darstellung von R und Q R® eingeschoben: 

R =x [az *, @, Gg, Bg, . «+, Ogg, Ou Bn 3, Gn <4), 
Q B® = [a;*, Gs, Gq, .. +, Bq, Be). 

Dann ist wegen (9a) T = R* und die Gleichungen (12) werden zu 

(21a) (Q R*)»—: = O, 
(21b) R* (Q R*)*—! = P, 
Die Relationen (9a, b) ergeben 
(21c) Q-? RQ? R-3 = U. 
Die ganze Gruppe 6,, wird also durch Q und R erzeugt. Die Relationen ent- 
sprechen (5), (6a, b), (7b—i) und (9). Die Relationen soilen nun aufgestellt 
werden; dabei wird sich ergeben, daB (9a, b) iiberfliissig geworden sind. 
Durch Einsetzen von (21) in die Relationen (5), (6a, b), (7b—i) und (9) er- 
geben sich leicht folgende Relationen zwischen Q und R: 
a) = [R(QR)—'? = 1, 
b) (QR%)2@—vQ-» = 1, 
| ec) —- RB(Q R81 = Q-*R(QRy-1Q, (i = 2,3,...,5) 
a) (QRYM-» = 1, 
Da n gerade vorausgesetzt war, ist wegen (22d) (Q R*)""—» = 1; also kénnen 
wir (22b) ersetzen durch (22e): 
e) Q* = 1; 

f) (Q R*)—? = QO? B(QR)"Q, 
lg) QERQER-* = QR (QR 19-1 RB (QRY-10. 
Wegen (22a) ist aber 
QR (QR)-1Q-1 Re QR)-1Q = Q(R-2Q-1)-1 R-AQ-1(R-4G-1-4 RQ 
= Q(R-2Q-1)2"-1 R-3Q, 





(22) 


(22) 
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und das ist wegen (22d) = QR-*Q-'R-*Q. Also nimmt die Relation (22g) 
die Form (22h) an: 

(22h) QO? RQ?R-? = QR-*Q' RQ. 

(223) QROR-* = O-4(QR»-1Q2 

Aus den Gleichungen (13) folgt, daB PO = Q-?0Q? und daB PO=Q-* POQ?. 
Das war aus den Relationen (5), (6a—c) und (8a) ableitbar. Daher mu8 
aus (22a, c—f) und der (8a) bzw. (9c) entsprechenden Relation folgen, daB 
R®§ = Q-? (QR) Q? und daB R° = Q-*R*Q*. Damit wird aus (22) 
(22)) R= (QR); 

und aus der (7d) entsprechenden Relation 


Q-? R*Q? R-3 Q-4 R*Q? R-8Q? 


oder RQ? R-°Q-? = Q-? RQ? R-3 
wird so (22k): 
( k) R= QING, 
(22) | 1) Q*RQER-* = (QRQ-*REER-* (QR, 


m) Q-? RQ? R-3 = R-3Q-1.Q-2 R¢Q?2 R-3.Q Re. 

Da wegen (22a, d) 
Re (Q R8)"-1 Q-? RS (Q R*)"-* QR? (QR)? = R-2Q-? R-4 (Q RP)", 
wird aus (7g) (22n): 
n) Q-? R*Q? R-3 = R-2Q-1 R-3 (QR)"Q-? R*Q? R-3(Q R®)-* RQ RS; 
0) (QR*)-"Q-?* RQ? RR (QR) Q-?§ BQ?R*Q' BY?R* 
-Q-? R°Q-2 R-4Q8 R°Q-2 R-4Q2 — 1, 

| p) [R*(QR*)-*Q-? RQ?) = 1. 
Die Relation (9a) folgt unmittelbar aus (20) und (22d), wenn man (21a) 
mit (21b) primultipliziert. (9b) folgt ebenso aus (20) und (21). Es bleibt 
also nur noch 
(22q) R® = 1. 
So ergibt sich 

Satz 3. Die Automorphismengruppe ©, der freien Gruppe wird fiir ge- 
rades n > 3 erzeugt durch die beiden Erzeugenden Q und R mit den definierenden 
Relationen (22a, c—f, h, j—q). 





(22) 


§ 6. 
Die Erzeugung der Automorphismengruppe durch zwei Erzeugende, 
fiir ungerades n. 


Nun behandeln wir noch den Fall, daB n ungerade (und > 3) ist. Wir 
erzeugen die Gesamtgruppe durch die in §3 eingefiihrte Erzeugende 


(23) S = (0Q)"-Q 
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und die Erzeugende 


(20) R= O0PQ*U POQ? 

aus dem vorigen Paragraphen. Dann wird aus (16) und (9b) auf Grund von (9a) 
a) S*+ i= dy, 
b) Sn (SR-3 n—-1 — 0, 

24 

(24) c) R* S* (S R-%)»-? = P, 


d) S-2m+D Rt S2@+0 R-3 — VU. 


Die ganze Gruppe ©, wird also durch R und S erzeugt. Die Relationen 
entsprechen (5), (6a, b), (7b—i) und (9). Wie im vorigen Paragraphen werden 
wieder die Relationen aufgestellt, und dabei wird sich wieder ergeben, daB 
(9a, b) iiberfliissig geworden sind. Die Rechnung entspricht fast ganz der 
im vorigen Paragraphen ausgefiihrten, so daB wir nur das Ergebnis anzugeben 
brauchen: 

a) [R? S* (S R-%)-1}? = 1, 
b) [S* +1 R3 Sn (S R-8)2-1}2-1 S-2f@—-1) — 3. 
(25) | ) RSS" (SR-#)" —1 = $-1+» RG (SR-9r-1 So+n (j= 2,3,...,"5), 





d) [S* (S R-3)--4}2 = 1, 

e) Sn (S R-3)»—-1 = S-m™+v R* Sn (SR- S)n—1 Sat 1 
Aus (5) und (6) waren die Gleichungen (14) abgeleitet. Das gewibrleistet 
uns, daB aus (25a—e) und der (9c) entsprechenden Relation (22q) 


(26a) §** = ] 

und 

(26b) S* <> R' 

folgt. Das wird im folgenden benutzt werden. Aus (24d) wird 
(24e) S-? R4S? R-3 — U, 


und die Relationen (7b—i) ergeben nun: 


f) S-?RS?*R-§ = SRS RS, 

g) R= & (8R-*-', 

h) Rt = S-? RS?, 

i) S-2R*S2R-3 = S-(S R-%)--1. §-2 Rt §? R-3. S»(S R-3)—1, 
(25) j) S-?RAS?R-§ — R-FS— +0. §-2 Rt §?2 R-3 S»+1 RS, 

k) S-2R*S?*R-§ = R-*S-1 K-38 RS (S R-*)\"-1 §-2 Rt §? Re 


. (S R-3)"-1 S» R-3 §-1 Ro § RS, 
1) R8 (S$ R-%)"-1 S-3 Re $2 R-3 § RS (S R-8)»-1 Sn-3 Re §2 R-9 

. S»-1 Rt S2 R-3 Sn-1 RS §-2 R-4 So+s R9G-2 R-4 $2 — I, 
m) [R® (S$ R-%)»-1 Se-2 Rt S22 = 1. 
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Die Relationen (9a, b) folgen ganz enteprechend wie im vorigen Paragraphen 
aus (20), (24) und (25d). Es bleibt also wieder nur noch 


(224) R® = 1. 
So ergibt sich: 

Satz 4. Die Automorphismengruppe ©, der freien Gruppe wird fiir 
ungerades n > 3 erzeugt durch die beiden Elemente R und S mit den definierenden 
Relationen (25) und (22q). 

Aus der Automorphismengruppe 6, der freien Gruppe erhilt man durch 
Hinzunahme einer Relation die Gruppe der linearen ganzzahligen Substi- 
tutionen von der Determinante + 15). Wir kénnen aber darauf verzichten, 
diese Gruppe hier zu behandeln, da sie sich durch zwei einfachere Elemente 
als die hier benutzten Erzeugenden erzeugen laBt. 

Es verdient iibrigens angemerkt zu werden, da8 bei unserer Reduktion 
des Erzeugendensystems um zwei Erzeugende drei Relationen iiberfliissig 
geworden sind ?*), 


§ 7. 


o 


Andere spezielle Erweiterungen der symmetrischen Gruppe. 
I. 


Bei der Behandlung der durch Vorzeichenwechsel erweiterten symmetri- 
schen Gruppe wurden die Fille, daB n gerade bzw. ungerade ist, gesondert 
behandelt. Das war nétig, weil mit Riicksicht auf die Anwendung bei der 
Automorphismengruppe PO als Erzeugende verwendet werden sollte. Es 
1a8t sich nun zeigen, da8 die durch Vorzeichenwechsel erweiterte symmetrische 
Gruppe T,, fiir gerades und ungerades » in gleicher Weise durch zwei ihrer 
Elemente erzeugt werden kann. Wir werden aber hier gleich eine etwas 
allgemeinere Aufgabe behandeln. 


Bevor wir daran gehen, diese allgemeinere Aufgabe zu formulieren, 
wollen wir die im ersten Paragraphen eingefiihrte Symbolik in geeigneter 
Weise abindern. Und zwar werden wir fortan die Gruppenelemente durch 
Matrizen darstellen. Wie man sich das im Falle der symmetrischen Gruppe 
vorzustellen hat, ist ohne weiteres klar: die Matrix, die einer Permutation 
entspricht, enthalt in jeder Zeile und Kolonne eine Eins und sonst nur Nullen. 
La8t man nun an Stelle von 1 auch noch — 1 zu, so erhalt man eine Dar- 
stellung der durch Vorzeichenwechsel erweiterten symmetrischen Gruppe. 


15) Siehe J.-A. de Séguier, Sur les isomorphismes de certains groupes. Comptes 
Rendus 179 (1924), p. 139—142. 

4*) Dabei ist die iiberfliissige Relation aus (5) nicht mitgezihlt. Siehe oben FuB- 
note *). 
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Nun liegt es nahe, die symmetrische Gruppe allgemeiner dadurch zu 
erweitern, da8 man an Stelle von | alle Elemente einer beliebig vorgegebenen 
Gruppe ® zulaBt. Die Multiplikation der Matrizen geht dabei wie gewdhnlich 
vor sich, jedoch ist streng auf die Reihenfolge der Faktoren in den Elementen 
der Produktmatrix zu achten, wenn die Gruppe ® nicht kommutativ ist. 
Es ist wichtig, daB in jeder Zeile und Kolonne jeder der Matrizen nur ein von 
Null verschiedenes Element vorkommt, da sonst bei der Produktbildung 
summiert werden miiBte und eine Addition fiir die Elemente von ® nicht 
notwendig erklart ist. 


Die durch die beschriebene Erweiterung aus der symmetrischen Gruppe S, 
entstehende Gruppe wollen wir mit S, (M) bezeichnen. Unsere Aufgabe wird 
nun sein, die Gruppe GS, (M) durch méglichst wenige ihrer Elemente zu er- 
zeugen. Damit diese Aufgabe zugiinglich wird und um AnschiuB an die ersten 
Paragraphen zu gewinnen, wollen wir annehmen, da8 die Gruppe ® abstrakt 
durch ihre Erzeugenden und definierenden Relationen (beides in endlicher 
Anzahl) gegeben sei. 


Sei also die symmetrische Gruppe GS, (m > 2) wie bisher durch ihre 
Erzeugenden P und Q mit den Relationen (5) gegeben, ferner die Gruppe N 
mit den r Erzeugenden N,, N., ..., N, und dem System ® von definierenden 
Relationen. Wir nehmen an, daB ® sich nicht durch weniger als r ihrer 
Elemente erzeugen laBt. Als Erzeugende der erweiterten Gruppe G,, (M) 
werden wir dann in naheliegender Weise folgende Elemente wihlen: 1. die 
Erzeugenden P und Q von G,,; 2. die r Elemente, die man erhilt, wenn 
man in der Einheitsmatrix das erste Element der ersten Zeile der Reihe 
nach durch N,, N,, ... N, ersetzt; die so entstehenden Elemente 
nennen wir N,, Nz, ..., N, Es leuchtet unmittelbar ein, daB die ge- 
nannten r+ 2 Elemente die Gruppe G,,(M) erzeugen. Man sieht auch 
ohne weiteres, daB auBer den Relationen (5) und den Relationen aus R 
(unter sinngemaiBer Verwendung der N, an Stelle der N ‘) noch die folgen- 
den bestehen: 


[s N, = Q2-' PQ; (¢ = 1, 2,...,9), 
(26) ) b) N, = QP; (s = 1,2,...,”), 
Pp Y;=2 Q-'N,Q; (§,4 = 1,2,....7;¢< &. 


Wir interessieren uns hier nicht dafiir, ob das angegebene Relationen- 
system vollstaindig ist. Unsere Aufgabe ist vielmehr, S, (Mt) durch weniger 
als r-+- 2 Elemente zu erzeugen. In diesem Abschnitt werden wir, ohne 
weitere Voraussetzungen iiber N zu machen, G,, (M) durch r + 1 Elemente 


erzeugen. 


26* 
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Zuerst seien noch einmal die definierenden Relationen von S,, sowie 
einige Folgerelationen, die wir benétigen werden, zusammengestellt: 





a) Pt = i, 
(5) b) QP)-+Q-* = 1, 
c) PQ‘ PQ; («= 1,2, ..., [§]), 
(10a) Q = 1, 
(10b) (QPy- = 1, 
(27a) Q-§ POY = Q P)-*-9Q-' PQQ P/F". 


Die Herleitung von (27a) findet sich bei J. Nielsen?”). Aus (27a) und (26a, b) 
folgt 
(27) N, = Q' PQ; (. 
Daraus und aus der Identitat 

(Q Py- = g- ‘ Q-“-» PQ-3 Q-¢-» PQi-s pe -Q-1 PQ: P 
folgt 
(27c) Q-* N,Q = (QP)-“-».Q-"N,Q-(QP)-:; ‘tes : “4 cee " 
Das ergibt in Verbindung mit (26c) und (10a) 


; al oa i= 1,2,...,2—1 
(27d) N, = ONO; etch... ). 


r 


1,2, ..., #— 2) 
OS ey y 


il 


Ist A ein beliebiges Element aus ®, dann ist wegen (26b), (10b), (27c) 
und (10a): 
(QA Py! = QA- PQ-1.Q-1 = @P-Q-A Qe 
= (QP)-*—® Q- 1 AQQP)"—*- (QP)-"—-9Q-1 AQ(QP)"—8 -....Q-14Q 
(28) Q-@MAQr2.Q--94Q"*.....Q-14Q = (QA = (QAP). 
Um ‘nun G, (®) durch r+ 1 Elemente zu erzeugen, greifen wir irgendeine 
Erzeugende von ®, z. B. N, heraus und bilden das Element 


(29) V = QN;,. 
Dann ist wegen (28) 

(30a) (V P}-*V* = N,, 
(30b) Vi-*(V Py—-! = Q. 


So ergibt sich 

Satz 5. Die durch die Gruppe N erweiterte symmetrische Gruppe S,, (M) 
wird durch die r +- 1 Elemente N,, N;, ...,N,, P, V erzeugt. 

Als Spezialfall ist hierin enthalten, da8 N nur eine Erzeugende hat, also 
zyklisch —- von endlicher oder unendlicher Ordnung — ist. Ist die Ordnung 
von ® 2, dann erhalten wir so eine Erzeugung der durch Vorzeichenwechsel 


1%) Lc. 
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erweiterten symmetrischen Gruppe T, durch zwei Elemente fiir beliebiges 
n > 2. 

Ubrigens sind bei dieser Reduktion die Relationen (26c) und ® nicht 
benutzt worden. 


II. 
Um G,(®) durch weniger als r+ 1 Elemente erzeugen zu kénnen, 
miissen wir spezielle Voraussetzungen iiber 9% machen. Wir nehmen an: 
Voraussetzung 1. §® lasse sich durch ein solches System von r > 2 


Elementen N,, N., ..., N, erzeugen, daB N, und N, endliche teilerfremde 
Ordnungen haben. 

Voraussetzung 2. Das System N,, N,,..., N, lasse sich iiberdies so 
wahlen, da8 die Ordnung von N, zu n —1 teilerfremd ist. 

Wir bezeichnen die Ordnungen von N, und N, (oder, was dasselbe ist, 
von N, und N,) bzw. mit n, und m,. Dann gibt es nach Voraussetzung 1 
zwei Zahlen s, und 8, so daB s,”, + 8%, = 1; ferner nach Voraussetzung 2 
zwei Zahlen ¢t, und ¢,, so daB t,n,+¢,(n—1)=1. Wir bilden nun die 
beiden Elemente: 

(31a) V, = QN,, 
(31b) V, = N, P. 
Nach (28) ist 
(Vv; V,)'-* _ Q-: Nz? Nz'Q-Q-? N>" Nz*Q?. ca -Q-“-vN>} N>*Q*-*. 
Ferner ist wegen (10a) 
Vs = Q-@-0 N,Q! -Q-@—-» N,Q*-?. ... -Q-1N,Q-N,. 
So wird mit Hilfe von (27d) 

(V; V,)'-* Ve = N,-Q-'!N7'Q-Q-? Nz Q?.- A aS -Q-©-D N71 -!, 
und weiter, wieder unter Benutzung von (27d) und von Voraussetzung 1 
sowie (31a): 

(32a) (V, Vay —* Vij = Ni-am = Ny, 
(32b) ViVi Va —-* Vim = Q. 
Nun ist wegen (26b), (10b) und Voraussetzung 2 
(N, PQ-1)4 *—» = Nyo-0(Q Pyra—») = Ni-im = N,, 


also 

(32c) (V2 ((V, VaR —* Vie Vr} ae = N,, 
und mit (31b) 

(32d) (Ve((V, Va)'—* Vee Vr yea- Vy = P. 


Die Gleichungen (32) sagen aus: 
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Satz 6. Erfiillt die Gruppe R die Voraussetzungen 1 und 2, dann wird 
die durch N erweiterte symmetrische Gruppe S,, (R) durch die r Elemente N,, 
N,, ..., N,, Vi, V_ erzeugt. 


Ill. 


Wir behalten nun die Voraussetzung | bei, ersetzen aber Voraussetzung 2 
durch 


Voraussetzung 3. Das System N,, N,,..., N, lasse sich iiberdies so 
wahlen, daB die Ordnung von N, in » —1 als Teiler enthalten ist. 

Die Zahlen n,, , 8,, 8, behalten dieselbe Bedeutung wie im zweiten 
Abschnitt dieses Paragraphen. Wir bilden nun die beiden Elemente 
(33a) V,=N,P, 
(33b) V; = QN,N,. 
Zuerst bemerken wir, daB 

(V, Vz! =)QN,N, PN-'! =QN,N,Q-'-QP-N>', 
also wegen (26b) und (27d) 
N, = QN,N, P. 
Das ergibt mit (28) und Voraussetzung 3: 
(Vi,Ve*"—-* = QN,N"-*Q- Ni-* = QN,N,)"* @, 


(34) (V,V>*)'-*V3 = N,N, 
also auf Grund von (33b) 
(35a) Vi-* (V, Ve" = Q. 


Ferner ist wegen (26b, c) 
V7? = PNr'PNr' =Q'-QP-Nr' PN;z' 
= Q-'N7'Q-Nr' = N7'-Q-' N7'Q, 
demnach mit Hilfe von (34) 
(V,V>')'-*Vs—-? = N,-Q-' Nz'Q. 
Auf Grund von (27d) und Voraussetzung 1 wird somit 


(35 b) (V, Vz 2y—*Va-t}am = Nem-Q-1N ang = N,, 
ferner infolge von (34) mit (33a) 

(35¢) (V, Voy —* Vg—2}- oe (VV —-* VE = i, 
(35d) Vo"(V, V5 P—* (VV) V3 eV, = P. 


Die Gleichungen (35) ergeben: 
Satz 7. Erfiillt die Gruppe N die Voraussetzungen I und 3, dann wird 
die durch N erweiterte symmetrische Gruppe S, (RN) durch die r Elemente N,, 
N,,...,N,, Ve, Vz erzeudt. 
Es verdient angemerkt zu werden, da8 wir auch in den letzten beiden 
Abschnitten die Relationen aus ® und (27c) nicht benutzt haben. 
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IV. 


Die Voraussetzungen, die wir iiber N gemacht haben, um die Erzeugenden- 
zahl von G,, (MN) auf r zu reduzieren, sind recht speziell. Man kann aber 
leicht einsehen, daB die symmetrischen Gruppen stets die Voraussetzung 1, 
sowie entweder Voraussetzung 2 oder Voraussetzung 3 erfiillen. 

Sei nimlich MN die symmetrische Gruppe G,, der Permutationen von 
m Symbolen. Ihre Erzeugenden seien mit M und N bezeichnet, und zwar 
so, daB — entsprechend (5) — die Relationen gelten: 


a) M* = 1, 
(36) b) (NM)"—-1 N-™ = 1, 
c) M=N-‘MN'; (i = 2,3, ..., [F])- 
Aus (36) folgt — entsprechend (10) — 
(37a) N= = 1, 
(37h) (NM)=-1 = 1. 


Man kann die Gruppe wahlweise durch M und N oder (unter entsprechender 
Abanderung der Relationen) durch M und NM erzeugen, und da die Ord- 
nungen von M, N und NM bzw. 2, m und m — 1 sind, kann man die beiden 
Erzeugenden jedenfalls so wahlen, da8 ihre Ordnungen teilerfremd sind. Damit 
ist die Voraussetzung | erfiillt. Die Ordnung 2 von M ist aber sicher zu n — 1 
teilerfremd oder in n — 1 enthalten, demnach ist auch eine der beiden anderen 
Voraussetzungen erfiillt. 

Wir wollen nun R = G,, als Anwendungsbeispiel fiir die in diesem 
Paragraphen angestellten Betrachtungen behandeln. Die Gruppe, die wir 
erhalten, indem wir G,, durch G,,, erweitern, sei mit S, (S,,) bezeichnet. Man 
sieht aus dem bereits Gesagten, daB vier Fille unterschieden werden miissen, 
je nachdem ob m und nm gerade oder ungerade sind. 

1. Seien m und n gerade. Wir identifizieren M mit N, und NM mit N,, 
also, unter Beriicksichtigung von M* = 1, N mit N,N,. Wir erhalten dann 
auf Grund von (31) und (32) unter unmifverstindlicher Abainderung der 
Bezeichnungen : 


(38a) X =QNM, 
(38b) Y = MP; 

a) (X ¥p—* Xen (¥ [(XYP—* Xn]m X-1}n—t = W, 
(39) ipso Alba =Q, 


c) {Y[(x Y)'-* X*"}" X-1}9-1 = 
d) (Y((x Yy-* X"}" X-1j1--# Y _ 


M 
P. 
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2. Sei m gerade, n ungerade. Wir identifizieren wieder M mit N, und 
NM wit N,, also N mit N,N,. Dann ergeben (33) und (35), unter Beriick- 
sichtigung von M* = 1: 


(40a) Y= MP, 
(40b) Z=QN; 
a) Z'-" (ZY—-1)»-1 = Q, 
b) (Z¥-1)'—" Z = N, 
(41) 


c) ((Z Y—1)!—* Z*-2}-= (Z Y—*)'-" Z _ M, 
d) Z-* (Z Y~1)>-1 [(Z Y—1)i—9 Z»—s} Y =P. 


3. Sei m ungerade, n gerade. Wir identifizieren M mit N, und N mit N, 
und erhalten so aus (31) und (32): 


(42a) Y = MP, 
(42b) Z=QN; 
a) ((Z Y)'-* Zaye +! a N, 
b) Z[((ZY}'—* Z*}- +h = Q, 
(43) 
c) {Y((ZY)'—* Z*}* +1 Z-1}1— = M, 


d) (Y((ZY)'—* Ze +1 Z—1\n—1 Y =P. 


4. Seien schlieBlich m und mn ungerade. Wir identifizieren wieder M 
mit V, und N mit N, und wenden (33) und (35) an: 


(44a) X=QNM, 
(44b) Y = MP; 
a) X'—* (X Y-1)»-1 = Q, 
X Y-1)'— 2 Xa—2)m+1 = N 
(45) b) [( ) ] , 


c) ((X ¥—-1)'—* Xe—2]-™m+y (X Y-11-2 Xn = M 
d) X-* (X Y—-1)*-1 [(x Y-1)!-*" X*—2}" +1 Y =P 


Die Gleichungen (38) bis (45) ergeben: 


Satz 8. Wird die symmetrische Gruppe S,, mit den Erzeugenden P und Q 
durch die symmetrische Gruppe GS,, mit den Erzeugenden M und N zur 
Gruppe S, (S,,) erweitert, so lapt sich S,(S,,) durch die beiden Elemente 
X =QNM und Y = MP erzeugen, falls m+ n gerade ist, und durch die 
beiden Elemente Y = MP und Z =QN, wenn m+ n ungerade ist. 
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V. 
Um nun noch die in diesem Paragraphen gewonnenen Ergebnisse zu 
veranschaulichen, wollen wir hier die Elemente P, Q, N;, V, V;, V2, Vz als 
Matrizen darstellen: 








0-10 . 0 

1 0 0 0 

ee 0 
P= 

0 0 1 

010 0 

© 4 0 
Q=|. 

00 0 1 

1 0 0 = 

N,0 0 0 

sa © 0 

00 1 0 
N, = . 

0 0 

0 1 0 

00 1 0 
v= 

00 0 l 

N,0 0 0 

V, unterscheidet sich von V nur dadurch, daB N, an die Stelle von N, 
tritt; bei V, tritt entsprechend N,N, an Stelle von N, auf. 

0 N,0 0 

1 0 0 0 

00 1 0 
V; = 

e8 i... 5 








SchlieBlich wollen wir noch die Elemente X, Y und Z, die wir zur Er- 
zeugung von G, (G,,) verwendet haben, in etwas anderer Weise veranschau- 
lichen; wie man sie sich als Matrizen vorzustellen hat, iibersieht man leicht, 
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sobald man sich daran erinnert, wie sie aus V,, V, und V, durch Speziali- 
sierung hervorgegangen sind. Hier wollen wir X, Y und Z als Permutationen 
(von mn Symbolen) darstellen. Es wird so 


Sas 1 2 ...mn—m mn—m+l mn—m+2 mn—m+3... mn—l mn 

og, ee mn l 3 4 = m :} 
om 1 2 3 4 ... m m+l m+2... 2m 2m+l 2m+2... mn 

=(n42 m+1 m+3 m+4... 2m 1 2 ... m 2m+l ose. aoe 

Z = ( 1 2 ...mn—m mn—m+l1 mn—m+2 mn—m+3... ae 
\m+1m+2... mn 2 3 4 bate m l 


SchlieBlich seien diese drei Permutationen noch als Produkte elementefremder 
Zyklen (unter Fortlassung der eingliedrigen) dargestellt, weil diese Schreib- 
weise fiir viele Betrachtungen bequem ist: 


X = (1,m+1, 2m+1, ..., nm—m-+ 1) (2,m+2,..., 
nm—m -+ 2, 3, ...,nm—m-+ 3,...,..., m, 2m, ..., nm), 
Y = (1, m+ 2, 2, m+ 1)(3, m+ 3) (4, m+ 4)... (m, 2m), 
Z = (1,m+1,..., »am—m-+1, 2,m+2,..., nm—m+2,..., 
song Wi Bey iss, OE 


Diese Schreibweise zeigt unmittelbar, daB die Ordnung von X (m— 1) n, 
die von Y 4 und die von Z mn ist, wihrend, wie man sich leicht iiberlegt, 
die Ordnung der ganzen Gruppe G, (G,,) m!"n! ist. (Allgemein ist die 
Ordnung von G,, (MN), wenn N endlich von der Ordnung g ist, gleich g"n!1*). 


Berlin, im Januar 1932. 


*8) Vgl. zu diesem ganzen Paragraphen: W. Specht, Uber eine Verallgemeinerung 
der symmetrischen Gruppe. Schriften d. math. Sem. u. d. Inst. f. ang. Math. d. 
Univ. Berlin 1 (1932), Heft 1, S. 1—32. 


(Eingegangen am 3. 2. 1932.) 

















Uber iterative Algorithmen. I. 
Von 


Harald Geppert in GieBen. 


Die folgenden Untersuchungen beschiftigen sich mit den Iterations- 
prozessen, die durch iterative Anwendung zweier oder mehrerer analytischer 
Funktionen auf ein System von zwei oder mehreren komplexen Zahlen ent- 
stehen. Solche Algorithmen sind in gréBerer Zahl bekannt, wir nennen auBer 
den spater anzufiihrenden Beispielen hier den Algorithmus des arithmetisch- 
geometrischen Mittels, der Schapiraschen Iteration und des Borchardtschen 
Mittels. Bei diesen Prozessen bemerkte man, da8 ihnen eine starke Rapiditat 
der Konvergenz gemeinsam ist, sowie da8 sie in einem hinreichend engen 
Variablenbereich gegen analytische Grenzfunktionen konvergieren. Wir wollen 
hier den gemeinsamen Grund dieser Erscheinung aufdecken, werden gleich- 
zeitig die Grenzfunktion dieser Prozesse genauer studieren und neue Anwen- 
dungen der gefundenen Sitze geben. 


§ 1. 
Es seien a und b zwei beliebige komplexe Zahlen, f (a,b) und 9 (a, b) 
zwei analytische Funktionen dieser GréBen. Wir betrachten den unendlichen 
Algorithmus, der durch folgendes Rechenschema definiert ist: 


a; 6b, 
a, naa f (a, b); b, — 4 (a, b), 
(1) a, = f (a,, 6,); b. = @ (a,,5,), 


‘és 0-2 °S 6 VS 28° St 2S SS SG 





Wir wollen zuniachst voraussetzen, daB ein gemeinsamer Grenzwert der a,, b, 
existiere: 


lim a, = lim 6, = M (a, 5), 


und bebalten uns fiir spiter die Untersuchung der Frage vor, wann tatsichlich 
der Algorithmus (1) konvergiert. 

Natiirlich miissen wir den Funktionen f und @ einschrinkende Be- 
dingungen auferlegen; und zwar wollen wir annehmen, da8 
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1. { (a, 6) und ¢ (a, 6) homogene Funktionen ihrer Argumente von gleichem 
Gewichte k seien; 

2. 
(2) f(a,a) = p(a,a)=a 
sei; 

3. f und @ nach Abspaltung des Faktors a‘ reguldre analytische Funk- 
tionen der GréBe [ = - in der Umgebung der Stelle ¢ = 1 seien. 

Sind f(a, 6) und q (a, 6) homogen in a, b vom Gewichte k, also 

f (ma, mb) = m* f (a,b); gp (ma, mb) = m* ¢ (a, 5), 


so hat die Multiplikation der Ausgangselemente a, 6 mit m im Schema (1) 
zur Folge, daB a,,, 6, sich mit dem Faktor m*" multiplizieren. Daher wird 
der Algorithmus (1) nur dann konvergieren kénnen, wenn 0 < k < 1 ist. 
Wir wollen uns im folgenden mit solchen Algorithmen befassen, fiir die k = 1 
ist; fiir andere zulissige Werte von k vereinfachen sich die kommenden Be- 
trachtungen sogar erheblich. Mit anderen Worten: wir ersetzen die erste 
Forderung durch die schirfere Gleichung 

(3) f (ma, mb) = mf (a,b); gp (ma, mb) = m@ (a, b). 

Die Gleichungen (2) und (3) bedingen es, da8 der Grenzwert des Algo- 
rithmus (1) fiir a = 6 gleich M (a,a) = a wird. Wir untersuchen nun das 
Verhalten der a,, 6, in der Umgebung von ¢ = 1, und da es wegen der Homo- 
geneitét des Algorithmus gleichgiiltig ist, welchen Wert von a und dem- 
entsprechend von 6 =a wir voraussetzen, kénnen wir annehmen, da 
a= 1 sei. Wir setzen also 
(4) a=]; b=f=1+2. 

Dann werde gesetzt: 
fQ,l+2)=F(2); g(l,l+2)=@(), 
und das Rechenschema des Algorithmus (1) nimmt die folgende Form an: 
@e=1; b=1++4, 
=F); 4 =8@); 4 = 2-1 = SS 40, 
@, = f (a,,b,) = a,F (z,) = F (2) F (z,); b, = F (z) D(z,); 
ih by aie oe, 
(5) Ne See ie 
a, = F(z) F (z,)...F(z,_,); 6, =F (z)F (z,)...F (2,2) ® (z,_;); 
— P(z,_,)—F(z,_,) | 








z= F (z,_,) > 
lim a, = lim 6, = M(1,1+2) = JJ F(2,), 
'—> 2 ‘> ow v=0 


und diese Grenzfunktion geniigt der Funktionalgleichung 
(6) M (1,1+ 2) = F(z) M (1,1+2z,). 








-a £& a za Get Gee 
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§ 2. 

Die wichtigsten, bisher untersuchten Algorithmen geniigen auBer den 
im vorangehenden erwahnten Forderungen einer weiteren, sehr folgenreichen 
Bedingung. Gem&8 unserer dritten Forderung sind F (z) und @ (z) in der 
Umgebung der Stelle z = 0 in regulare Potenzreihen mit dem Anfangsglied 1 
entwickelbar. Die neue Bedingung lautet dann dahin, daB in diesen Potenz- 
rethen auBer den konstanten Gliedern auch noch die Glieder mit der ersten Potenz 
von z tibereinstimmen sollen, daB also diese Entwicklungen so aussehen: 
(7) F(z) = 1+a,z+a92*+a,29+...; O(z) = 1+a,2+8,27+8,2+.... 
Wir werden zeigen, daB der dann durch (5) definierte Algorithmus sehr rasch 
konvergiert und in einer gewissen Umgebung der Stelle z == 0 einer reguliren 
analytischen Grenzfunktion zustrebt. Im Hinblick auf die Anwendungen 
fiihren wir die nachfolgenden Rechnungen etwas weiter aus, als fiir die 
abstrakte Theorie erforderlich ist. 

Aus dem Ansatz (7) folgt sofort 





| __ (By — aq) 2? + (By — ag) 2® + (By — a) 2 +.-.- 
(8) ws l+a2+a2%+a,7+0,2+... 
| =metty2+yett..., 


worin die Koeffizienten y,; durch die folgenden Gleichungen bestimmt sind: 
Ye = By— ay, 
¥3 = (Bs — as) — a (By — a), 
Yq = (By — %) — % (Bs — as) + (at — aq) (By — ag), 
Ys = (Bs — a5) — a (By — a4) + (at — a9) (Bs — ag) 

— (af — 2 a,a_ + a5) (By — x9), 
Ye = (By — %q) — % (Bs — a5) + (a? — a) (By — %) 

— (ay — 2a, a%9-+ %3) (Bs — as) 

+ (af— Safa, + af + 2a,a5—-x,)(B,— a9), «+, 
und die Darstellung (8) gilt jedenfalls in einer gewissen Umgebung von z = 0. 

Die Tatsache, da8 die Entwicklung von z, mit einem Gliede in z* beginnt, 

hat zur Folge, daB F (z,) und ®(z,) bis zu den Gliedern 3. Ordnung ein- 
schlieBlich iibereinstimmen, und zwar wird 


- (2,) = 1+ ayyg2*® + aye? + (a7, + a2) w+ (0,75 + 2aeyo7s)2* 


(9) 





(10) + (a ¥6 + 2 (2 ¥e74 + ¥3) + Hg 72} 2 
| + {0,72 + 2a (yo¥s+ Ys) + 3agys ys} 2+ --- 
und @ (z,) entsprechend, wobei a,, «3,... durch B,, Bs, ... zu ersetzen sind.. 


Mit diesen Gleichungen wird nun 
@, = F(z) F(z) = 1 + ay 2 + a 2* + a?) 29 + ol of + 25 + ..,, 
b, = F(z) O(z,) = 1 + aye + a 2? + of 23 + BO et + P25 + ..., 


(11) 
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und dabei haben die ersten Koeffizienten dieser Entwicklung die folgende 
Bedeutung: 


(12) 





af? = a, + a, (B, — a), 
af?) = a, + a, (Bs — as), 
af? = a + a (By — Hq) + aH (B, — a)’, 
af) = as + a (By — a5) — aa (By — ag)? + 2 a (By — ag) By — arg), 
af? = ag + a, (Bg — aX) + (aj — ag) a, (By — ag)" 
— 2 aa» (By — a) (Bs — ag) +- ag (Bs —ag)? 
+2 a, (B,—a) (B, —- 4) + as (B, —a)*, 


2 = ag + a (By — a4) + Be (By — a2)’, 
BO = a, + a, (Bs — a5) —a,B, .— nm "ay) + 2 Bs (B, — a) (Bs — a), 
§ = ag + a (Bg — aq) + Bs (a? — xg) (By — ag)* 
— 2 a,Bs (B, — a) (Bs — a) + Be (Bs — a5)? 
+ 2 By (B,—aq) (By —a4) + Bs (B2—a2)® 


eee eS ee he ek ee a ae ee a oe 


Bildet man mit den gefundenen Reihen den Quotienten 


g, oe 2) — Fs) 
> F (z,) 





so erhilt man eine Reihe von folgender Form: 


(13) 


worin 


(14) 





— (2) 24 | «2 ay (2) o6 1 
og = 77 aT ye + y§ z 


die Koeffizienten nachstehende Bedeutung haben: 
vy? = (8. — aa)”, 
e ) = (B. — aq)* {2 (Bs — ag) — 2a, (8, —a)}, 
vi? = (Bz — %) ((3 a; — 2 ag) (By — ag)* — 4a, (By — a) (Bs — ag) 
+ (Bs — a)* + 2 (By — aq) (By — %) + (By — xq)? (Bs — ag) 
— a (8B, — a,)*} 


Infolge davon stimmen die Potenzreihen fiir F (z,) und ® (z,) bereits in den 
Gliedern bis zur 7. Potenz einschlieBlich iiberein, und nach den Formeln (5) wird 


(15) 


worin 


(16) 





a, = F (z) F (z,) F(z.) = 1 + az + af 2® + ax?) 29+ as 24 
+ a's) 25 + axis) 26 + al) 27 +... 

zu setzen ist: 

af = a + a (By — &y) + Hy (By — xq)* + a (By — xy)’, 

af = a + a (By — &5) — a, Hq (By — ag)* + 2 ay (By — ag) (Bs — a) 
— a; (By — a_)® + 2 a, (By — a9)? (Bs — a), 

af = ag + ay (By — ag) + ay (a? — ag) (By —axg)* 
— 2 aa» (By — aq) (By — ag) + a (Bs — a)" 
+ 2 ag (By — aq) (By — a4) + (a —ayag + ag) (B, —ary)* 
— 2 af (By — a )* (By — ag) + 2 a, (By — ag)* (By — a) 
+ a (By — aq) (Bs — xg)* + a, (By — xq)* (Bs — ag) 





m 


CO iS os = = 64, 
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und die Potenzreihe fiir 
bs = F (2) F (2,) ® (24) 
stimmt mit der Reihe (15) in den ersten acht Gliedern iiberein. 

Es ist klar, wie dieses Verfahren fortzusetzen ist; z, stellt eine Potenzreihe 
dar, die mit einem Glied in z* beginnt, und infolgedessen stimmen die Potenz- 
reihen fiir F (z,) und @ (z,), sowie fiir die damit gebildeten GréBen a, und b, 
bereits in den Gliedern bis zur 15. Potenz einschlieBlich iiberein. Allgemein 
kann man sagen, da8 nach Durchfiihrung von n Schritten im Algorithmus (5) 
die Potenzreihen a, und b,, schon in den ersten 2" Gliedern sibereinstimmen. 

Man erkennt dies sofort durch Induktion; denn nehmen wir an, da8 
a,, 6, bereits bis zu den Gliedern der 2" — 1-ten Potenz iibereinstimmen, 


so beginnt die Reihe fiir 
b 
2 =-—l 


a, 


mit der 2"-ten Potenz und hat die Form 


n n 
(nm) 2" , (n) »? we 


Zn > Yon” TYon41% 


F (z,) und @ (z,) haben die Form 


(n) 2" , (n) a" 41 (n) am ti_y 
F (2,) =1l+aY¥n2 + Yon, + «0. FQ Yynti_,2 
(n) (n)2\ om +1 
+ (a Yn +i t Me Yon )z T nee 
(n) 2” (n) "+1 ' (n) gm t+i_y, 
O(z,) = 1+ 4, ¥,n2 + % Yun, ,2 Tiss) THYonti_,% 


+ (a, yin +it Be yin’) ” rT 

und somit stimmen F (z,) und @(z,), also auch 

Gn+1 = F (2) F (z;) wee F (2, ) F (2n) und ns _ F (2) F(z) ee F (Z,_1) P(z,) 
in den Gliedern bis zur 2"+1 — 1-ten Potenz iiberein. Uberdies modifizieren 
sich diese Potenzreihen gegeniiber-denen von a,,, 6, erst vom Gliede mit 2*” 
an, d. h. die Glieder bis zur 2" — 1-ten Potenz von a,,, 5, (also die iiberein- 
stimmenden Glieder) bleiben bei allen folgenden Schritten erhalten. Dies 
alles gilt in einer noch zu untersuchenden Umgebung des Punktes z = 0 
und unter der Voraussetzung, daB die betrachteten Reihen konvergieren. 
Existiert die Grenzfunktion M (1, 1-+ z) und ist diese in eine Reihe nach z 
entwickelbar, so gehen offenbar die den a, und 5, gemeinsamen Reihen- 
glieder, die ja bei allen nachfolgenden Schritten des Algorithmus erhalten 
bleiben, ebenfalls in die Reihe fiir die Grenzfunktion iiber, d. h. man erhalt 
M(1,1+2) = 1+a,2+ a2? + a2 

+ ai) 24 + a(3) 28 + axis) 28 + ats) 74+... ‘a 

wo die Koeffizienten aus den Formelsystemen (12), (16)... zu entnehmen 
sind. 


(17) 
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§ 3. 

Bevor wir zu Beispielen und Anwendungen iibergehen, wollen wir zeigen, 
daB sich stets eine Kreisscheibe um z = 0 finden lift, innerhalb derer die ge- 
nannten Entwicklungen konvergieren, wo also die Grenzfunktion des Algo- 
rithmus (5) tatsichlich durch die Reihe (17) gegeben ist und eine analytische 
Funktion von z, die die Funktionalgleichung (6) erfillt, darstellt. 

Innerhalb des Kreises | z| = R seien die vorgegebenen Funktionen F (z) 
und ®(z) regulir, beschrankt und durch die Potenzreihen (7) gegeben; es 
sei also etwa in diesem Gebiete 


(18) IF@)—1|\SN, |®@—1\<N, 
und iiberdies R so klein gewahlt, da8 in dem Kreise |z| << R die Funktion 
F (z) nicht verschwinde und 
\F (z)| >S>0 
sei. Nach dem bekannten Schlu8, den man zum Beweis des Schwarzschen 





Lemmas anwendet, ist im genannten Gebiet sei" eine regulire Funktion, 
die ihr Maximum auf dem Rande annimmt, und infolgedessen 
P(z)—1 N @(z)—1 N 
( ee all = a 
(19) ise | les- 


Wir fanden in (5), daB die Grenzfunktion des Algorithmus durch das 
unendliche Produkt gegeben wird 


M (1,1+2) II F (z,). 


Dieses Produkt konvergiert sicher absolut und gleichmaBig (und stellt dann 
eine regular-analytische Funktion dar), wenn die Reihe 
[F (z) — 1) + [F (z,) —1)+...+ [F(,)—1)+... 

absolut und gleichmaBig konvergiert, insbesondere also, wenn fiir sie das 
Weierstra8sche Kriterium erfiillt ist, d.h. wenn 

(20) |F (z,)—1|<N-q (0< q< 1), 
ist. Unser Konvergenzbeweis ist also gefiihrt, wenn wir ein Gebiet um z = 0 
angeben, in dem die Forderung (20) erfiillt ist. 


Aus (19) ergibt sich, da8 im betrachteten Gebiet |z| < R die Beziehungen 
gelten: 


N 

IF@)—1l| Sj - 14, 

so daB die Forderung (20) sicher erfiillt ist, wenn 
(21) lz] < @’R. 


Bei der Bildung der z, kommt es auf die Differenzen ® (z,) — F (z,) 
an, fiir die wir leicht eine Abschitzung finden. Wir bemerkten schon oben, 
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daB die Potenzreihe fiir ® (z,) —F (z,) mit einem Gliede der Potenz 2*’ ** 
anfaingt, infolgedessen ist der Quotient 


PD (zy) —F (zy) { P(zy) —1} — {F (zr) —1} 
ie zz" hows i 





eine in der Umgebung von z = 0 regulaire Funktion von z, die ihr Maximum 
auf dem Rande annimmt, d. h. es ist 
. 9 w lzi*” 
| O (z,) —F (z,)| < 2N —— peti? 
und dies solange mit z auch die sukzessiven z, innerhalb des Kreises |z| < R 
liegen. Daher wird 


ase, eae Pei or oe 

ee O(n) — FI apa) | = = y |z|* 
— a, F (z;) Rt? 
® (z,. aie 2N |z|* 
| Zy| ee F(z, * = 5 RY 





Die Forderung (21) ist demnach sicher erfiillt, wenn die engste der folgenden 


Beziehungen gilt 
~ ie 
(22) "|S 
und dann liegen in der Tat auch z,,2,,... im Kreise |z| < R, so daB die 
vorangehenden Abschitzungen verwandt werden kénnen. (22) ist sicherlich 


befriedigt, wenn 


9” 
e\< Rvq. V2 


ist. Es ergeben sich somit zwei Fille: 





a) i =F <1, so kann (22) durch die einzige Ungleichung 
~- o/ Pa 
(23 a) l2|SRVg Van 


ersetzt werden. 
b) Ist hingegen ed => 1, so sind die Ungleichungen (22) in der einen: 
(23 b) lz| < RVq 


enthalten. Darin bedeutet g einen beliebigen echten Bruch, und wir finden 
also das Resultat, daB in der offenen Kreisscheibe 


jz;}< Rk Vis baw. |z| << R 


las unendliche Produkt T F (z,) gleichmaB8ig und absolut konvergiert und 


die analytische Grensfaaktion M (1, 1 + z) darstellt, fiir die dann in diesem 
Gebiet die Reihenentwicklung (17) gilt 


Ailey ! 7 
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Dieses Resultat ist bedeutungsvoll; es besagt, daB, gleichgiiltig, wie die 
Funktionen F (z), ®(z) im Bereich der vorgegebenen Bedingungen gewéhlt 
werden, sich stets ein nichtverschwindendes Konvergenzgebiet fiir den Algo- 
rithmus (1) bzw. (5) angeben lat. Im aligemeinen wird das wirkliche Kon- 
vergenzgebiet des Algorithmus iiber die eben gefundene Kreisscheibe sowie 
iiber den Konvergenzkreis der Potenzreihe (17) hinausgreifen, wie man an 
vielen Beispielen verifizieren kann’). 

Wiahrend bei der Iteration einer einzigen Funktion auBer im Falle, daB 
diese konstant ist, niemals ein Permanenzsatz vom gefundenen Typus gelten 
kann, findet sich ein solcher, wie wir sahen, bereits bei der iiberkreuzten 
Iteration zweier Funktionen. 

Die gefundenen Resultate gelten natiirlich in sinngemiSer Ubertragung 
auch, wenn man mehrere Ausgangselemente und die entsprechende Anzahl 
iterierender Funktionen einfiihrt. 

Von unseren Ergebnissen kann man eine zweifache Anwendung machen; 
entweder man geht von einem vorgegebenen Algorithmus aus und berechnet 
mittels (17) die Potenzreihe fiir die Grenzfunktion, sowie aus (23) ein hin- 
reichendes Konvergenzgebiet derselben, oder man geht umgekehrt von einer 
vorgelegten Funktionalgleichung des Typus (6) aus und bestimmt einen 
méglichst rasch konvergenten Algorithmus, der zur Lésung dieser Funktional- 
gleichung fiihrt. Dabei zeigt sich, daB unser Permanenzsatz eine erheblich 
einfachere und raschere Berechnung der Grenzfunktion erlaubt als der iibliche 
direkte Ansatz mittels unbestimmter Koeffizienten. Im folgenden seien einige 
hierauf beziigliche Anwendungen besprochen. 


§ 4. 
I. Der Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels zwischen den 
Elementen 1 und 1 + z wird durch Anwendung der Funktionen 


@(z) = Yl+z=1+ 


aie oe SS « 
8 16 ao Te? F - 


geliefert. Dann ergibt unsere Formel (17) unter Verwendung der gefundenen 
Ausdriicke fiir die Koeffizienten die schon von GauB angegebene Reihe 


2 95 
(24) M(1, 1+2)=1+ $2—124 5s 7 wy Ss 18 os, 


16 32 i024” * 3048" ~ Tesi" —"*” 
1) Mit dem Studium des Konvergenzbereiches spezieller Algorithmen, sowie der 
dabei auftretenden Phanomene beschaftigt sich die Dissertation des Herrn Walter 


von Bilfzingsléwen. Erscheint in Mitt. d. math. Seminars d. Universitat GieBen. 
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von der man weil, daB sie fiir |z| << 1 konvergiert*). Es ist bekannt, daB das 
arithmetisch-geometrische Mittel zwischen 1 und ¢ in der ganzen, lings der 
negativ-reellen Achse geschlitzten ¢-Ebene konvergiert, also in einem erheblich 
weiteren Umfang als die Potenzreihe (24). Der Permanenzsatz bei diesem 
Algorithmus ist bereits von Pfaff in einem Briefe an Gau® bemerkt worden’); 
man kann ihn so formulieren, daB, wenn a und 6 Potenzreihen nach einer 
GréBe u sind, die im konstanten Gliede iibereinstimmen, dann die ersten 
2 Glieder der Entwicklungen von a,, und 6,, nach uw zusammenfallen; offenbar 
ist diese Aussage in unserem Resultat enthalten. 

Il. Das arithmetisch-harmonische Mittel entsteht, wenn man von den 
Zahlen 1 und 1+ z das arithmetische und das harmonische Mittel bildet, 
und diese iteriert. Es entspricht also den Funktionen 





] 
F(z) =1+-73 42, 
_ 2(1+2) _ oe lattes tus,tas- 
P(z) = sary =1 rg%*— 7Z*+ryz* 16 * + 35 2 - «ant 


Als Grenzfunktion ergibt sich, wie man sofort aus der Funktionalgleichung 
sieht, die Funktion 


a A. come to. ae ie oe a 
167 — ian” + 3567+ «+» 


M(1,1+2)=V¥l+z2=1+—2—-—z 


1 1 
2 S 
deren Reihenentwicklung man auch aus (17) entnimmt. Auch hier konvergiert 
die gefundene Reihe lediglich im Kreise |z| << 1, wahrend der Algorithmus 
zwischen 1 und ¢ im ganzen Innern der lings der negativ-reellen Achse 
geschlitzten ¢-Ebene konvergiert: ein interessantes Beispiel dafiir, da8 ein 
eindeutiger Algorithmus einen Zweig einer mehrdeutigen Funktion darstellen 
kann. Der Permanenzsatz zeigt, daB fiir die praktische Ausrechnung einer 
Quadratwurzel die Iteration durch arithmetisches und harmonisches Mittel viel 
rascher zum Ziel fiihrt als die iibliche Berechnung durch Potenzreihen. 

III. Das geometrisch-harmonische Mittel von 1 und 1 + z entsteht durch 
iterierte Anwendung des geometrischen und des harmonischen Mittels dieser 
Zahlen, entspricht also den Funktionen 

F(z) = Vl+z2=1+}2—12'+..., 
2(1+2z 
@(z) = “54, 
Es gilt also wieder der Permanenzsatz; man weiB, da8 die Grenzfunktion 
gleich dem Quotienten aus 1 + z und dem arithmetisch-geometrischen Mittel 
aus 1 und 1 + z ist. 





=1+iz—i2+iji2F...: 


*) Vgl. GauB, Nachla8 zur Theorie des arithm.-geom. Mittels, herausgegeb. von 
H. Geppert, Ostwalds Klass. 225 (1927), 8. 35. 
3) Vgl. GauB’ Werke X, 1 (1917), 8. 232ff., 284 (Anmerkung von Schlesinger). 


27* 
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IV. Eine Erweiterung des arithmetisch-geometrischen Mittels auf vier 
Ausgangselemente stellt das Borchardtsche Mittel dar, dessen Schema folgender- 
maBen aussieht: 


a, b, Cc, d 
a,=i(at+b+c+d), 6, =+(¥ab+ Ved), 
c, = 1 (Vac + Yoda), d, = 3(Vad + Voc). 


Setzt man also: a=1, b=1+2,ce¢=1+y, d=1+2 und die zm- 
gehorigen iterierenden Funktionen 


a, = F (2, y, 2) = ] +4(z +Yy- 2), 


4 


, = O(z,y,2) = }(VI+24+V0+y(1 
oa 





o~ 
II 


n 


)J=14+2(2+y+4+2)4+..., 


, = P(z,y,2) = (Vl +y4 V(14+ 2)(1+2)) =14-24(2¢+y+2)+..., 
d, = Q(z, y,z) = 1(Vl+z + V(1- z)(1 y)) =1l+i(r+y+2)+..., 
so sind die Voraussetzungen des Permanenzsatzes erfiillt und beim n-ten 
Schritt stimmen in den Potenzreihen fiir a,, 6,, c,, d, die Glieder von 
kleinerer als 2"-ter Ordnung iiberein. Auch hier liefert die Potenzreihe fir 
M (1, 1+ 2, 1+ y, 1+ 2) nur einen Teil des natiirlichen Konvergenz- 
bereichs dieser Funktion‘). 





° 
I 


V. Eine sehr wichtige Erweiterung des arithmetisch-geometrischen 
Mittels ist die Schapirasche Iteration. Ohne auf die allgemeine Theorie dieser 
Iteration einzugehen5), sei hier kurz der einfachste Fall dieser Iteration er- 
wihnt*), dessen Algorithmus folgende Gestalt hat: 

a, 6, c, 
a,=t(a+b+ec); b} =i(ab+-ac-+ be); ef = abe. 
Setzt man hierin a= 1, b= 1+ 7, c=1+ y, so sind die iterierenden 
Funktionen des Algorithmus die folgenden: 


a, = F(z,y) = 1+ 1(2+ y), 





b, = O(z,y) = Vl+ i2(2+y)+izy=1+4(r4+y)+izy 


] 


yle+2+y+2y 





il 


= P(x, y) 


li 
= 
S 

i 

' 


y)+5ry 
—i(e+yyr+.... 


- 


*) Cher das Konvergenzverhalten dieses Algorithmus vgl. Geppert, Journ. f. 
reine u. angew. Math. 161 (1929), S. 21 —40. 

5) Vgl. hierzu H. Schapira, Uber ein allgemeines Prinzip algebraischer Iterationen. 
Verh. d. naturhist.-mediz. Vereins Heidelberg 4 (1892), S. 25—46; L. von David, 
Journ. f. reine u. angew. Math. 185 (1909), S. 62—74. 

*) Dieser Fall ist behandelt bei E. Meissel, Grunerts Arch. 57 (1875), 8. 446. 
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Man sieht hieraus, daB auch fiir diese Iteration der Permanenzsatz gilt, auf 
Grund dessen sich fiir die Grenzfunktion die Reihe ergibt: 
M(1,1+2,1+y)=1+ (2+ y)—yl@—zy+y’) 

+ 2, (13 2° — 622? y—62y' + 13 y') 

— sig (49 2* -- 20 2 y + 21 2? y* — 20 zy® + 49 y') 

+ 55g (35 2 — 14 at y—a®y’?— a’ y'— l4zy' + 35y*)Z... 
Das Konvergenzverhalten dieser Funktion, deren weiteres Studium noch 
aussteht, ist bekannt. Eine analoge Entwicklung gilt auch fiir die allgemeine 
Schapira-Iteration, bei der der Permanenzsatz in einer aihnlichen Form, wie 
sie oben beim arithmetisch-geometrischen Mittel erwihnt wurde, von Herrn 
von David bewiesen wurde. 

VI. Wir sagten schon oben, daS man umgekehrt unsere Entwicklungen 
dazu benutzen kann, die Lésung einer vorgelegten Funktionalgleichung durch 
einen auBerordentlich rasch konvergenten Algorithmus herzustellen. Die 
Grenzfunktion des Algorithmus (5) geniigt der Funktionalgleichung (6), d. h. 
der Gleichung: 


(25) M(1,1+2) =F(z)-M(1 Fa) 


und die Bedingung, da8 F (z) und @ (z) in den ersten beiden Gliedern ihrer 
Entwicklungen iibereinstimmen sollten, driickt sich darin aus, daB in der 
P (z 
F(z 
verschwindet. Umgekehrt sind dann Funktionalgleichungen des Typus (25) 
auf einen Algorithmus der betrachteten Art reduzierhar. 

Nehmen wir als Beispiel die Grenzfunktion 


Entwicklung des Quotienten das Glied mit der ersten Potenz von z 


M(1,1+2) = ¥l+z, 
so bilden wir fiir sie die Funktionalgleichung 


n 


Se ®(z) 
Vl+2= F(z) Fa) 
und bestimmen aus ihr die Funktionen F (z) und @ (z) derart, daB in ihren 
Entwicklungen die ersten beiden Glieder iibereinstimmen. Das gibt die Be- 
dingung: 
l+2<z 
1 +a,2+f.227+f,2%+...’ 





{l+a,zta,z+a,2°+...J"-' = 


woraus sich findet: 
1 
a, = my 


Man kann also z. B. wahlen 


F(2) =1+ +2, O() =- 
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und wir wissen dann, da8 1. die Grenzfunktion des mit diesen Funktionen 


gebildeten Algorithmus (5) mit yl+2 iibereinstimmt, und 2. fiir diesen 
Algorithmus der bewiesene Permanenzsatz gilt. In homogener Form besagt 
unser Resultat, daB der Algorithmus, dessen Schema so lautet: 
a, b 
_ (n—l)a+b b ie 
n ee. {(n—l)a+b}"—! 

gegen )a"~! 6 konvergiert und fiir die Berechnung dieser Wurzel i. a. erheblich 
rascher zum Ziele fiihrt als die iibliche Berechnung durch eine Potenzreihe. 


§ 5. 

Zum SchluB sei eine andere Form des Algorithmus (1) erwahnt, die fiir 
viele Zwecke praktischer ist. Unsere Transformation auf die Form (5) tragt 
dem symmetrischen Aufbau des Algorithmus nicht Rechnung; eine Form, 
bei der dies hingegen der Fall ist, ist die folgende: 

a=l+4z, b= 1—-z, 
a, = V (2) => 1+ A,z+ A,z*?+...; 6, = W(z) = 1+ A,z+ B+... 


Die Entwicklungen fiir V (z) und W (z) haben dann die Form: 
| V (z) = (1 +2)F (=) =1+4+4,z2+A,2+4+..., 


| W (2) = (1+ 2) (2) = 14 4,2+ B+... 


wahrend sich fiir die Grenzfunktion des Algorithmus (26) die Formel ergibt: 


[MC +2,1—2)= (1+2)M(1, 1—;,) 


| =144,2+4,24+4,2+ Ay2+..., 
worin die Koeffizienten die Bedeutung haben: 





(26) 





(27) 


A,=1—2a,; Ayg=4a,; A, = —4 (a, + 24;,); 

A, =4(a,+ 40,4 4a,); d,s = —4(a,+ 6a, + 12a, + 8a); 
A, = 4 (a, + 8a, + 24a, + 32a, + 16a,)...; 

B, = 4f,; B,= —4(f,+ 283); By =4(B.+ 483+ 48,);..- 


| 2a| 


= A,+ $ (1 — A,) (B, oe A,),; 

3 = A, + $(1 — A,) (B, — A;); 

«= A,+ 3(1—A,) (B, — A.) + 4 A, (B, — Ae)? 
+ $(1 —A,) (B, — A,)*; 

= A,+ 4 (1 — A,) (B, — A,)— } 4, A, (B, — A,)? 
+ 4A, (B, — Ay) (B; — As) — 4 A, (1 — A,) (B, — 43)* 
+ 3(1—A,) (B, — A,)* (By — A;); 


o @ 6.4 86 6.3 £6. Ow eS Ss. Se CU Ue ae ue ee eS 


Pan! 


(28) 


| 


Rea 


be 








> ii i. | a" 
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Beziiglich dieser Reihe ist natiirlich zu sagen, daB ihre Konvergenz in 
einem geniigend kleinen Kreise um z = 0 feststeht. Eine besondere Beachtung 
verdienen die Algorithmen (1), die symmetrisch in a und b sind, in der Weise, 
daB alle a,,, 5, symmetrische Funktionen von a und 6 sind. Dann gilt natiirlich 
das gleiche auch von der Grenzfunktion, und in der Form (27) mu8 z mit — z 
vertauschbar sein, was die Gleichungen 


A, =A, =A,=A,=...=0 
nach sich zieht. Das bedeutet, daB zwischen den Koeffizienten der Entwick- 
lungen von V (z) und W (z) die Beziehungen bestehen: 

A,=0, A, + B,=0, A,;+ B,— A; (Aj — B}) =0,..., 
mittels derer sich die Entwicklung der Grenzfunktion auf die Reihe reduziert: 
M (1+ 2,1—z) = 1+ }$(A,+ B,)2*+ (4(4,+ By) +4(B,—-A2) (Bi —A})} 4 

+ {4(A,+ B,)+ 4(A4,+ B,)A}+ }(Bi— Aj) (B, — A,) — i¢(B?- Az)*} 4 

+. 
Die oben in §4 erwahnten Algorithmen besitzen alle diese Symmetrie- 
eigenschaft; mittels unserer Formeln findet sich z. B. fiir das arithmetisch- 
geometrische Mittel aus 1 + z und 1 —z die Entwicklung 

M(1+2z, 1—2z) = 1—j2— 42-4 2°-... 
= F(j,4,1; #)-*, 
und fiir das arithmetisch-harmonische Mittel die Beziehung 
M(1+2, 1—z) = Vl—2 = 1—j} 2#—iet—fie—...- 


16 





GieBen, den 18. Januar 1932. 


(Eingegangen am 20. 1. 1932.) 








Eine neue Liésungsmethode fiir -Differentialgleichungen 
von normalem hyperbolischem Typus. 


Von 


Myron Mathisson in Warschau. 


Die lineare Differentialgleichung 


’ ee 7 Oy 
(1) SA, a + B.2*4Cy=T (a, f=1,...,.m+1;m>1) 
ap a 


wollen wir mit Hadamard als Differentialgleichung von normalem hyper- 
bolischem Typus bezeichnen'), wenn die charakteristische Differentialform 


5 A,,d2*d zx in jedem Punkt des m + 1-dimensionalen Bildraumes indefinit 
le 


ist, und zwar mit m positiven oder m negativen Dimensionen. TJ und die 
Koeffizienten A,,, B,, C sind gegebene Funktionen der m + 1 Variablen z*. 
Im folgenden wollen wir der Kiirze halber alle vorkommenden Funktionen 
stets als beliebig oft differenzierbar voraussetzen, soweit nicht ausdriicklich 
Ausnahmen festgesetzt werden. Den eigentlich schon durch Riemann er- 
ledigten Fall m = 1 werden wir auBer acht lassen. 

Das Cauchysche Problem wurde fiir die allgemeine Gleichung (1) von 
Hadamard in seinen grundlegenden Abhandlungen gelést*). In dieser Arbeit 
wird ein grundsiatzlich verschiedener Weg eingeschlagen. 

Wir machen den ersten Schritt auf diesem Wege, indem wir die Ko- 
effizienten A, unserer Gleichung (1) als Komponenten g,, einer Riemann- 
metrik deuten und kovariante Differentiation in bezug auf diese Metrik ein- 
fiihren. Die kovariante Differentiation werden wir nach Schouten mit V, 
bezeichnen®). Wir werden die iibliche Indexbezeichnung der Tensorrechnung 
iibernehmen, nach gleichen oberen und unteren Indizes durchweg summieren. 
Herauf- und Herunterziehen der Indizes wird, selbstverstindlich, in bezug 
auf die Metrik (g,,) geschehen. Es ist ohne weiteres klar, daB man 
Gleichung (1) auf die invariante Form 


(2) J(pp=g?VVeyt+A*Viypt+Ap=T (a,8 = 0,1,...,m) 


*) Hadamard, Lectures on Cauchy’s Problem, 8S. 39. New Haven, Yale University 
Press, 1923. 

*) Vgl. sein zitiertes Buch, Vorrede (1921). 

8) J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkil, 8.167. Berlin, Springer, 1924. 
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bringen kann, wobei A*, A ein passendes Vektor- bzw. Skalarfeld bedeutet. 
Die Einfiihrung der Metrik bringt eine Fiille neuer Einsichten und einen vor- 
trefflichen Rechenapparat mit sich. 

In der Gestalt (2) ist unsere Gleichung nicht nur gegen eine Trans- 
formation der Koordinaten z* invariant, sie ist auch davon unabhingig, ob 
ihr Giiltigkeitsbereich auf ein einziges Koordinatensystem abgebildet ist, 
oder nur stiickweise auf verschiedene’ Koordinatensysteme. Im letzten Falle 
sollen die Teilbereiche teilweise iibereinandergreifen, damit die Identitat 
des Differentialausdruckes mit sich selbst zutage treten kann, namlich darin, 
da8 zwei verschiedene Darstellungen von J(w) durch diejenige Koordinaten- 
transformation ineinander iibergehen, durch welche die beiden Koordinaten- 
systeme verbunden sind‘). 

Die metrische Interpretation verhilft zur vollen Verwertung der eigent- 
lichen Lésungsidee, die wir am Beispiel der Gleichung 








(A) J(y) = S¥— (S44 584 5%) of 


~ Of 0 x Oy 02) 
erliutern wollen. Es liege fiir sie das einfache Cauchyproblem vor: y = — =0 


fir t= 0, yp wird fiir t>0 gesucht. Es sei 8 (O) ein charakteristischer 
Kegel mit dem Scheitelpunkt im Punkte O (ty, 9, yo, 29) der vierdimensionalen 
Welt (¢, > 0). Ist & eine dreidimensionale Flache in dieser Welt, die ein 
vierdimensionales Gebiet D einschlieBt, so gilt die bekannte Fundamental- 
formel5) 


B) — [[vJ(w)—vI (dad ydede = [(pF¥—yFz)do, 
» p 
dg dy 
dN’ dN 
in der Richtung der Konormalen sind. Wahlt man als D das Gebiet zwischen 
K (O) und der (dreidimensionalen) Ebene t = 0, mit Ausschlu8 eines schmalen 
Zylinders Z um die durch O parallel zur t-Achse hindurchgehende Gerade, 
und entsprechend dazu das Begrenzungsgebiet 2, so hat man in der Funda- 
mentalformel rechts ein Integral iiber R (O) und ein Integral iiber Z. Die 
Ebene t = 0 liefert den Anfangswertsbedingungen zufolge keinen Beitrag. 
Die einfachste Hilfslésung g, die die Gleichung J(qy) = 0 befriedigt und 
eine fiir unser Integrationsproblem passende Singularitaét hat, ist g = 1/r. 
Man hat sie indessen in Zusammenhang mit (B) nicht benutzt. Weshalb? 
Weil man nicht wuBte, wie man von dem Integral iiber & (O) auf der rechten 
Seite frei werden soll. Wir wollen uns iiber diese Schwierigkeit einstweilen 


in welcher do das Flachenelement von Z bedeutet und Ableitungen 





*) Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
§. 222. Leipzig u. Berlin, Teubner, 1912. 
5) Siehe z. B. Goursat, Cours d’Analyse, Bd. III (1915), S. 160. 
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hinwegsetzen und jenes Integral einfach in die weitere Rechnung mitnehmen; 
es sei durch J bezeichnet. Durch Einsetzen von m = 1/r in (B) erhalt man 
in bekannter Weise, wenn man den Zylinder Z auf die durch O hindurch- 
gehende zur t-Achse parallele Gerade zusammenschrumpfen l48t und 
Gleichung (A) beriicksichtigt, die Beziehung 

" lr 

| v2 Yo, %, dt = | 2dedydedt—1, 
0 b 
und es ergibt sich fiir y durch eine Differentiation nach ¢, der richtige Aus- 


druck des retardierten Potentials, vermehrt um — ~ Das heift aber, dap 
¢ 0 


es I= 0 ist. Schon die einfachste Hilfslésung gy = 1/r befreit uns vom 
Integral iiber den R(O)-Kegel auf der rechten Seite der Grundformel (8B). 
Eine tiberraschende Erkenntnis. 

Auch im Falle der allgemeinen Gleichung (2) ist man auf eine zu (B) 
analoge Fundamentalformel angewiesen, und es kommt wiederum ein 
stérendes Integral iiber einen charakteristischen Kegel vor. Es wirft sich 
die Frage auf: Kann man nicht das stérende Integral auch diesmal loswerden, 
indem man in der Fundamentalformel eine passende Hilfsfunktion g benutzt ? 
Es wird sich herausstellen, daB dies fiir gerade Variablenzahlen wirklich 
méglich ist und zu einer iiberaus einfachen Integrationsmethode fiihrt. 


§ 1. 
Die Kegelkonstruktion. 
Wir stellen uns auf den Boden der Riemannmetrik. Die Fundamentalform 
(3) ds* = g,,d2* dx (a, 8 = 0,1, ..., m) 
soll eine positive und m negative Dimensionen haben, also durch lineare 


Transformation der dz* in einem beliebig vorgeschriebenen Punkt in der 
Gestalt 


(3 bis) ds? = dz” — (dz” +... +d”) 


darstellbar sein. Wir setzen voraus, da8 im betrachteten Bereich ds* nicht 
ausgeartet ist und daB die g, , stetig sind und stetige Ableitungen von beliebiger 
Ordnung zulassen. 

Wir werden als Nullkegel 8(O) einen Halbkegel bezeichnen, dessen 
Erzeugende die durch den Scheitelpunkt O hindurchgehenden geodatischen 
Nullinien sind. (Wir sagen Kegel, nicht Konoid, da die geoditischen Null- 
linien, von unserem metrischen Standpunkte aus, Gerade sind.) Wir stellen 
willkiirlich fest, daB ein R(O)-Kegel in die Vergangenheit gedffnet ist. Wir 
setzen voraus, daB alle R(O)-Kegel mit den verschiedenen Scheitelpunkten O 
in die Vergangenheit geéffnet sind, und das soll bedeuten, da8 sie ineinander 








ae lll 
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iibergehen, wenn man den Scheitelpunkt des einen in die Lage des Scheitel- 
punkts des anderen kontinuierlich iibertrigt. Die Ausdrucksweise der 
Relativitatstheorie wollen wir abermals benutzen und von einem Vektor a* 
sagen, da er zeiartig ist, wenn a’a, positiv ist. Ein zeitartiger Vektor im 
Punkte A weist in die Zukunft hin, wenn er nach auBen des Vergangenheits- 
kegels R(A) gerichtet ist. 

Wenn die Mannigfaltigkeit eine euklidische ist und das Koordinaten- 
system ein lineares (die g,, konstant), so ist die Gleichung des Nullkegels 
mit dem Scheitelpunkt in A (a) 


H = gap (x* — a*) (x? — a*) = 0. 
Die Tangentialebene im Punkte B(z,) hat die Gleichung 


10H 
5 mae (XP ri) = Gap (we — a*) (X? — of) = 0. 


Oxo 


Ist die Richtung der Beriihrungserzeugenden durch den Nullvektor k* ge- 
geben, so erfiillen die Vektoren &* = X* — 2%, die die Tangentialebene bilden, 
die Gleichung 

(4) k, &* = 0. 


Auch fiir die Riemannmetrik bleibt diese Gleichung giiltig. k* ist dann die 
Nullrichtung der Kegelerzeugenden, die durch den Scheitelpunkt hindurchgeht. 

Es sei eine durch O hindurchgehende geoditische Linie gegeben. Es seien 
a’ ihre Tangentenrichtungen in verschiedenen Punkten. Wir setzen voraus, 
daB a*a, = 1 ist und daB a’ in die Zukunft weist. Die geoditische Linie ist 
dann zeitartig und a‘ ist ihr Geschwindigkeitsvektor. Ein &(O)-Kegel iiberdeckt 
einen m-dimensionalen Bereich. Verschiebt man seinen Scheitelpunkt lings 
der geoditischen Linie, der Gleitlinie, so durchfegt er unsern m + 1-dimen- 
sionalen Bereich, und es wird jedem Punkte A(z) dieses Bereiches (auBerhalb 
der Gleitlinie) eine Nullrichtung zugeordnet, nimlich diejenige der durch 
A(z) hindurchgehenden Kegelmantellinie. Wir diirfen annehmen, da8 diese 
Nullrichtung eindeutig bestimmt ist. Der zugehérige Nullvektor sei k’. 
Er sei dadurch eindeutig festgelegt, daB er die Gleichung k’a, = —1 in 
bezug auf ein stetiges a*-Vektorfeld erfiillt. Der a’-Vektor in einem Punkte 
A(x) soll durch Parallelverschiebung des a*-Vektors im Scheitelpunkt O lings 
des Erzeugendenabschnitts OA entstehen, wobei R(O) derjenige Nullkegel ist, 
auf dessen Mantelfliche A(z) liegt. Es ist also 


k*° V,a = 0. 


[Denn eine Parallelverschiebung in bezug auf eine Riemannmetrik (9,,) 
eines Vektors a* um den infinitesimalen Vektor dz* ist durch die Gleichung 


(V, a’) da” =0 
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bestimmt. Erfolgt nun die Verschiebung lings einer (O)-Erzeugenden, 
so ist da jeweils  proportional.} Die Geschwindigkeitsvektoren a’ der 
Gleitlinie gehéren mit zum a‘-Feld: daher die gleiche Bezeichnung. 

Wir werden gelegentlich als &(s) denjenigen (O)-Kegel bezeichnen, 
dessen Scheitelpunkt die (in der Zukunftsrichtung positiv gerechnete) Bogen- 
lange s von einem festen Punkte P auf der Gleitlinie zuriickgelegt hat. Da- 
durch, da8 wir allen Punkten eines &(s)-Kegels seinen Argumentskalar s 
zuordnen, erzeugen wir ein s-Skalarfeld, das in jedem Punkte A(z) eindeutig 
bestimmt ist. 

Wir wollen zuletzt noch ein Feld definieren. Es sei eine GréBe dr jedem 
Linienelemente d2z* einer &(O)-Erzeugenden durch die Beziehung 
(5) dz =k dr (dr > 0) 
zugeordnet. Aus k’a, = — 1 folgt dr = —dz'a,. Es sei r = 0 im Kegel- 
scheitelpunkt, also fiir alle Punkte der Gleitlinie. Jedem Punkte A(x) unseres 
Bereiches wird somit ein positiver Skalar 

A 
r= — [ a, dx’ 
0 
eindeutig zugeordnet. Die Integration ist lings des Abschnitts OA der Kegel- 
erzeugenden auszufiihren. Man kann dr durch die invariante Gleichung 


PV,r=1 
definieren. Ist g eine Skalarfunktion, so ist 

r a dg 
(6) FVip = 5, 


wobei die Differentiation lings der k*-Richtung auszufiihren ist. 
In einer euklidischen Mannigfaltigkeit mit der Grundform (3) ist, wenn 
man als Gleitlinie die Zeitachse nimmt, 


r= Vor+...4+ 2”. 


Es ist also das r-Feld ein Analogon der von einem Zentrum aus gemessenen 
Entfernung des euklidischen Raumes. Ist 2° = t die Zeit, so ist im euklidischen 
Falle s = r+ t. 





§ 2. 
Siitze iiber die Felder s und r. 

Wir wollen nun die Differentialquotienten 7,s in einem beliebigen 
Punkt A(z) berechnen. Dazu werden wir vorerst eine interessante Beziehung 
zwischen den Variationen der Endpunkte einer geodatischen Nullinie ermitteln. 
(Diese Beziehung ist iibrigens nichts anderes als die bekannte Formel fiir die 
Variation eines Geradenabschnitts zwischen zwei Kurven, freilich fiir den Fall 
Riemannscher Geometrie und einer Nullinie.) 
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Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit gilt die Variationsformel 


3 2 

1 ' 2712 f /dq, 1 0g, 

54 Qdt = [g,d2*}i — , = =f q* 9°) dxdt, 
d x 


_ B er ad 
Q=9..77: 9 Te 


die ohne weiteres verstandlich ist, wenn man hinzufiigt, daB ¢ fiir die Anfangs- 
kurve irgendeinen Parameter bedeutet und daB dz‘ die kleine Verschiebung 
ist, durch welche man von einem Punkt der Anfangskurve in den entsprechen- 
den Punkt der variierten Kurve gelangt. Die dx’ verschwinden nicht an den 
Enden, woraus eben der Ausdruck 

(9, 62]! = (9, 62’), — g, 62’), 
entspringt. Ist die Anfangskurve sowie die variierte Kurve eine geoddtische 
Nullinie, so ergibt unsere Variationsformel die Fernbeziehung 
(7) (gq, d2‘}} = 0. 
Die Vektoren q* in den Punkten 1 und 2 sollen dabei so gewahlt werden, 
da sie durch Parallelverschiebung lings der Nullinie ineinander iibergehen. 

Ist (62*), ein Element der Gleitlinie, so ergibt sich aus (7), indem man 
g = & wahlt: 

(k, a’ ds), = (k, 6 2*),. 
Diese Beziehung gibt die Anderung ds des s-Feldes an, wenn man von einem 
Punkt zu einem anderen vermége der beliebigen Verschiebung (62*), iiber- 
geht. Wegen k'a, = —1 besteht demnach zwischen dem gesuchten Gra- 
dienten des s-Feldes und dem k‘-Feld im selben Punkte die Beziehung 
8 

(8) —— a k,. 
Es folgt daraus der 

Satz 1. Zwei benachbarte K(s)-Kegel schneiden aus der Gleitlinie und 
aus irgendeiner a’*-Richtung ygleiche Liingenelemente aus. 

Es ist nimlich, wegen a’a,=1, do die Linge des Linienelements 
dz’ = ado. Befindet er sich zwischen den Mantelflichen zweier R(s)-Kegel, 
so ist der Abstand der Scheitelpunkte, nach (8), 

ds = —k,a‘do = do. 

Es seien Oa, Ou zwei benachbarte R(O)-Erzeugende. Wir wollen den 
Punkten von O« die Punkte von Oz durch die Forderung zuordnen, daB das 
Verbindungselement d2* zweier zugeordneter Punkte A, A zum a’-Vektor im 
Punkte A von Oa orthogonal sein soll: 

a; 6 x’ 0. 
Die Zuordnung ist eindeutig. Denn die Vektoren AA und k* bestimmen 
zusammen ein zweidimensionales Element der Tangentialebene zu (OQ) 
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im Punkte A. Das Element enthilt den k*-Vektor des Punktes A und enthilt 
nicht den a’-Vektor von A. Unsere Zuordnung der Punkte A, A ist um- 
kehrbar, wenn man GréBen héherer Ordnung neben der Lange von AA 
vernachlassigt. 

Wenn man /* in einen zu a’ im selben Punkte parallelen und einen dazu 
orthogonalen Bestandteil spaltet, so ist 
(9) b= *h'+a’, *ha, = 0. 
Es seien k*, k* die k*-Vektoren zweier R(O)-Erzeugenden im Punkte 0. Wir 
definieren den Winkel w zwischen den Erzeugenden als den Winkel von *k 
und *k* im Punkte O: 

cos m = — *ki *k’ = 1 — Bk, 

(die *k* sind Einheitsvektoren). Fiir einen kleinen Winkel 6m, hat man in 
erster Naherung ent 
(10) 5a. = y2 k* ky. 
Fiir irgendeinen Punkt A mit r +0 (Fig. 1) definieren wir den Winkel dw 
der benachbarten Nullinien Ox, Ox durch die Formel 


(10 bis) do = V2Kk,, 


wobei k’, k sich auf die zugeordneten Punkte A, A beziehen und ein geo- 
ditisches Koordinatensystem in A gemeint ist. Man vermeidet die letzte Be- 
schrinkung, indem man k nach A lings AA parallel verschiebt und den 
entstehenden Vektor in die Formel 


(11) do = V2kk, 


einsetzt. In den Bestimmungsformeln von dw kommen die Punkte A, A 
und die Vektoren k’, k* symmetrisch vor. 

Im folgenden werden wir davon sehr oft Gebrauch machen, daB die 
Feider a’, k* stetig sind (Ausnahmen kénnen nur in enger Umgebung der 
Gleitlinie vorkommen). 

Satz 2. Der Winkel dm zweier benachbarter R(O)-Erzeugenden ist von r 
unabhiingig und dem Scheitelwinkel 5a. gleich. 

Wir kénnen demnach von diesem Winkel sprechen, ohne seinen Messungs- 
ort auf O« (Fig. 1) anzugeben. 

Zum Beweis greifen wir das kleine Viereck zugeordneter Punkte A A BB 
heraus (Fig. 1). Es sei b* 61 der Vektor von AA, 41 seine Lange*), k*Ar der 
Vektor von AB. Formel (11) ergibt 


ddw l J (ke &,) 


vor me po lim Se fiir ar= 0. 





*) Fir Richtungen, die zu einer zeitartigen Richtung, wie a4, orthogonal sind, 
ist das Lingenelement, bei der indefiniten Metrik (3), die positive Zahl 


di = V—9_,42"4 2". 





au 
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Wir vollziehen nun eine Parallelverschiebung von k’ + 4k und i + AR 
aus B nach A. Der erste Vektor nimmt seinen Wert k* wieder an, der zweite 
aber erfahrt, dem Werte Be gegeniiber, einen Zuwachs, 
der vom Riemann-Christoffelschen Tensor im Punkte A 
abhangt : 


Q 


A k* = — Rios heb W Sl Ar. 
Denn, seiner Entstehungsart zufolge, umfahrt B auf 
dem Wege AABBA das Flachenelement, das von den 
Vektoren 6’51 und # Ar aufgespannt wird, bis er in A 
seinen Zuwachs 4 k* bekommt. Es ist 
A (k*k,) = k, A Fe. Fig. 1. 

Da k* und das aus ihm durch Paralleliibertragung entstandene B+ Ak* 
Nullvektoren sind, so ist auch A k4 ein Nullvektor. Das folgt aus der Identitat 

R' .w,w' = 0 (w* beliebiger Vektor). 


uap 





Dieselbe Identitaét ergibt 
Ak* gehért demnach zur Tangentialebene des &(A)-Kegels, die durch ke 
hindurchgeht [Gleichung (4)]. Die einzige Nullrichtung dieser Ebene ist die 
k*-Richtung, mithin ; se 
Ak = 2ak6lAr. 
Ist fiir ein passend gewihltes u*+ k'u, = —- 1, so ist 
2a = Rig Ua ke be k?, 
und es kommt, wegen (11), 
dé&a 2 
—- = 5 kik, dl — adw dl. 
6l verschwindet zusammen mit dem Scheitelwinkel 6w,. Mithin 
° 1 dém - 
lim (<-3—) = 0 fir da, = 0. 
Das ist die differentielle Form unseres Satzes. Eine Integration ergibt 
(12) dw = dw,(1 +- «), lim — =0 fir dw, = 0. 
€ M9 

Die Fassung unseres Satzes war bis auf <dw, genau. Er ist unabhangig 
davon, wie die Punkte auf den benachbarten Nullinien einande: zugeordnet 
werden. Wesentlich ist nur, da8 6/ zusammen mit dw, verschwindet. 

Satz 3. Die Linge eines Linienelements zwischen zwei R(O)-Erzeugenden, 
die den Winkel de. einschlieBen, ist durch 
(13) él — TOW, 


gegeben. 
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Wir kénnen voraussetzen, daB das Element zwei zugeordnete Punkte 
A.A verbindet, denn die Lange irgendeines Elements AC zwischen den 
Nullinien ist, bis auf héhere GréBen, der Lange von AA gleich, wie man aus 
dem Dreieck AC A errechnet (AC ist Nullinienelement und zu A A orthogonal). 


Es sei der Punkt A’ auf BB so bestimmt, daB AA und BA’ die gleiche 


Lange 6/1 haben. Um mh zu berechnen bis auf eine GréBe, die gegeniiber 


der HauptgréBe verschwindend klein wird bei geniigend kleinem da, sind 
wir berechtigt, die Lange 4 4/1 von A’ B unter der Voraussetzung zu ermitteln, 
da8 AA BB eben ist in einer euklidisch-metrischen Umgebung des A-Punktes. 
Wir projizieren das Dreieck AA’ B auf eine zu a‘ in A orthogonale Ebene. 
Die Projektion von A’ B kénnen wir als die gesuchte Lange 4 46/1 annehmen 
(BB ist zu a’ beinahe orthogonal), die Projektion von A B hat die Lange Ar. 
Den Winkel, der aus der Projektion von < A’ AB hervorgeht, kénnen wir 
dm gleich annehmen. Denn die Richtungen A A’ und k* [Formel (11)] fallen 
beinahe zusammen [dw ist, bis auf héhere GréBen, eben die gewiinschte 
Projektion, vgl. die Ableitung von Formel (10)]. Vermége der Zuordnungsart 
von A und A ist die Richtung AA zu a orthogonal. Infolge von (4) ist sie 
orthogonal zu k*. Sie ist daher auch zu *k* orthogonal, infolge von (9). Das 
heiBt aber, daB die Projektion von < A’ BA ein beinahe gerader Winkel ist, 
mithin 
dél 


Aédl=Aréda, — = do. 
dr 


In Verbindung mit Satz 2 ergibt sich daraus die Formel (13). 


§ 3. 
Die Fundamentalformeln. 
p unabhingige kontravariante Vektoren v’,v’, ..., v spannen eine 
" 1 2 p 
in allen Indexpaaren alternierende TensorgréBe, den p-Vektor v4: v2... vy’? | 
. 1 2 p 
auf. Es ist’) 
y" . y’P | 
1 1 } 
yt » 2 vy’! = = ; =: a (v v2? yo pe—y'y? yP - ) 
1 2 p P “ P p 2 1 Pp 
vy . P y P 
p p 


v 





7) Schouten, |. c., S. 25, 26. 
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(AuBer den A, kénnen auch sonstige Indizes vorhanden sein, was durch 
Punkte angedeutet wird.) Alle Permutationen der eingeklammerten Indizes 
kommen in der Summe vor, mit einem Plus- oder Minuszeichen, je nachdem 
die Permutation gerade oder ungerade ist. Infinitesimale Vektoren spannen 
ein Element auf: 

rae dt, = d, 2" 00 & a’, 


Wenn iiber das Element nicht integriert wird, werden wir den Faktor dr, 
meistens weglassen; er mu8 hinzugedacht werden. 
Es gilt die Entwicklung ®*) 


a I = yey! P 


Bees . 
Pp = — (y 
> @.:: 


Aus ihr ergeben sich, nach einiger Rechnung, die Formeln 


(14) y Mie: Pp °° mgt 2 AOFM += Agdeee 





PR, ...dncina ) _ IP aw fi... ges 
(15) f v ere wai uf 
und 
(16) (1m 2 fm yt aD gy pte === bm — 2 gghnton + aD 
wenn 
wits, = —wst,, 


In der Gestalt®) 


(17) (m + 1) {f'":-97, 0+ Goce Dd tm 4 = [PP 2m aotm tae dt. 
™m +1 ™m 
gilt die erweiterte GauB-Stokessche Formel fiir eine Riemannsche Mannig- 
faltigkeit. w*t-*:*»—™ ist ein in allen Indexpaaren alternierender Tensor. 
Die m-dimensionale Begrenzungsflache t,, grenzt den Teil r,,,, der m-+ 1- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit ab. In t,, und 1,,,, kann, das sollen wir 
voraussetzen, ein m- bzw. ein m-- 1-dimensionaler Schraubsinn festgelegt 
werden. Der Schraubsinn in t,, ist durch den Schraubsinn in t,,,, ,,induziert“. 


Ist namlich durch 
yo y'mt 
2 m+i1 


ein positiver Schraubsinn in t,, gegeben, so ist 


vo, yim +l 
1 m+i1 


der postive Schraubsinn in 1,,,,, wenn v nach auBen von T,, weist. 

Als Sonderfille von (17) erhalt man, durch Anwendung von (15) und (16), 
die GauBsche Formel 
(18) (ps 4m +17, aot dt 5 i (— 1)" f f* dma + Vga 


‘m+ m 





8) Schouten, |. c., 8. 25, 26. 
%) Schouten, |. c., 8. 97, 98. 
Mathematische Annalen. 107. 98 
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und die Stokessche Formel 
(19) if aie wm + UMdr. a ao jf 00 0 Oy on 1 ag*m*m + Udr, 


=| 


(w*1 42 = — w*2 41), 
Durch geeignete Ausfiillung des Vektorschemas w* ergibt sich aus (18) die 
Greensche Formel. Aus (19) wird sich, durch geeignete Ausfiillung des Tensor- 
schemas w*:2, unsere zweite Fundamentalformel ergeben. 
Die erste Fundamentaljormel. Setzt man 
w= 9Viy—vpViet+Agy, 
so ist der Differentialausdruck von m + 1 Variablen 


(20) J(y) = 9° V.Vay+A*V.y+Ay 
mit dem zu ihm adjungierten Ausdruck 
(20 bis) G(y) = 9°? VVsy—V.(A* y) 4 


durch die Reziprozitaétsbeziehung (man beachte: 7,g** = 0) 
gd (y)— yG(o) = Vw’ 


verbunden. Aus dieser Beziehung und aus dem GauSschen Satze (18) ergibt 
sich die Greensche Fundamentalformel : 


aa (ft “+1 [pF (y) — p@(p))dtms 


™m+1 


eet = (— ym je eed mg'm+t* (gD, y—wyV.Q- + A, py)dt,, 


Die zweite Pa ek ey Sie gestattet gewisse Integrale umzu- 
formen im Falle, daB das Integrationsgebiet einem Nullkegel angehért. Auf 
einem 8(O)-Kegel sei ein Teil t,, durch eine m-+ 1-dimensionale Flache 
abgegrenzt, und zwar so, daB Formel (19) anwendbar sei. Das Flachenelement 
von S(O) in einem Punkte A(z) kann mittels eines beliebigen linearen 
(d. h. in allen Indexpaaren alternierenden) Tensors m + 1-ter Stufe Bit 4m+1 
und des k’-Vektors im Punkte A (§ 1) ausgedriickt werden (den Scheitel- 
punkt O sollen t,, und t,,., nicht enthalten): 


(a) f vee Am =—¢ BY* ° ‘mk. 

[Das folgt leicht aus Gleichung (4), der die Vektoren & geniigen, die das 
Element von 8(O) aufspannen; « ist ein skalarer Faktor.] Nehmen wir 
(8) Bit ss Amta a qltt pie: 4m 

an (fiihren also den a*-Vektor des Punktes A ein, § 1), so folgt aus der Ent- 
wicklungsformel (14), wegen 


Sa ¥ 
f* a-t"k, =0, Pa, = —l, 
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die Beziehung 


ee ee oe 
(y) B a k, = — +T f rt : 
Ein Vergleich von (a), (8) und (y) ergibt 
(22) fitstm = (— 1)" (m + 1) k, BY *™, 


Nach dieser Formel haben wir fiir den Integranden der linken Seite von 
Gleichung (19), wenn tiber ein K(O)-Gebiet integriert wird: 
(— 1)" (m + 1) k, BM 4m 7, 4m +a)” 
und durch Anwendung der Formel (15) 
(23) rr A Bi tm+1 kD, wer, 
Wir fiillen nun das Tensorschema w+: aus, indem wir 
hits az tics 
setzen, wo z eine Skalarfunktion und 
Hite = Qali ke) = aike —ah hk 
ist. Man rechnet leicht aus: 
kV, w"" = —k*V,2—(V,h + #+ 0, k,)z. 
Wegen Vk, = 407, (k*k,) = 0 und ka, = —1, ist 
“Dk, = —khkV,a, = 0. 
(Denn a* entsteht durch Paralleliibertragung in der k’-Richtung, 
kV, a = 0.) 
Die rechte Seite von (23) kénnen wir jetzt folgendermaBen darstellen, indem 
wir noch (8) benutzen: 
— als fam +e Pye + (V,k*)2), 
und Formel (19) ergibt die zweite Fundamentalformel 





fa” fiz ss 44 UV, 2 + (0, k*)z)dt,, 
(24) Tm a : 
= { qt f* Am Ie“m + Y edtm—1- 


™m—1 











Das Integral iiber ein R(O)-Gebiet von 


(25) Dz =FV,24+ (V,k')z 
wird nach dieser Formel in ein Integral iiber die Begrenzung des Gebietes 
transformiert. 


Berechnung von V,k*. Wir wollen die Formel (24) auf ein Elementar- 
gebiet des R(O)-Kegels anwenden, das dem Viereck AABB der Fig. 1 (§ 2) 
analog ist. Doch soll jetzt anstatt des Linienelementes AA ein zu a* in A 
28 * 
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orthogonales m — 1-dimensionales Flachenelement F, kommen, anstatt A B 
und A B die durch die Begrenzung von F, hindurchgehenden & (O)-Erzeugenden, 
anstatt BB ein zu a* des B-Punktes orthogonales Flichenelement F,. Das 
Ganze bildet einen Pyramidenstumpf. Nur die Grundflichen F, und F, 
tragen zur rechten Seite von (24) bei. F, sei ein m — 1-dimensionaler Wiirfel 
mit den Kantenlangen 6/. Sind die Kanten von F, die Elemente A A (Fig. 1), 
so sind die Kanten von F, die Elemente BB. AB sei durch k* Ar gegeben. 

In einer m + 1-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es 
einen m-+ 1-Vektor, dessen gleichnamige Komponenten in allen Punkten 
einander gleich sind’). Diese Eigenschaft, die gegen eine Koordinaten- 
transformation invariant ist, zeichnet den konstanten m--1-Vektor aus. 
Wir werden ihn durch 
(26) A’ = A s4m+i 
bezeichnen, wenn er durch zueinander orthogonale Vektoren von der Lange 
Eins und von positivem m-+ 1-dimensionalen Schraubsinn aufgespannt 
wird. Diese Vektoren kénnen in jedem Punkt durch ein anderes System von 
m -+ 1-Vektoren mit denselben Eigenschaften ersetzt werden. Denn zwei 
solche Systeme gehen durch eine m -+- 1-dimensionale Lorentzabbildung 
ineinander; sie andert den m + 1-Vektor (26) nicht, da ihre Determinante 
gleich Eins ist. 

Wir kehren zu unserem Problem zuriick. Wir fiihren im Punkte A ein 
geoditisches Koordinatensystem ein. Gleichung (24) ergibt, wenn man 
z= 1 setzt: 

A’ (0, kb) (6l)"—' Ar = A A (6l)"-}, 
d.h., mit Riicksicht auf (13), 





(27) 7,0 = 2—!. 


r 














§ 4. 
Die Integrationsmethode im Falle m + 1 = 4. 


Der physikalisch wichtigste und zugleich der mathematisch einfachste 
Fall von Gleichung (2) liegt vor (fiir m> 1), wenn die Dimensionszahl 
m-- 1 = 4 ist"). Da es uns, vor allem, auf eine Schilderung der Methode 
ankommt, wollen wir uns ein besonders einfaches Anfangswertsproblem 
stellen. Es sei als Traiger der Anfangsbedingung y = 0 ein in die Zukunft 

1) Die Riemannsche Ubertragung ist inhalistreu. Vgl. z. B. Schouten, |. c., 8.89. 

11) In der Relativitaétstheorie kommen eigentlich TensorgréBen als unbekannte 
Funktionen und, dementsprechend, Gleichungssysteme vor. Die einfache Gleichung 
O-ef=0(0 = gr, P,) enthalt z. B. fir jedes 2 (= 0, 1, 2,3) alle vier ¢. 








a .. 2 fee ee 











Differentialgleichungen von hyperbolischem Typus. 413 


gedffneter Nullkegel R gegeben™) (Fig. 2). Es wird gesucht eine regulire 
Lésung y innerhalb des ®-Kegels. Um sie in irgendeinem Punkt O(2,) zu 
bestimmen, wahlen wir irgendeine zeitartige geoditische Linie, die O enthilt, 
zur Gleitlinie (§1). In der Grundformel (21) 
wahlen wir als py die gesuchte Lésung und zum 
Integrationsgebiet t, das Gebiet zwischen R 
und S(O), mit Ausnahme einer schmalen 
Réhre um die Gleitlinie. Dementsprechend 
besteht das Integrationsgebiet t, aus den 
beiden Kegelflachen und der Réhrenflache um 
die Gleitlinie. 

Fiir ein Flachenelement von &(O) und 
einen beliebigen Vektor w* im selben Punkte 
gilt die Beziehung 
(28) ferteds wh) = bw, alts feared), 

[Zum Beweis benutze man zuerst Formel (22), dann (15) mit vo = w k,,.] 
Fiir die ®(O)-Flache haben wir also in (21) rechts das Integral 

(29) — Jats fated ke (90. y— pup t Ay py) ats. 

Ein analoges Integral haben wir als den Beitrag der R-Fliche. (Wir miissen 
nur fiir R die Felder a*, k* passend definieren, damit fiir die Nullrichtungen k* 
des R-Kegels k*+a, = — 1 bestehen bleibe.) Die Erzeugungsart der Felder 
a’, k* spielt dabei keine Rolle. Da nun yp auf dem ®-Kegel voraussetzungs- 
gema8 verschwindet, so ist auch, fiir eine zu R gehérende Richtung k’, 

k V; y= 0. 

R liefert demnach keinen Beitrag zur rechten Seite von (21). 

Nun stellen wir uns die Aufgabe: die Funktion @ so zu wihlen, daB 
das Integral (29) tiber einen R(O)-Bereich in ein Integral tiber seine Begrenzung 
tibergehe. Eine Lésung wird sich aus der zweiten Fundamentalformel ergeben. 
Es ist namlich 


k* (pVip—pVue t+ Agpy) = Vi(py) + Vuk) py 
—[2V. 9+ Vk) p—k A, 9) yp. 
Fiir die zwei ersten Summanden rechts ist unsere Aufgabe erledigt, da sie 


sich zur Gestalt (25) zusammenfiigen. Unser Ziel wird also erreicht sein 
wenn » die Gleichung 














(30) IT (9) = 2F Vi¢9 + (Vik —k, A) go = 0 





12) Merkwiirdigerweise kommt gerade diese einfache Anfangsbedingung in einem 
physikalischen Grundproblem vor; siehe die Arbeit des Verf. in Zeitschr. f. Phys. 69 
(1931), 8. 404. 
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erfiillt. Dann wird das Integral (29) iiber das R(O)-Gebiet zu 
(29 bis) — far Patsksl p pdt, 


infolge von (25). Das Integrationsgebiet 1, ist aus beiden Flachen zusammen- 
gesetzt, die der Kegel 8(O) in ® und in der schmalen Réhre herausschneidet. 
Aber y verschwindet auf ®, der Beitrag von der Réhrenfliche verschwindet 
beim spater stattfindenden Zusammenschrumpfen der Réhre auf die Gleit- 
linie. Das Integral (29) tiber die 8(O)-Flache wird somit hinfillig, wenn (30) 
erfiillt ist. 

In Gleichung (30) kommt nur Differentiation in der k*-Richtung vor, 
d. h. eine R(O)-Erzeugende entlang. Fiir diese Differentiation haben wir durch 


(6) das Symbol + eingefiihrt. Es ist demnach, infolge von (27), im Falle m = 3 
dg 2 
IT (9) = 252 + (——FA,) 9, 
mithin die Lésung von JJ = 0 





(31) l J ky At dr 











Das Integral ist lings einer R(O)-Erzeugenden gemeint. Eigentlich kommt 
noch auf der rechten Seite ein willkiirlicher konstanter Faktor hinzu. Durch 
Annahme einer fiir alle Nuilrichtungen in O(z,) gleichen Konstanten gewinnt 
man einen Anschlu8 an die Lésung — 1/r der Kugelwellengleichung 
on OF (Se « Se s SP). 

(32) am ax” Ga + dz? + oa) °, 
wenn man die a*-Richtung im O-Punkte zur z°-Achse wahlt. Dann ist 

r = V (2! — 2})* + (2*— 23)* + (2° — 2})?. 

Durch (31) ist die Hilfsfunktion p nur auf dem Begrenzungskegel (0) 
festgelegt (Fig. 2). Wir miissen uns jetzt dafiir entscheiden, wie wir g inner- 
halb des Gebietes 1, definieren wollen. Folgende Forderung ergibt eine 
eindeutige Festlegung: 

Die Funktion ¢ soll auf jedem &(s)-Kegel (§ 1) innerhalb t, genau so 
definiert werden, wie auf dem S(O)-Kegel, also durch (31). Die ndétigen 
Vektorfelder a* und k* sind schon mit Hilfe der Gleitlinie definiert worden (§ 1). 
Das so bestimmte » wird eine Parametriz sein"), d.h. als Hilfsfunktion in 














18) Der Hilbertschen Definition gegeniiber wenden wir das Wort in etwas er- 
weitertem Sinne an. Hilbert hat namlich (1. c., S. 224) fir die Parametrix Symmetrie 
in bezug auf den Parameterpunkt und den Argumentpunkt gefordert. Das trifft far 
unsere Parametrix nicht zu. 
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der ersten Grundformel verwendet, wird sie unser Integrationsproblem auf 
eine lineare Integralgleichung zweiter Art mit Fredholmschem Kern zuriick- 
fiihren. 

Die Methode der Parametriz. Wir definieren fiir jeden R(s)-Kegel, also 
auch fiir jeden Punkt des Gebietes 1,, die Funktion m durch (31). Die erste 
Fundamentalformel ergibt, wenn Gleichung (2) besteht, 


(33) |f"[pT- vp (pdt, =-Ji" "9" (PV uv— eV up t+ Aug y)ats 


Das Integral rechter Hand erstreckt sich, wie wir jetzt wissen, nur auf die 
schmale Réhre (Fig. 2). Wir wollen die Bogenlange s der Gleitlinie von ihrem 
Schnittpunkte mit R rechnen. Im Punkte O(z») sei s = 85). Hat ein Kegel 
K(s) das Gebiet #, mit t, gemein, so kann man der linken Seite von (33) 
die Gestalt 


&% 


(34) f\ Jatt fer yG (g)]dr,) ds 


0 Py 


geben. Denn es besteht in einem Punkte A(z) von 1, die Beziehung 

fs dodsdgd “= ali fe24a dal d Ts do, 
wobei das Flaichenelement rechter Hand sich auf den S(s)-Kegel bezieht 
und a*éo das Element der a*-Richtung in A(x) bedeutet, das durch zwei 
benachbarte &(s)-Kegel herausgeschnitten wird. Ihre Scheitelpunkte auf der 


Gleitlinie stehen um ds voneinander ab, und es ist nach Satz 1 (§ 2) do = ds. 
Der rechten Seite von (33) geben wir die Gestalt 


(34 bis) ~ | { at fg (pV, y— pV. gp +A, yy) dt,| ds, 


o ? 


a 
wo sich #, und /*:*2 auf die Schnittfliche eines R(s) mit der Réhre beziehen. 
Es wird dabei fiir die Réhre 

frrrradr, = adh frtidrds 
gesetzt, wo a*ds ein Element irgendeiner zeitartigen Linie auf der Réhren- 
fliche bedeutet. Wir wihlen als #, eine Fliche r =: « = const. Man sieht 
leicht ein, daB man beim Grenziibergang ¢ = 0 @, als eine Kugel behandeln 
kann in einem Raume, der zu a* im Scheitelpunkte von R(s) orthogonal 
ist. Da m wie —1/e unendlich wird, werden nur die Ableitungen von @ zu 
(34 bis) beitragen. LaBt man die Réhre auf die Gleitlinie zusammenschrumpfen, 
so bekommt man fiir die rechte Seite von (33) den Wert 


80 


4nA°''( pds, 


wo A’ der konstante Viervektor (26) ist. Eine Differentiation nach 8» 
beider Seiten von (33) ergibt eine Integralgleichung fiir yp, die nur Integrale 
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tiber den R(O)-Kegel enthilt. Das Integrationselement in (34) kann man auch 
durch A’’’ ausdriicken: 

at fdr, = A’'dV; 
dV ist ein skalares dreidimensionales Element des zu a+ orthogonalen Raumes 
in einem Punkte von &(O). Die Integralgleichung hat die Gestalt 


1 1 
(38) w(x) = — 4, | CLp (a 29] (ay d¥ + Z| olay, 2) Tapa. 
% % 
Da die Parametrix » in der Umgebung von O(z,) sich wie — 1/r verhilt, 
so zerstéren sich die Glieder von der GréBenordnung 1/r* bei Berechnung 


von G(g). Denn sie fiigen sich in einem geeigneten Koordinatensystem zur 
Laplaceschen Operation 4 - iiber das euklidisch gedeutete 1/r zusammen. 


In Gleichung (35) wird somit der Kern G() fiir A(z) + O(z,) héchstens wie 
1/r* unendlich. Man beweist leicht, daB schon die zweite Iteration des Kernes 
endlich bleibt. Der Kern ist ein Fredholmscher. Von den Anfangsbedingungen 
und von der Gestalt ihres Trigers sind die Parametrix und der Kern unab- 
hangig. 

Nach der Art, wie das Integrationsgebiet #, vom Punkte O(z,) abhingt, 
gehért Gleichung (35) dem Volterraschen Typus. Man beweist leicht, daB 
sie eine und nur eine Lésung hat, und es ist unmittelbar klar, daB diese Lésung 
der Bedingung y = 0 auf dem Kegel & geniigt. 

Im Falle des Cauchyschen Problems wird zur angedeuteten Synthese 
die Priifung der Anfangswerte neu hinzukommen. In der Nachbarschaft des 
Tragers der Anfangswerte wird fiir das Verhalten von w(z,) die gegebene 
Funktion der Integralgleichung des Problems ausschlaggebend sein, sie stimmt 
aber in jenen Punkten mit der entsprechenden Lésung von (32) in solchem 
MaBe iiberein, daB man die Priifung der Anfangswerte auf dieselbe Aufgabe 
fir Gleichung (32) zuriickfiihren kann. 

Die Gleichung 0 y = T [s. Gleichung (32)] 148t sich in auBerst einfacher 
Weise integrieren, wenn man in der Greenschen Formel g = — 1/r annimmt. 
Das Integral tiber den R(O)-Kegel in (21) rechts verschwindet dann identisch 
(oder geht in ein Integral iiber die Begrenzung des &(O)-Gebiets iiber, wenn 
die Anfangswerte nicht verschwinden). 


§ 5. 


Die Integrationsmethode fiir gerade m + 1 (> 2). 

Die Hadamardsche Integrationsmethode geht von ungeraden Variablen- 
zahlen aus und begreift nachtriglich gerade Variablenzahlen auf dem Umweg 
tiber eine héhere ungerade Variablenzahl ein. Unsere Methode erlaubt, die 
geraden m-+- 1 im wesentlichen auf dieselbe Weise zu behandeln, wie den 
Fall m+ 1 = 4, aber nicht die ungeraden m+ 1. Der Grund dafiir liegt 





— = O<. edo mem’ 
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in der Gleichung (30). Ihre Lésung hat fiir beliebige m(> 1) anstatt (31) 
die Gestalt 
t Adar 
~ 1 Me. ; , 
2 





(36) g=— 





r 
und es sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem = ganz oder gebrochen 
ist. Die Integration wird fiir gerade m + 1 > 4 wie fiir m+ 1 = 4 nach der 
Parametrixmethode geschehen. Doch kann jetzt » nicht als Parametrix 
dienen. Dazu ist eine Funktion nétig, die fiir kleine r von der GréBenordnung 
r~™—?) ist, damit beim Zusammenschrumpfen der Réhre (vgl. Fig. 2) das 
Integral 


8% 


(37) const A’**| yde 


auf der rechten Seite der ersten Fundamentalformel entstehe. 

Der Kiirze halber wollen wir uns wiederum das einfache Anfangswert- 
problem stellen: y = 0 auf einem charakteristischen Kegel ® (Fig. 2). Wie 
im vorigen Paragraphen, setzen wir auch jetzt voraus, da8 die Hilfsfunktionen 
; % innerhalb t,,,, unabhaingig von der Lage des Punktes O(z,) auf seiner 
Gleitlinie sind. Aus dem ersten Fundementalsatz folgt leicht die zu (35) 
analoge Gleichung 


‘ie ea | Op (a a) v(2)dV + | 9 (%, 2) T(x) dV 
(38) + ; ”, 
| +(—IZ. | ve) 719 2) dV. 
Im 


Dabei ist dV in jedem Punkte durch die Beziehung 
at f-idt, = A dV 

bestimmt; J7(@~) bedeutet den Differentialausdruck (30), Gleichung (30) 
ist aber nicht erfiillt, daher das letzte Integral. Der konstante Faktor a 
auf der linken Seite ist von Null verschieden, wenn sich die Parametrix 
in der Umgebung von r = 0, bis auf langsamer wachsende GréSen, wie 
const r-™—® verhalt, was wir eben voraussetzen. Fiir langsamer wachsende 
Hilfsfunktionen wird das Integral (37), mithin auch die linke Seite von (38) 
gleich Null sein. @,, ist das R(O)-Gebiet innerhalb R. 

Es seien nun 9 Q, - o@ Hilfsfunktionen, die in der Umgebung der 
Gleitlinie (r = 0) sich langsamer veriindern als gy. Setzt man in (38) irgendein 
% anstatt gy ein, so wird man links eine Null haben. Wir wollen jede der 
n Gleichungen, die durch Einsetzen von Q, Aa o® in (38) entstehen, einer 
k-maligen Differentiation unterziehen, je nach dem Index der beziiglichen 
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Funktion 9, und die so entstehenden n Gleichungen zu (38) addieren. Wir 
erhalten 


a y(a%) = — | GL pla 2)] v(2)dV + | (a, 2) T (2) dF 





(39) oy ™ 
cz bile § Lo, x) T(x) dV, 
| a, ap)? a 


vorausgesetzt, daB folgende Gleichungen erfiillt sind: 


0 


[—@( 9) +(—)" 7) = 0 (6 = 0, 1,...,.n—1; 9 =9), 


(40) : 
| IT (9) = 9. 


Als gy, das der letzten Gleichung geniigt, nehmen wir die Funktion an, die 


durch Formel (36) gegeben ist. Die iibrigen Funktionen’ ; "p ust. ergeben 
sich nacheinander aus den iibrigen linearen Differentialgleichungen (40). 
Es gilt die Rekursionsformel 














bf aatar eee bf ia 
2 — j)* 0 —— ~3j)"4 er a+ 
(41) g = |r re * G(‘g )dr. 
el 
Wir nehmen 
_ m—3 
eT 
an. Wenn J(yw) die einfache Form 
(42) J(y) = <M +...+ . =) (m + 1 gerade) 
: ot dx ox™ 


hat, so ist, wenn man eine zur t-Achse parallele Gerade zur Gleitlinie wihlt, 


- 
r= Yo" +...4+ 2, q= —--— 








a 1 
G (rt) = —-q(m + g — 2) 79-8, 
und man errechnet leicht, bei passender Wahl der Integtationskonstante, 
“Sea s—m+3 "9° oF ee Pk 
(43) oe 0+ ieee, (m> 3; ¢= 0, 1,...,8 1). 


Man sieht leicht ein, da8 keines der ? verschwindet und da8 die Parametriz 
durch 


(43 bis) ¢(= 9) = 


r™—2 


gegeben ist, daB sie mithin in der Umgebung von r = 0 in der geforderten 
Weise unendlich wird. Es ist @(~) = 0, Gleichung (39) wird zu einer Lésung. 
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Im Falle der allgemeinen Gleichung (2) mit geradem m+ 1 (> 4) 


unterscheidet sich ein durch (41) gegebenes q von dem soeben berechneten 
durch einen Faktor, der fiir r = 0 endlich bleibt und nicht verschwindet. 

Der Kern G(g) von Gleichung (39) wird im allgemeinen nicht ver- 
schwinden, doch ist er in der Umgebung von r = 0 nur von der GréBen- 
ordnung r~ =~, da sich die Glieder von der GréBenordnung r~™ gegen- 
seitig zerstéren. Der Kern ist ein Fredholmscher [vgl. das iiber Gleichung (35) 
Gesagte]. 

Im Falle des eigentlichen Cauchyschen Problems oder der Bedingung 
y + 0 auf dem ®- Kegel werden zu Gleichung (39) Zusatzglieder als gegebene 
Funktionen hinzukommen, die man ohne weiteres aufschreiben kann. Uber 
die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung und tiber die Priifung der Anfangs- 
werte bleibt das fiir m+ 1 = 4 Gesagte richtig. 

Der Fall ungerader Variablenzahl kann immer auf eine héhere gerade 
Variablenzahl zuriickgefiihrt werden. Dies ist die Grundlage der Methode 
Hadamards "*), 


14) Siehe sein zitiertes Buch, Principle of descent im alphabetischen Register. 
Hadamard hat mich auch auf einen Alteren Versuch aufmerksam gemacht, das Ver- 
schwinden des (O)-Integrals in der Greenschen Formel durch eine zu Gleichung (30) 
analoge Gleichung zu erzielen. [Hadamard, Lecons sur la propagation des ondes 
(Paris 1903), S. 322, Gleichung (78).] 


(Eingegangen am 21. 12. 1931.) 
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Linleitun g. 
Vier durch die Relation 
Sf = 847+ 04+ 8#=1 
verbundene Funktionen zweier Variablen 1, v lassen sich als laufende Koordi- 
naten einer Flache im elliptischen bzw. sphirischen Raume auffassen. Der 
Punkt £’, 2), 2’, &, bestimmt durch 
Sft=1, Si’ =0, S&dt=0, 

beschreibt die zugehérige Polarfliche. Alsdann definieren die von Fubini 
gegebenen Formeln 

X = 9 —F 6+ (no —En), 

Y = nV —17 0+ (CF —éC), 

Z=C0—C 0+ (En —né), 


= §0 —F 0—(nt —Cn), 
7? —n d—(CF—EC), 
= C8 —l b—(En —n&) 


S| | >) 
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die sogenannte Cliffordsche Abbildung auf zwei Einheitskugeln (X, Y, Z) 
und (X, Y, Z) des euklidischen Rawmes'). Die beiden Cliffordkugeln sind 
flachentreu aufeinander bezogen. 

Der hiermit skizzierte Zusammenhang bietet die Méglichkeit, aus dif- 
ferentialgeometrischen Prozessen, die der elliptischen Geometrie angehéren, 
Transformationsmethoden fiir Flachenpaare des gewéhnlichen Raumes her- 
zuleiten. Bekannt ist das Beispiel der Bonnetschen Flichenpaare, die mit der 
Isometrie Ubereinstimmung in den Hauptkriimmungsradien verbinden. Ihre 
sphirischen Abbildungen (im GauSschen Sinne) sind gleichzeitig die Clifford- 
kugeln fiir eine isotherme Fliche des elliptischen Raumes. Die von Darboux 
gefundene und von Bianchi auf die elliptische Geometrie ausgedehnte Trans- 
formation D,, der isothermen Flachen?) liefert eine Transformation der 
Bonnetschen Paare*). 

Diese Theorie soll nun im folgenden dahin erweitert werden, daB an die 
Stelle der Operation D,, die allgemeinere, zwischen Kriimmungsliniennetzen 
vermittelnde Ribaucoursche Transformation tritt. Zum leichteren Verstaindnis 
und mit Riicksicht darauf, daB in §5 der analytische Apparat der Ribaucour- 
transformation ausschlieBlich fiir die elliptische Geometrie entwickelt wird, 
erlautere ich hier kurz die Methode und die damit verkniipften geometrischen 
Beziehungen fiir den gewéhnlichen Raum. 

Gegeben sei eine auf das Netz (u,v) ihrer Kriimmungslinien bezogene 
Flache (z, y,z). Man bestimmt zunichst eine Hilfsfliche (z*, y*, z*) mit den- 
selben spharischen Bildern der Kriimmungslinien‘). Es besteht dann also 
Proportionalitaét zwischen den entsprechenden Ableitungen der Koordinaten: 


m= Ppt, %% = 7@z, usw. 








1) Fubini, I) parallelismo di Clifford negli spazii ellittici. Ann. della R. Scuola 
Norm. Sup. di Pisa 9 (1904). — Man bestitigt ibrigens unmittelbar an Hand der 
obigen Formeln, daB X* + Y? + Z* = X24 Y?2+ Z* = 1 ist. 

*) Bianchi, Complementi alle ricereche sulle superficie isoterme. Annali di Mat. (3) 
12 (1905), 8.19; daselbst § 10. 

’) Fir die nachstehende Untersuchung ist die Tatsache wichtig, da8 sich fir das 
transformierte Paar die Quadraturen unterdriicken lassen, durch die der Ubergang 
von der Bildkugel zur Darstellung der Flache erfolgt. Siehe dazu Jonas, Uber ein die 
Verbiegung der Linienkongruenzen betreffendes Problem und iiber die Transformation 
der Bonnetschen Flichenpaare. Math. Annalen 86 (1922), S. 78. 

*) Dazu kann der Abstand w= D X2* der Tangentialebene vom Nullpunkt 
dienen, der Integral derjenigen Laplaceschen Gleichung ist, die zu dem gegebenen 
Orthogonalnetz (u,v) der GauBschen Bildkugel gehért. Die weiterhin eingefihrte 
GréBe ¢ ist mit w durch die Differentialrelationen gy, = rw,, gy, = rw, verbunden, 
wo r und r’ die Hauptkriimmungsradien der Flaiche (z,...) bedeuten. Anstatt von w 
auszugehen, kann man auch fiir @ ein Integral der Cayley-Laplaceschen Gleichung des 
Krimmungglini tzes nehmen und erhilt dann umgekehrt w durch eine Quadratur. 
Bei den Anwendungen empfiehlt sich die Benutzung gewisser Hilfsfunktionen. 
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Wird jetzt 4 5 (z*)* = * gesetzt und @ durch die Quadratur 
Pu > 3.) 
definiert, so ist die Ribaucoursche Transformierte, eine ebenfalls auf ihre 
Kriimmungslinien bezogene Flache (2,, y,, 2z,), durch Formeln der folgenden 


Gestalt dargestellt: 


_ ie 
y= t—- 2". 


Korrespondierende Achsen der die gegebene und die transformierte Flache 
begleitenden Hauptdreikante, also die Flachennormalen und die Tangenten 
der Kriimmungslinien treffen sich. Die drei Schnittpunkte beschreiben kon- 
jugierte Netze (u,v). Der Normalenschnittpunkt ist der Mittelpunkt einer 
die beiden Flachen beriihrenden Kugel. Die Tangentenschnittpunkte sind die 
Brennpunkte der Geraden, in denen sich die Tangentialebenen schneiden; 
die Developpablen dieser Kongruenz entsprechen gleichfalls den Kriimmungs- 
liniennetzen®). Die beiden durch die Transformation verbundenen Flachen 
gehéren iiberdies einem normalen Kreissystem als Orthogonalflachen an. 

Im Mittelpunkt der voriiegenden Arbeit steht die Untersuchung von § 6. 
Der dort benutzte Ansatz gestattet uns, in groBer Allgemeinheit die Paare 
von Flichen zu erfassen, die sich den Cliffordkugeln einer auf die Kriimmungs- 
linien bezogenen Fliche des elliptischen Raumes zuordnen lassen und an einer 
bis zu einem gewissen Grade spezialisierten elliptischen Ribaucourtransformation 
teilnehmen. Das Ergebnis umfaBt drei bemerkenswerte Sonderfille. Bei dem 
ersten, der von unserem Standpunkt aus als die unmittelbare Verallgemeinerung 
der Bonnetschen Paare erscheint, sind die Cliffordkugeln die GauSschen 
spharischen Bilder der beiden Flachen. Diese, was die Auffindung spezieller 
Beispiele anbetrifft, etwas versteckt liegenden Paare von Flachen sind da- 
durch gekennzeichnet, daB sich ihre flichentheoretischen Fundamentalformen 
nur in den Vorzeichen der mittleren Koeffizienten F bzw. M unterscheiden. 
Die zweite Klasse von Flachenpaaren besteht aus den von Bianchi entdeckten 
T schebyschefschen Netzen, die mit Erhaltung der ersten Kriimmungen (Flexionen) 
aufemander abwickelbar sind. Sie kommen bei Bianchi in einer gréBeren 
Untersuchung iiber die Transformation derjenigen Moutardschen Differential- 
gleichungen vor, die ein durch eine quadratische Relation verbundenes 
Lésungssystem zulassen®). 


5) In der Guichardschen Terminologie: gegebenes und transformiertes Kriim- 
mungsliniennetz sind zu derselben Kongruenz harmonisch. 

*) Bianchi, Sulle varieta a tre dimensioni deformabili entro lo spazio euclideo a 
quattro dimensioni. Mem. della Soc. Ital. delle Sc. (detta dei XL) (3) 18, S. 261; 
daselbst § 15ff. — Neu ist an der nachfolgenden Behandlung in erster Linie die Zuriick- 
fihrung der betreffenden Transformation auf eine spezielle elliptische Ribaucour- 
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Den dritten, durch die Vielseitigkeit der geometrischen Zusammenhinge 
besonders interessanten Fall bilden die Biegungsflachen des orthogonalen 
Hyperboloids. Man wei bereits aus Bianchis Theorie der Verbiegung der 
Flachen zweiten Grades, daB ein orthogonales Hyperboloid sich selbst biegungs- 
konjugiert ist, also die Eigentiimlichkeit besitzt, daB die Lésungen des De- 
formationsproblems paarweise auftreten’). Die Verwandtschaft zweier 
solcher Biegungsflachen, die mit Korrespondenz ihrer Asymptotenlinien- 
netze (u,v) aufeinander bezogen sind, ist intrinseker, d. h. rein analytischer 
Natur, insofern als nur die flachentheoretischen FundamentalgréBen gleich- 
zeitig gegeben sind und das engere Band der geometrischen Konstruktion 
fehlt. Durch den in §2 bewiesenen Satz wird einem Flachenpaar der ge- 
dachten Art auf dem Wege iiber die Cliffordkugeln eine Flache des elliptischen 
Raumes zugeordnet, deren Netz (u,v) von den Kriimmungslinien gebildet 
wird. Auf dieser Grundlage gewinnen wir in § 8 aus der elliptischen Ribaucour- 
transformation eine Transformation der auf das orthogonale Hyperboloid 
abwickelbaren Flichen, bei der eine bewegte Zyklide als anschauliches 
Element der Konstruktion dient. Die neue Operation erweist sich, wie zum 
Schlu8 gezeigt wird, als gleichwertig mit der sukzessiven Anwendung zweier 
geeigneter Bianchitransformationen B, und fallt damit unter den von Bianchi 
aufgestellten Vertauschbarkeitssatz*). Hervorzuheben ist aber, daB es sich 
hier nicht um die bekannte Guichardsche Transformation, sondern um 
einen neuen Fall handelt, wo die Zusammensetzung zweier B, die Gestalt eines 
selbstiindigen geometrischen Prozesses annimmt. 

Ks sei noch gestattet, an die Ergebnisse einer friiheren Arbeit zu erinnern, 
durch die das orthogonale Hyperboloid im Bereiche der Biegungstheorie auch 
in anderer Hinsicht ausgezeichnet erscheint®). Mit einer Biegungsfliche des- 
selben sind nimlich durch eine Verwandtschaft intrinseker Art im gewéhn- 
lichen Raume vier Flachen H verbunden, deren Kriimmungslinien den 





transformation, dann aber auch die quadraturenfreie Darstellung des transformierten 
Flachenpaares und die erst damit zutage tretende Eigenschaft, daB die Abstinde 
zwischen korrespondierenden Punkten der gegebenen und der transformierten Flachen 
die gleiche konstante Lange haben. 

7) Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale 3 (1909), Kap. V; siehe insbesondere 
8. 213. 

8) Den Kenner der Bianchischen Theorie wird es nicht wundernehmen, daB dieser 
Nachweis nicht mihelos gelingt; sondern eine ganze Reihe von Kunstgriffen nétig 
macht. Fiir den mit der Transformation B, nicht vertrauten Leser bemerke ich, daB 
auch die independente Darstellung dieser Operation sich aus den Entwicklungen von 
$9 ergibt. Hingewiesen sei ibrigens auf die neuartige Behandlung, die das allgemeine 
Biegungsproblem der Mittelpunktsflachen zweiten Grades in § 2 erfihrt. 

*) Jonas, Uber gewisse mit der Verbiegung des orthogonalen Hyperboloids zu- 
sammenhangende Flachen usw. Berl. Math. Ges. Ber. 24 (1925), S. 54. 
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Asymptotenlinien der Biegungsfliche entsprechen. Die vier durch einfache 
Beziehungen zwischen ihren Hauptkriimmungsradien ausgezeichneten Flachen 
gliedern sich in zwei Paare konjugierter H-Flachen, zwischen deren Punkten 
ein anschaulicher, durch die symmetrische Hornzyklide bewirkter Zusammen- 
hang besteht. Die Transformation dieser Gebilde, auf die einzugehen der 
Umfang der vorliegenden Untersuchung verbietet, soll Gegenstand einer 
besonderen Abhandlung sein. Vorausgreifend teile ich indessen noch einen 
grundlegenden Satz mit, den die friihere Veréffentlichung nicht enthalt: Die 
Evolutenflachen eines Paares konjugierter H-Flichen sind miteinander durch einen 
viergliedrigen Zyklus Laplacescher Transformationen verkniipft. Die dadurch 
bedingte Heranziehung eines neuen Fragenkomplexes erméglicht es, diese 
andere, hier nur gestreifte Seite unserer Theorie unabhangig aufzubauen. 


§ 1. 

Cliffordkugeln und Kriimmungsliniennetz im sphirisch-elliptischen Raume. 

1. Die ganzen nachfolgenden Entwicklungen kniipfen sich an die Be- 
trachtung eines Paares aufeinander bezogener stetiger zwevparametriger Dre- 
hungen im gewéohnlichen Rawme, deren sechs Rotationen bis auf die Vorzeichen 
von p und q’ tibereinstimmen. Es seien (X®, X®, X®) und (X®, X®, X), 
kiirzer A und A, die beiden rechtwinkligen Dreikante und u, v die Bezugs- 
parameter™). Da 
Q) pP=—p €=G% f=, Fop, €=-F, C=r 
sein soll; bestehen die beielen Formelgruppen: 


x” ax ¢ 7a —q xX®, x” oe OE one q X®, 


(2) x” =? X®—pr XxX”, x° eas p x” — XM, 
XY = qX%—pX®, X® = ¢ X9—y' X®, 
x” ae rx” —g¢X”, Doin -_ r' xX” + gz”, 

(3) XP = —pX"—+X", Y= pR—r®, 
D oy = qx” + pX®, _ = —qxX"—y xX”. 








10) Der Kiirze wegen sei folgendes festgesetzt: Punkt x ist der Punkt mit den 
rechtwinkligen Koordinaten +, y,z, Flache (x) die vom Punkte xz beschriebene Flache; 
die Richtung X hat die Richtungskosinus X, Y,Z, das rechtwinklige Dreikant 
x, x®, x®) die neun Kosinus x®, y), Z™, x®), y®) Z®, x®), y®), Z®), 
Ein rechtwinkliges Dreikant soll stets mit dem Dreikant der Koordinatenachsen 
x, y,z gleichstimmig, also seine Determinante (X®, X®, X®) — +1 sein. Dem- 
entsprechend treten auch nur orthogonale Substitutionen mit der Determinante + 1 
auf. Jede in x geschriebene Gleichung hat vektorielle Bedeutung, ist also, ohne dab 
ein besonderer Hinweis erfolgt, durch die analogen Beziehungen in y und z zu erganzen. 
Die partiellen Ableitungen sind mit Buchstabenindizes bezeichnet. Die beiden Scharen 


eines Kurvennetzes (u, v) unterscheiden wir nach dem variablen Parameter: langs der 
a-Linien ist v = const. 
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Als Integrabilitatsbedingung fiir (2) und (3) erhalt man die folgenden finf 
Differentialrelationen, denen die Rotationen geniigen miissen: 


Pe = —rq, Pu <= —r q; 
(4) ~@= TP, w= TP, 
| To—T.s = PY — QP. 


Die ausgezeichneten Richtungen X® und X definieren eine flachen- 
treue Abbildung der Einheitskugel auf sich selbst, bei der die Netze (u,v) von 
den Kurven gleiwcher Bogenlinge gebildet werden™). Es ist namlich: 

(5) { + (dX)? = edu®+ 2fdudv+ gdv?, 
x (dX)? = edu*—2fdudv+ gdv*, 
(6) e=p+q, f=pp+aq, g=p*+q% Veg—P = pq —gp’ 
und, wenn 22 bzw. x —Q fiir den Koordinatenwinkel geschrieben wird: 
f 
cos Q = Ver 

2. Wir zeigen zuniichst, daB, wenn zwei durch (5) charakterisierte, also 
die Beziehungen ¢=e, f= —f, 9 =g erfiillende Einheitskugeln (X“) 
und (X“) gegeben sind, an Hand einer Quadratur, die eine willkiirliche Kon- 
stante einfiihrt, die Tangentenpaare X™, X® und X”, X¥® sich so be- 
stimmen lassen, da8 die beiden Dreikante (X, X®, X®) und (X, X¥®, X®) 
der Forderung (1) entsprechen. Dazu sei gesetzt: 


(7) {p=Vesing, ¢ =Vecosy, 
\ p =Vgsiny, gq =YVgcosy. 
Man findet mittels der vier ersten Formeln (4): 


*e hie (ae 
®) foe = eee 
9 pe ee ee ge 
(9) :={-—|G- «) es o|, 5 «so 


Die letzte Relation (4) sowie die Tatsache, da8 in (8) ein exaktes Differential 
unter dem Integralzeichen steht, folgt aus der GauBschen Gleichung: 


va lieg—ale G— 2) + =H] 
+ 96 falat(2—-2) + —h]} + 2Ve9—F = 0, 


g 








11) An sich lag es nahe, mit Riicksicht auf die besondere Rolle, die diesen Richtungen 
zukommt, den Zeiger (8) zu unterdriicken; dadurch wiirde aber die Ubersichtlichkeit 
der Formeln beeintrachtigt werden. 

Mathematische Annalen. 107. 29 
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die im vorliegenden Falle zerfallt, da f durch — f ersetzt werden kann. Das 
dritte Gleichungspaar von (2) bzw. (3) liefert dann X®, X® und X™, Xo, 

3. Der Ubergang von den beiden in der angegebenen Weise definierten 
Cliffordkugeln (X™) und (X) zu einer auf die Kriimmungslinien (u, v) 
bezogenen Flache des elliptischen Raumes hingt nun, wie ich friiher bemerkt 
habe!*), aufs engste mit der Darstellung der Drehung zusammen, die zwischen 
den Dreikanten A und A vermittelt. Die vier Eulerschen Parameter, die wir 
6, 9, &®, ®© nennen und der Relation 


8? + (9) + (0)? + (8)? = 1 
unterwerfen, liefern naimlich, wie sich alsbald herausstellen wird, eine Spalte 
der zu bestimmenden orthogonalen Matrix: 














& mm ¢ #@ 
1 1) ) 1) 
(10) a os cus? de 
&, of, 9, Ho 
Wir gehen von der folgenden Koeffiziententafel aus: 
x® x® x® 
FX] 92+ (a) (9)9_ (9)9] 2 (9 9 4 9 9) 2 (0% 9® _ 9 9) 





xy” 2 (e™ pg =) oe) (9 2 +( 9) 2_( 9 3 2 (9 eo) +6 o) 














x¥® 2 (9 ae) +¢6 6) 2 (a 9) af 6”) (9 yr—(9 +(9 ? 


Man entnimmt derselben die Werte der vier GréBen, zunichst ihre Quadrate 
und ihre Produkte zu je zweien: 

40 = 14+ DXOXO+ YXOXO + YXOX, 

(11) | 4990 = SX#oxX” an XOX usw.; 


iiber ein gemeinsames Vorzeichen kann verfiigt werden. 
Es sei (€) die gesuchte Flache des elliptischen Raumes#*) mit den laufen- 
den Koordinaten £, 7, ¢, #, die zu Cliffordbildern ihrer Kriimmungslinien 


12) Jonas, Uber die Verbiegung der Paraboloide. Berl. Math. Ges. Ber. 21 (1922), 
8.70; als erster hat Fubini [s. das Zitat unter ')] das Problem behandelt. 

13) Die analytische Geometrie des elliptischen bzw. spharischen R, ist die einer 
dem euklidischen R, eingebetteten spharischen Mannigfaltigkeit &* + »? + ¢?+ #?=1. 
Diese letztere Auffassung hat hier, wo es sich nur um ein fiir den gewéhnlichen Raum 
auszunutzendes Hilfsmittel handelt, den Vorzug der Einfachheit. Abweichend von 
dem meist geiibten Gebrauch numeriere ich nicht die Koordinaten, sondern unter- 
scheide sie durch die Buchstaben £, n,£, #; auch erschien es zweckmaBig, den Ko- 
ordinaten der Polarflache nicht, wie iiblich, die zweite, sondern die vierte Zeile der 
Matrix anzuweisen. 
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die von (X®) und (X) beschriebenen sphirischen Netze (u,v) hat, und 
(€®) die zugehérige Polarfliche; durch §“ und &® seien die Richtungen der 
an die Kriimmungslinien gelegten Tangenten bestimmt. Mittels der durch (11) 
gewonnenen Werte von @, . . . lassen sich die iibrigen Elemente der Matrix (10), 
wie folgt, auf doppelte Art darstellen: 





E = 9MXO4POXO4 HPOXO— HuXoO+4 POX 4 GoXo, 

. & = — PXY —§9MXH+4 GOXO — — HX + POX Gr Xo, 
(12). © — gpoOXo— XM — gMXw — _gHYw— Xo + gw Xo, 
&) = — 99X04 9OXO— FXO — goXw—goXYo— gXo, 


bei den 7 und ¢ ist rechts Y und Z fiir X zu schreiben. Man iiberzeugt sich 
leicht davon, da8 die Quadratsummen fiir Zeilen und Spalten den Wert 1 
haben und die Determinante (10) gleich + 1 wird. 

Die Ableitungen der 16 GréBen driicken sich folgendermaBen durch 
die Elemente der gleichen Spalte aus: 


b= pe, & = 78, 

(13) Y= —pé + re— ge, fy = re, 
gD = — rg, fy = —7E—r B+ p', 
H = gg, m= — pf ew, 


Man erhalt diese Beziehungen zunichst in #, indem man die Gleichungen (11) 
mit Benutzung von (1), (2) differentiiert, und bestatigt sie dann fiir ¢ durch 
Differentiation der Ausdriicke (12). 

Das System (13) l48t unmittelbar erkennen, daB auf der Flache (&) 
das Netz (u,v) aus den Kriimmungslinien besteht. Die Linienelemente sind 
fiir (£) und fiir die Polarfliche (€“) durch 


(14) Sade = p*du® + q/*dv?, S (de)? = g@du® + p'2dv? 
gegeben. Die Hauptkriimmungsradien sind fiir (§): 


P eis = ' 
(15) c=" ¢*~9* Se 
und fiir (€) die reziproken Werte. 

Auf die Cliffordkugeln ausgeiibte Drehungen mit konstanten Koeffi- 
zienten haben keinen Einflu8 auf die intrinseken BestimmungsgréBen von (é). 
Die infolge der Quadratur (9) der GréBe y anhaftende additive Konstante 
bringt nur insofern eine Willkiirlichkeit mit sich, als an die Stelle von (£) 
eine beliebige andere Orthogonalflaiche ihrer Normalenkongruenz treten kann. 

Hinzuzufiigen ist noch die Formelgruppe, die den umgekehrten Ubergang 
von der Fliche (€) des elliptischen Raumes, also von der Matrix (10) zu den 


Dreikanten A und A bewerkstelligt. Wir schreiben sie in der weiterhin 
29* 














H. Jonas. 





428 


zu benutzenden doppelten Gestalt, die auf der Gleichheit der komplementiren 
zweireihigen Minoren von (10) beruht: 


| xo — EY —ED D+) (nl -—Cy™) _ nf C@) —L2) gf) +, (E@) G9) — Ets) HP), 
(16) xX” — Eg” — FE) B+, (nl -—Cn) = HOCD —CS) fv +) (ES Hy — ED) p), 
xX® — Epo ES H+, (nf- fn™) —_ nf ER) — CA) yf2) + (EM Ho — HY), 


Das eingeklammerte untere Vorzeichen gilt, wenn links X“),... geschrieben 
wird. Die analogen Formeln in Y und Z ergeben sich durch zyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben £, 7, unter Festhaltung von #. 


§ 2. 
Biegungsflichen des einschaligen, insbesondere des orthogonalen 
Hyperboloids. 

1. Es liege eine nicht-geradlinige, fiir einen gewissen Bereich definierte 
Biegungsflaiche (x) des (erst weiterhin zu spezialisierenden) einschaligen H yper- 
boloids P 
(1) 5 —5+§=1% (¢>a) 


vor. Auf derselben mége den Bezugsparametern u, v das Netz der Asymptoten- 
linien entsprechen. Eine bekannte, dieser Forderung angepaBte Behandlung 
des Biegungsproblems, die durch ein neues Verfahren auf kinematischer 
Grundlage ersetzt werden soll, sei beilaufig erwihnt. Man bezieht das Hyper- 
boloid auf die Parameter u, » seiner Erzeugenden: 

u—ov l—up 1+up 

u+o y= oD ements 

u und pv miissen als Funktionen von u,v die beiden aus den Darbouxschen 
Biegungsgleichungen durch Integration hervorgehenden partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung™): 


(2) r=a 


&, Uy Dd, = &gU,D, = H (e? = si = 1) 
erfiillen, in denen 


(3) H = +(u—v)* + 5 (1— uv)? + 4(1 + uo) 


ist. Diese lassen sich deuten als Tschebyschefsches Problem fiir die quadrati- 
dudv 


sche Differentialform - a Ein Lésungspaar u,v bestimmt die flichen- 


14) Man beachte, daB die Schreibweise hinsichtlich der Reihenfolge der Haupt- 
achsen von der in Bianchis Lezioni [Bd. 8 (1909), § 16] abweicht. Der Grund dafiir 
ist, daS im Falle des orthogonalen Hyperboloids die groBe Achse der Kehlellipse als 
Richtung X“ im Sinne von §1 ausgezeichnet erscheint. 

'5) Vgl. dazu Jonas, Uber eine neue geometrische Eigenschaft der Bianchischen 
Transformation usw. Math. Annalen 99 (1928), 8. 435; daselbst § 2, 2. 
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theoretischen Fundamentalgré8en einer Biegungsfliche (x) mit dem Asym- 
ptotenliniennetz (u, v). 

Das Hyperboloid (x) soll nun, was in dem iiblichen Sinne zu verstehen 
ist, auf der Biegungsflaiche (x) rollen. Wir betrachten die von seinem Mittel- 
punkt beschriebene Rollfliche (x) und das bewegte rechtwinklige Dreikant 
(X™, X®, X®) seiner positiven Hawptachsenrichtungen (in alphabetischer 
Folge). Es gelten die Beziehungen: 


(4) dx = X%dx + X%dy + X“d3, 
(5) a= x—2X0 — yn X® — 3 X® 16), 


Fiir die sechs Rotationen des Dreikants (X“), X®, X®) beziiglich der 
asymptotischen Parameter u,v der Biegungsfliche, die entsprechend dem 
System (2) von §1 eingefiihrt werden, gewinnt man an Hand von (4) die 
folgenden Ausdriicke?’) : 





2 
| el a a q = —— D0, Dp, f= —-—D, ie 
(6) : 2 P 2 . 2 
| » = q mm, toDe, r = > vedus 
dabei ist 
_ abcH 
~ (u+o) 
und K = — ai der dem Hyperboloid und seiner Biegungsfliche im Beriihrungs- 


punkte gemeinsame Wert des KriimmungsmaBes. Eine zunichst auftretende 
Doppeldeutigkeit, die darauf beruht, daB das rollende Hyperboloid an der 
Tangentialebene gespiegelt werden kann, ist durch die Festsetzung beseitigt, 
daB die u-Asymptotenlinie von (z) mit der u-Erzeugenden von (x) im Windungs- 


sinn**) iibereinstimmen, also wie letztere die positive Torsion ; haben soll. 
Aus (6) entnimmt man, da8 die Rotationen beider Tripel der gleichen 
homogenen quadratischen Relation geniigen: 


p ¢ r2 p? 2, r? 
(7) o~-ETtSe% Br-pts z% 


Wir differentiieren nun (5) mit Beriicksichtigung von (4) und §1 (2): 
Ly = (yr —3q)X™ + (gp — 27) X™ + (xq —p)X®, 
Ly = (yr —3q’/)X™ + (gp — zr’) X® + (xq — yp’) X® 


16) In den Formelgruppen (4), (5) sind z, 9, 3 natiirlich nicht zu permutieren. 

17) Siehe dazu Jonas, Uber neue zweifach-unendliche Systeme windschiefer 
Vierecke usw. Berl. Math. Ges. 29 (1930), 8.34; daselbst § 2. 

18) Siehe den SchluB der FuBnote 1°). Als Schmiegungsebene der Erzeugenden 
ist die Tangentialebene des Hyperboloids aufzufassen. 











430 H. Jonas. 


und benutzen zur Umformung die Gleichungen 


yr—3g=—abeZ, yr'—jq'= abee, 
(8) $p—ir = abeZ,, 3p — xr = —abch, 
rq —yp = — abe, rq —vyp = abe, 
die sich aus den leicht zu bestiatigenden Hilfsformeln 
z z 
Dio — 390 = —abe—, ju—30u = abe — usw. 
a a 


ergeben. Wir gelangen so zu der folgenden bemerkenswerten Darstellung 
fiir die Rollfliche des Mittelpunktes: 


(9) z= abe| [(- EX A xXe_ 4X) du + (5 xo f. Xs 5X dv]. 


2. Von grundlegender Bedeutung ist die Tatsache, daB die Formel- 
gruppe (9) im Verein mit den quadratischen Relationen (7) sich als charak- 
teristisch erweist, also die Méglichkeit bietet, bei der Verbiegung des Hyper- 
boloids den Rotationen p,q,r, p’,q’,7 die Rolle der unbekannten Funk- 
tionen zuzuweisen. Die Parameter der Erzeugenden u, v, deren wir uns der 
Einfachheit halber bis hierher bedient haben, werden damit entbehrlich. 

Wir bringen zum Ausdruck, daB in jeder der drei Formeln (9) unter 
dem Integralzeichen ein exaktes Differential steht, und erhalten unter Hinzu- 
nahme der drei wohlbekannten Relationen 


Po —Pu = 9 —1rq usw., 


die durch das System § 1 (2) bedingt sind, die folgenden simultanen Differential- 
gleichungen fiir die sechs Rotationen: 


Po = a*(Cr'qg— Bq‘ r), Pu= i a*(Crq’'— Bar’), 
(10) dy = —b*(Ap’'r—Cr'p), Gs = — (Apr —-Crp’), 
(n= c(BY p—Ap'g), t= (Bgp'—Apq); 


die Konstanten A, B,C haben die Werte: 
1 1 1 1;1 1 1 1/1 1 1 
(1) 4 = 5(—3—pta) B=a(at ata) C= 7a—-B—a) 
Als unmittelbare Folge von (10) ergibt sich: 
ap Sa ap’? 9 2 
(12) a(3—Bt+a)=% Z(R—Bt+S) =O 


Die quadratischen Relationen (7) erscheinen damit als Anfangsbedingungen, 
die bei der Integration des Systems (10) zu beriicksichtigen sind. 

Wir nehmen jetzt an, da8 die Funktionen 7p, q, 7, p’,q’, 7’ der Variablen 
u, v ein gegebenes, die Gleichungen (7) befriedigendes Integralsystem von (10) 





a cine ll i ils 9 i = a 
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vorstellen, und fiihren den Nachweis, da8 damit tatsichlich eine Biegungs- 
fliche des Hyperboloids definiert ist. Die zunichst erforderliche Bestimmung 
des Dreikants (X®, X®, X®) aus den Rotationen ist ein geliufiger analyti- 
scher ProzeB: Integration des Systems § 1 (2) mit Beriicksichtigung der die 
neun Kosinus verbindenden endlichen Relationen, zuriickfiihrbar auf eine 
totale Riccatische Differentialgleichung’*). Mittels dreier Quadraturen be- 
rechnen sich dann nach (9) die laufenden Koordinaten der Hilfsfliche (x)*). 
Fir die Biegungsfliche machen wir den Ansatz: 


(13) x= 2+2X0 4 fn XH 4 3X, 


wobei x, 9, 3 fiir den Augenblick als Unbekannte anzusehen sind. Verlangt 
man nun, daB 

dx = XXdr 4+ X®Mdy + X® dz 
wird, womit die Bedingung der Isometrie Sdx* = JS dx* erfiillt ist, so er- 
halt man fiir x, 9, 3 die sechs Gleichungen (8), die infolge der beiden 
Relationen (7) vereinbar sind und die Ausdriicke 


r= a*(qr —rq7)t, p= — BP (rp’ — pr’)t, 3=c8 (pq —qp’)t, 
(14) an ae 


Pp 8 6@q', rr 
abe (PE — + 5) 





liefern. DaB x, 9,3 der Gleichung (1) des Hyperboloids geniigen, bestatigt 
man am einfachsten, indem man aus einer der beiden Gleichungsgruppen (8) 
die drei darin vorkommenden Rotationen eliminiert. Der Punkt x liegt 
auf der Flichennormalen von (z). 

Wie sich die Behandlung der biegungs-konjugierten Hyperboloide™) ge- 
staltet, sei fiir den allgemeinen Fall hier nur angedeutet. Das System (10) 
besitzt die Eigenschaft, in ein analoges iiberzugehen, wenn die sechs Funktionen 
mit geeigneten konstanten Faktoren versehen werden. Geometrisch bedeutet 
dies den Ubergang (Transformation H) zu einer intrinsek mitbestimmten 
Biegungsfliche eines zweiten Hyperboloids, auf der das Netz (u,v) gleich- 
falls aus den Asymptotenlinien besteht. 


19) Man hat dazu ein Lésungstripel, z. B. X®, X®, X®, als Punkt einer 
Einheitskugel aufzufassen und durch die Minimalparameter auszudriicken. 

%) Eine gewisse Flache (x) ist durch (9) auch dann noch bestimmt, wenn an 
die Stelle der Relationen (7) die allgemeineren: 


Pp g@ ft pi? gt 

aw +3 = p(x), y ot de | = y(r) 

treten. Dabei kann von Null verschiedenes y und y durch geeignete Wahl der Para- 
meter zu + 1 oder — 1 gemacht werden. Es erscheint bemerkenswert, daB sich auf 
diese neue Flachenklasse, die Gegenstand einer besonderen Verdffentlichung sein soll, 
auch die Bianchische Transformation B, anwenden laBt. 


%1) Siehe das Zitat unter °), sowie § 2,8, meiner unter ™) genannten Abhandlung. 
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3. Das Hyperboloid (1) sei von nun an ein orthogonales, also durch das 
Bestehen der Beziehung 


(15) we 


1 
a pte 
ausgezeichnet. Nach (11) wird insbesondere C = 0, so da sich die Differential- 
gleichungen (10) vereinfachen. Sie lauten jetzt: 
| ae fom — V9, 
qe = TP’, qu =p, 
[noe nao (ae) 


a 


(16) 


und bilden einen Spezialfall von § 1 (4). Es gehért demnach zu einem Lésungs- 
system neben dem Dreikant A (X, X, X®) ein zweites A(X, X®, Xo), 
das den Differentialrelationen §1 (3) entspricht, und beide gemeinsam be- 
stimmen durch die von X®) und X® beschriebenen Cliffordkugeln eine 
Flache (¢) des elliptischen Raumes mit den Kriimmungslinien (w, v). 

Aus A gewinnt man eine zweite, ebenfalls auf die Asymptotenlinien 


(u,v) bezogene Biegungsfliche (x) desselben orthogonalen Hyperboloids. 
Es wird: 


(17) # = abe | [(— 5X — $F + 4 X) du 
+4 (— & Yo _ £ yo — 5 Xo) dv}, *2) 
(18) X= 24+2Xo + FX + 7X, 


E=a(gr'+-rq')t, D=—B(rp’'+pr')t, J=c (py —gqp’t, 
1 


(19) | pap agpertolon .. 








Wir zeigen, daB die beiden Biegungsflachen (x) und (x), auf denen sich 
gleichzeitig mit den Asymptotenlinien (uv, v) auch die verbogenen Erzeugenden 


(= = const, c= const } in einer bestimmten, von der Isometrie ver- 


schiedenen Weise entsprechen, durch die bereits erwihnte Transformation H 
zusammenhangen. Da8 ein orthogonales Hyperboloid sich selber biegungs- 
konjugiert ist, hat Bianchi*) angemerkt, ohne auf weitere Eigentiimlich- 
keiten des Sonderfalls einzugehen. Aus (14) und (19) ergibt sich nun in der 
Tat die betreffende Abbildung des orthogonalen Hyperboloids auf sich selbst. 
Man kann dazu, auf die Parameter der Erzeugenden zuriickgreifend, mittels (2) 





#2) Fiir die Wahl des an sich belanglosen Gesamtvorzeichens war der Ansatz 
maBgebend, der in §6 fir allgemeinere Flachenpaare benutzt werden soll. 
*%) Lezioni 8 (1909), S. 213. 
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und (6) die Verhialtnisse von p,q, r durch u, diejenigen von p’, q’,r’ durch p 
ausdriicken und findet durch Einsetzen in (19): 

4 !—uvd_ ac = p—u bex u+v c 
(20) i= = 9 oS fee <a ipa = 4" 

Das wichtige Ergebnis werde als Satz formuliert: Lapt man auf zwei 
durch die Transformation H verbundenen Biequngsflichen eines orthogonalen 
Hyperboloids die beiden (als biegungs-konjugiert aufeonander bezogenen) Hyper- 
boloide rollen, so bestimmen die Richtwngen X und X® der mitgefiihrten 
3-Achsen, also der groBen Achsen der Kehlellipsen, die beiden Cliffordbilder 
einer Fliche des ellvptischen Raumes, deren Kriimmungslinien den Asymptoten- 
linien (u,v) der Biegungsflichen entsprechen. 

Es bedarf einer erginzenden Bemerkung, da auf jeder der beiden Biegungs- 
flichen der laufende Punkt von zwei rollenden Hyperboloiden in jeweils zur 
Tangentialebene symmetrischer Orientierung begleitet ist. Aus den vorstehenden 
Entwicklungen ist ersichtlich, da8 sich die Hyperboloide beider Paare nicht 
beliebig kombinieren lassen; die vorausgesetzte Zuordnung ist dadurch aus- 
gezeichnet, daB sich dabei die kinematisch konjugierten Richtungen auf den 
beiden Biegungsflichen entsprechen. Das bedeutet insbesondere: Rollen 
die Hyperboloide unseres Satzes auf den Biegungsfliichen lings korrespondieren- 
der Asymptotenlinien, so gehéren auch die Fliichentangenten, die dabei als Achsen 
der infinitesimalen Drehungen dienen, korrespondterenden verbogenen Erzeugen- 
den an®). 

Aus der letzten Betrachtung geht andererseits hervor, daB8 auch die an 
den Tangentialebenen gespiegelten Richtungen X und X® ein Paar 
Cliffordscher Kugeln und damit eine zweite Flache des elliptischen Raumes 
bestimmen, die mit (&) die Parameter u,v der Kriimmungslinien gemein 
hat®*). Auf die Darlegung der geometrisch interessanten Beziehungen zwischen 


*4) Vgl. daselbst auf S. 222 die fiir den allgemeinen Fail gegebenen Formeln 
(20) bis (22). 

%) Diese Tangenten bilden dann bekanntlich eine Biegungsregelfliche, auf der 
das Hyperboloid mit Beriihrung lings der ganzen gemeinsamen Geraden rollt. 

28) Ohne sich auf die Symmetrie der begleitenden Hyperboloide zu stiitzen, kann 
man die Richtungen X®, X¥®, X¥® und ihre Spiegelbilder in der folgenden Weise 
einfiihren. Man markiere auf den Tangenten der verbogenen Erzeugenden — ihre 
Richtungen sind durch die Vektoren pX®™ + ¢X@) 4+ rX® und p' X® + o' X® 
+ r'X) gegeben — die DurchstoBpunkte dieser Erzeugenden mit den Hauptebenen 
des Hyperboloids, wobei es offensichtlich gleichgiiltig ist, welches der beiden rollenden 
Hyperboloide benutzt wird, und betrachte auf den Ortsflichen der sechs Punkte die 
den Asymptotenlinien der Biegungsfliche entsprechenden Kurven (u,v). Fiir die drei 
Punkte der erstgenannten Erzeugenden sind X™, xX®, xX die Richtungen der 
Binormalen der von ihnen beschriebenen u-Linien und ihre Spiegelbilder die der 
Binormalen ihrer v-Linien; fiir die Punkte der anderen Erzeugenden gilt die umgekehrte 
Zuordnung. Hinsichtlich des Beweises und der geometrischen Folgerungen sei auf 
§ 2,8, meiner unter 1’) zitierten Mitteilung verwiesen. 


j=e m) 
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den beiden Flachen kann hier verzichtet werden; sie lassen sich vorteilhafter 
in Verbindung mit den am Schlu8 der Einleitung erwahnten konjugierten 
H-Flachen behandeln. 

Charakterisiert ist die Fliche (£) des elliptischen Raumes im vorliegenden 
Falle durch das Bestehen der Relationen (7), wobei zu beachten ist, daB nach 
§1 (14) p*, q’* und g*, p’* die Koeffizienten der ersten Fundamentalformen 
fiir Fliche und Polarfliche bedeuten und die GréBen r,r’ durch 


eo os eee 
rs P q 
gegeben sind. Der dadurch bedingte Zerfall der GauBSschen Differential- 
gleichung, wie er sich (allerdings nicht in allgemeinster Form) in der dritten 
Zeile von (16) ausdriickt, entspricht als elliptisches Seitenstiick der charak- 
teristischen Eigenschaft einer Klasse von Flachen, die Bianchi als Lésung 
eines auf die Ribaucoursche Transformation beziiglichen Problems gefunden hat. 
Die betreffenden Flachen lassen, ahnlich wie im besonderen Falle die Flachen 
von konstanter Kriimmung, Ribaucourtransformationen zu, bei denen die vier 
transformierenden Funktionen g, A, u,w durch eine quadratische Relation 
mit konstanten Koeffizienten verbunden sind*’). 


§ 3. 
Paare von Flichen mit gleichen aiuBeren und entgegengesetzt gleichen 
mittleren Koeffizienten ihrer flichentheoretischen Fundamentalformen. 

1. Wir wenden die Methode von §1 jetzt auf Paare von Flachen (2), (Z) 
an, fiir die sich die gemeinsamen Parameter u,v derart wihlen lassen, daB 
die Fundamentalgrifen erster und zweiter Ordnung die Bedingungen 
(1) E=F, F=-F, 6=G, 
(2) L=L, M=—M, N=N 
erfiillen. Entsprechendes gilt dann, wie man an Hand bekannter Formeln 
schlieBt, auch fiir die Linienelemente der GauSschen Bildkugeln: 
(3) e= 6, =—f, 9= 9. 
Andererseits folgt auch (1) aus dem gleichzeitigen Bestehen von (2) und (3). 
In den Hauptkriimmungsradien stimmen die beiden Flaichen iiberein. Die 
Richtungen der Normalen bezeichnen wir im Hinblick auf §1 (5) mit X® 
und X und fihren wie in §1,2, die Dreikante A (X®, xX, X®) und 
A(X, X, X®) ein. 

27) Bianchi, Ricerche sulle congruenze di sfere e sul rotolamento di superficie 
applicabili. Rom Acc. Linc. Mem. (5) 12 (1918), 8. 413; daselbst § 48. In Annali di 
Mat. (3) 27 (1918), S. 183, und (3) 28 (1919), S. 187, hat Bianchi die Untersuchung 


auf héhere Raume ausgedehnt und die dabei auftretenden analogen Gebilde unter 
dem Namen Q-Systeme behandelt. 
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Die vorausgesetzte Eigenschaft (1), (2) iibertrigt sich auf je zwei im gleichen 
Normalabstande ¢ zu (x) und (%) konstruierte Parallelflichen 


2 =2tcX®, xe = F+4+¢X, 
Es wird nimlich: 
E© = FO = F—2%L+cte, FO = —F = F — 2cM + cf, 
GO —GO = G—2cN+c%g, 
Lo=[o=L—ce, M®=—MO=M—c}f, NoO= NO= N—eg. 


Die beiden Normalenkongruenzen stehen also in einer solchen Beziehung, 
daB die Doppelscharen ihrer Linienflichen (u,v) aus entsprechenden Ortho- 
gonalflachen Netze von Kurven gleicher Bogenlinge mit supplementiren 
Winkeln ausschneiden. 
Zunachst ist klar, daB man sich zur Darstellung der beiden Flachen (z) 

und (z) des folgenden Ansatzes bedienen kann: 

rt, =1X¥%+4+mX®, 2, = VX + m'X, 

% =1X94MX, 7, =U XO + m'X, 
Mit Riicksicht auf (2) muB aber 

t= m=—m I! =-—Il, mm’ =n’ 
sein, so daB 
(o= f (CX 4+ mX*) du + UX + m'X) do, 
| z= j (UX — mX®) du + (—VX® + m'X) dv] 


wird. Als Integrabilitétsbedingung erhalt man mit Benutzung von § 1 (2), (3): 


(4) 


lL=—rm’, |, = —r'm, 
(5) m =rl’, m, = rl, 
| lq’ — mp’ = I'q — mp. 
Ferner wird: 
(6) E=[2+m*, F=l1l'+mm’, G=/2+ Mm’, 
|\—L=lq—mp, —M=lq —mp'=l'q—m'p, —N=l'q'—m'p’. 


Als Folge von (5) ergibt sich: 

(7) lp+mq=U, I'p'+>m'¢d =V, 

wo U und V Funktionen von u bzw. v allein sind, die wir beide als von 
Null verschieden voraussetzen**). 


28) Dies bedeutet, da 


EM—FL , FN—GM _ 


jec—-P ° VEG—FP 
wird, daB keine der beiden Kurvenscharen aus Kriimmungslinien bestehen soll. Man 
bemerkt iibrigens, daB die quadratische Kovariante, deren Verschwinden die Kriim- 
mungslinien definiert (auch sie unterscheidet sich fiir beide Flachen nur durch das 
Vorzeichen des Mittelgliedes), die Tschebyschefsche Form annimmt. 
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Um nun die besondere Bedingung zu ermitteln, die im vorliegenden Falle 
noch neben den Differentialrelationen § 1 (4) den sechs Rotationen auferlegt 
wird, fiihren wir die GréBe 








—t = r (f= pp’ +497) 
ein. Man findet 
[t= UF + 2%, m=U4L—Tp, 
7 [v= VF4T7, m=Vi—Te, 
und durch Einsetzen in (5): 
® £,=——T 7 V ae S? £¢=—F _v ed 


Die beiden hieraus folgenden Ausdriicke fiir T,,, sind gleichzusetzen. Die 
gewonnene Beziehung kann mittels der Hilfsformeln 


(Pug —QuP)e = —(tuf —Thu), (Pog —GoP')u = — (tof —1’ fe) 
in eine verhiltnismaBig einfache Form gebracht werden: 
A(a/V Pul—WmP\ 9 (4 /U AY —%P’ 
(10) a Vo Seer) = a (V7 Seer) 
T erhalt man aus (9) durch Quadratur; die willkiirlich additive Konstante c 
liefert die Parallelflachen. 

2. Die Relation (10) stellt gleichzeitig die charakteristische Eigenschaft 
der zu unserem Flachenpaar gehérigen, auf die Kriimmungslinien bezogenen 
Flache (£) des elliptischen Raumes dar. Durch geeignete Wahl der Parameter 
u,v lassen sich U und V auf die positive oder negative Einheit reduzieren. 
Es sei U = e,, V = e4(e] = ef = 1) und e,¢, = € gesetzt. Der Deutlich- 
keit halber werde p = VE, q’ = VG geschrieben. Wird noch beriicksichtigt, 
da8 nach §1 (15) @ = E, = —£ die Hauptkriimmungsradien von (&) 
sind, so geht (10) iiber in: 


\ a va (3), _ a} 4/6 (3), 
a | Vart—1|= se] Vex} 








m 





e @ e @ 

Bemerkenswert erscheint die Tatsache, da8 diese Eigenschaft erhalten 
bleibt, wenn man den elliptischen Raum durch stereographische Projektion 
auf den euklidischen abbildet, wobei sich das von £ beschriebene Kriimmungs- 
liniennetz wieder in ein solches verwandelt. Aus 





g 
(12) Zo => i+?’ Yo = a 


ee 
I+9’ *~T45 
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folgen nimlich die Beziehungen: 


E . G 1 i+? 1 1+9 
—_— <sulleu ot ssseeeee om me G00 aan ae am ae (00 an aaa 
E, (i +o)” Go a+ o)3 ’ 20 0 r ; e 0 ry ’ 
1 


1 1 1 
(= —8+ (ZS) (B= —-G+ (B), 
mit deren Hilfe man leicht die Giiltigkeit von (11) auch fiir die Flaiche (2) 
bestatigt. Die Ermittlung unserer neuen, durch (1), (2) gekennzeichneten 
Flichenpaare (x), (z) und die der Flichen (x), deren Kriimmungslinien der 
Bedingung (11) gentigen, sind also dquivalente Probleme. 

3. Als Sonderfall gehéren hierher die nach Bonnet benannten, mit 
Erhaltung der Hauptkriimmungsradien aufeinander abwickelbaren Flachen”), 
ferner die Paare von Flichen konstanter Kriimmung, die unter sich durch 
die Liesche (bzw. Lie-Bonnetsche) Transformation verbunden sind. Bei diesen 
letzteren hingen die Variablen u,v, die den Kurven gleicher Bogenlinge 
entsprechen, mit den gemeinsamen asymptotischen Parametern der beiden 
Flachen durch eine lineare Substitution zusammen*). 

Ein wirklich neues Beispiel soll noch mitgeteilt werden. Es entspringt 


der Annahme () = 0, (2),= 0, durch die (10) erfillt wird™), deren 


volistindige Behandlung hier jedoch zu weit fiihren wiirde. Wir betrachten 
das orthogonale Hyperboloid § 2 (2), (15), schreiben aber u,v an Stelle von 
u,v und fiihren als Richtung X® die an der Tangentialebene gespiegelte 
groBe Achse der Kehlellipse (z-Achse) ein. Sind X, 9, 3 die Richtungskosinus 
der Normalen des Hyperboloids, so wird 

X99 =23X%, YO=u23Y, 29 =23*—1. 
Fiir die Einheitskugel ah erhalt man: 


(3) ST a@xe@y = 54, (E+ SF] dut—2H dude 
+[° + er 4 Se] aot, 


a® 





wobei wieder in der Bedeutung von § 2 (3) 
1 4 
H = 3 (1+u%)(1+ 0)—> 
ist. Wir bilden nun das orthogonale Hyperboloid mittels der Substitution 


v|- auf sich selber ab und definieren dann in analoger Weise die Richtung 


i” 


X®. Das Quadrat des Linienelementes der Bildkugel (X“) unterscheidet 





29) Die Bonnetschen Flachen selber (im Gegensatz zu ihren Parallelflachen) bilden 


einen Ausartungsfall, da F = — F = 0 wird; (&) ist Isothermflache im elliptischen 
Raume (E = G, «= +1). Siehe Zitat unter *). 
%) Fir die Flachen selber ist M = — M=0 (Korrespondenz der Asymptoten- 


linien) ; ( ) ist Flache von konstanter Kriimmung im elliptischen Raume. Siehe unter **), 
%1) Die Flache (z,) ist die Dupinsche Zyklide. 
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sich, wie man unmittelbar erkennt, von dem Ausdruck (13) nur durch das 
Vorzeichen des Mittelgliedes. 

Wir nehmen jetzt irgendeine zu dem urspriinglichen Hyperboloid 
assoziierte Flaiche, eine Translationsfliche, deren erzeugende Kurven den 
Geraden des Hyperboloids entsprechen und deren Tangentialebene parallel 
zu der des Hyperboloids ist. Die Punkte dieser Hilfsflache wihlen wir zu 
Mittelpunkten eines Systems von oo* Kugeln, welche die zy-Ebene beriihren. 
Die Flache (zx) ist dann die zweite Enveloppenschale. Zur Darstellung der- 
selben bilden wir mit Hilfe zweier willkiirlicher Funktionen U5, V, von u 
bzw. v allein die GréBen 


U,= af2uU.du, U, = bf (1+ u%)U,du, U, = of (1—u*) Uy du, 
V, = —af2vVydv, Vz =b{(1+0%)Vodv, Vy =f (1—v%)Vydu *%) 
und erhalten: 
2=U,+V,+(0;+V,)X", y=U,+V,+(U™+ V% Yo, 
z= (U,+ V,)(1+Z). 


Die andere Flache (z) ergibt sich, wenn man zugleich mit der Substitution 
v ir noch V, durch V,v* ersetzt: 
x 


= U,—V,+(U;+V,)X, y=U,—V,+(U,+ V,) Y, 
z = (U,+ V,)(1+Z%). 
Die FundamentalgréBen zweiter Ordnung von (x) werden: 


L = —4£2° (w+ )(1+u0)—(U,+Vie, M=—(U,+V,)f, 
N = —*3? (w+ 0) (1 + uv) —(U, + Vi)g, 


wobei ¢, /,g die Koeffizienten der Form (13) bedeuten. Man erkennt, da8 
beim Ubergang zu (2) tatsichlich nur M das Vorzeichen wechselt. 


§ 4. 
Paare Tschebyschefscher Netze, die sich mit Erhaltung der ersten 
Kriimmungen aufeinander abwickeln lassen. 

1. Wir behandeln als dritte Anwendung von § 1 gewisse Paare aufeinander 
abwickelbarer Flichen, die Bianchi entdeckt hat. Auf diesen bilden die beiden 
Scharen von Kurven permanenter Flexion, fiir die also bei Abwicklung der 
einen Fliche auf die andere neben der biegungs-invarianten geodiitischen Kriim- 
mung auch die Normalkriimmung erhalten bleibt, ein Tschebyschefsches Netz*). 


32) Wie bei der WeierstraBschen Darstellung der Minimalflachen werden die 
Quadraturen ausfiihrbar, wenn U, = U’’, V, = V”" gesetzt wird. 
33) Siehe die Zitate und Anmerkungen unter *), *), ”). 





(1) 


un 


40 


vo 


ge 
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Es sei (z), (Z) ein derartiges Flachenpaar, mithin: 

(1) Ldv2= Sdzxe = dv? + 2coswdudv+ dv® 
und mit Riicksicht auf die geforderte Ubereinstimmung in den Normal- 
kriimmungen der Parameterlinien (wu, v): 

L=L, N=N. 
Die Gleichheit der KriimmungsmaBe von (z) und (%) bedingt, dab M = —M 
wird. Aus den Codazzischen Relationen, die infolge des doppelten Vorzeichens 
von M zerfallen, ergibt sich durch Integration™): 

M =—M =sino. 


Die Funktionen w,L,N miissen drei simultanen Differentialgleichungen 
geniigen, die aus den Formeln von Gau8 und Codazzi hervorgehen: 











(2) Wy, = sinw— +4 ; 
81n w 
(8) L,= —-N, N= — L 
sin w sin @w 


Wir bevorzugen in den folgenden Entwicklungen die v-Kurven (u = const). 
Fiir diese erhalt man, wenn R = R den Fiexionsradius bezeichnet: 
1 


(4) B= p= +) 


Kin einfacher, von Bianchi noch nicht angegebener Zusammenhang besteht 
zwischen den Torsionen. Wir schreiben die nach bekannten Regeln gebildeten 
Beziehungen: 


(5) Lue = (t sinw &, l,,=— - zt, + ctgw .w, 2, + NE, 


sin w 





in denen X die Richtung der Flachennormalen von (x) bedeutet und das ein- 
geklammerte untere Vorzeichen fiir (z) gilt, und fiigen die zweite der so- 
genannten Weingartenschen Gleichungen hinzu: 

] 
(6) z= ante LN (cos @ %, — %_) +, (— 2, + Cos w 2,)), 
Mit Hilfe von (5) und (6) driicken wir z,,, durch z,, z,, ¥ aus. Zur Berechnung 
der Torsion dient die Formel: 


1 
7 = R (Zoee Lew Ze), 


aus der sich mit Beriicksichtigung, da8 (z,, z,, X) = (Z,y, Z», X) = sinw 


ist, 
1 o,,N—o, 8, 


*%) Die multiplikative Konstante l48t sich durch passende Wahl der Langen- 
einheit unterdriicken. 
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ergibt. Demnach besteht die Relation: 
] i 


T T 
Fiir die u-Kurven (v = const) hat die entsprechende Differenz den Wert — 2. 
Korrespondierende Kurven der die beiden Flachen (2), (%) bedeckenden 
Tschebyschefschen Netze (u, v) verbinden also, was auch in kurventheoretischer 
Hinsicht interessant erscheint, mit der Ubereinstimmung in Bogenlinge und 
Flexion die weitere Eigenschaft, daB die Differenz ihrer Torsionen konstant 
ist), 

2. Wir zeigen nun: Die Tangenten der v-Kurven der beiden Flichen (das 
gleiche gilt dann auch von den u-Kurven) bestimmen die Cliffordbilder einer 
auf die Kriimmungslinien (u,v) bezogenen Fliche des elliptischen Raumes. 

Es sei nimlich 
(7) z= X®, £=eX® (2 = 1) 
gesetzt (weiterhin wird «= —1). War erhalten aus (5): 


x (dX) = sin® w du’ + 2 N sin w dudv + [N* + (@,)*] de’, 
also: 
e=sin*’w, {=Nsinw, g = N*?-+ (a,)*; 
fiir die zweite Bildkugel (X) wird in der Tat @=e, f=—f, 9 = yg. 
Wir fiihren jetzt wieder die zu den beiden Cliffordkugeln (X®), (X) 
gehérigen rechtwinkligen Dreikante A (X®, X®, X), A (xX, Xo, X) 
ein und berechnen zunichst r,1r’,y nach §1 (8),(9). Wird Veg —f? 





= —sinw-@, genommen, so ergibt sich r = cosw, r' = —1 und 
L 7 
(8) i= { (= du —ctgwN dv). 
Die sechs Rotationen werden dann: 
p=sinwsiny, p= w,cosy—tgwsiny:y7,=  w,cosy+ Nsiny, 
(9)\ g = sinweosy, q = —w, siny — tgw cosy - 7, = —w,siny + N cosy, 
r = cosa, r=—1. 


Um die Fliche (z) mittels des Dreikants A darzustellen, hat man noch z, 
unter Elimination von ¥ aus (5) zu entnehmen, die dabei vorkommenden 
Ableitungen z,, 24», Zp» mit Benutzung von (7) und § 1 (2) durch X®, X®, X® 


%5) Es sei noch bemerkt, daB ein Analogon zur Lieschen Transformation der 
pseudospharischen Flachen existiert. Durch 


ds? — Adu + 2cmdude+ act, ‘=cL, M'=+sino, N=iN 
ist nimlich ein isometrisches Flachenpaar der gleichen Klasse intrinsek definiert. 





— A. =. ©, BW 
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auszudriicken und schlieBlich zwecks Vereinfachung die Formeln (9) heran- 
zuziehen. Man findet auf diese Weise: 


(10) 2 = (((pX + gX@+ 7X) du—r Xdo] 
mit r’ = —1. Entsprechend wird: 
(11) z= | ((pX” —qgX —r X) du + 1 X dv}. 


Geht man umgekehrt von der Darstellung (10), (11) aus, so tritt, wie 
sich leicht bestatigen laBt, neben die Differentialrelationen § 1 (4) lediglich 
die Bedingung r, = 0. Es wird dann (p? + q?+ 1r*), = 0, bei geeigneter 
Wahl von u also p? + q? + r? = 1, wahrend iiber v so verfiigt werden kann, 
daB r’ = e = +1 wird. Das gemeinsame Linienelement von (x) und (z) 
nimmt damit die Form (1) an, wobei cosw = — er ist. 

Infolge von (8) kann man iibrigens (2), (3) durch zwei simultane Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung fiir das Funktionenpaar w, y ersetzen: 
(12) Ouy = SNO+ tw: Zux%v (tEM*Zout Oo%y = O. 

Fiir den folgenden Artikel ist noch die Tatsache wichtig, daB sich auf Grund 
von (3) die beiden exakten Differentiale 


(13) da = 1 tg? (Ldu+Ndv), dp = : etg = (Ldu— N dv) 


bilden lassen. Es ist dann y = «+ f. 

3. Um fiir den gegenwirtigen Fall die nach §1,3, zu konstruierende 
Flache (£) des elliptischen Raumes zu untersuchen, betrachten wir gleich- 
zeitig ihren zum Hauptkriimmungsradius @ = . = tgz gehdérigen Evoluten- 


mantel ( &"): 
zt’ 
g 


= &cos ¥ — &) sin x. 


Wir bilden mit Benutzung der Ausdriicke (9) an Hand des Systems § 1 (13): 


14 \ & = —(€sing + & cosy) y,, 
(14) | & = —(€sing + & cosy) 7, —f tgw .x,, 


erkennen, daB (€) Polarfliche zu (é’) ist, und finden mit Beriicksichtigung 
von (38): 
l 





F b’2 — (8de— _ y+ N2dy2 
(15) i dé = 7 (L?du 2L N coswdudv + N*dv?), 
(16) S de)? = du*®—2 coswdudv + dv, 

(17) —Sdidge = —Ldu? + N dv*. 


Fiir die beiden Flichen sind u,v nach (17) konjugierte Parameter. Auf 
(€™) stellt das konjugierte System (u, v), wie (16) zeigt, zugleich ein Tscheby- 
schefsches Netz vor, von dem der euklidischen Flichen nur durch die supple- 
mentiren Winkel unterschieden. Mittels bekannter Beziehungen zwischen 
den Christoffelschen Symbolen von Fliche und Polarfliche folgert man, 


an 
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da8 auf (é’) das konjugierte System (u,v) aus geoditischen Linien besteht. 
Damit ist (&’) als Vofsche Fliche des elliptischen Raumes*) gekennzeichnet, 
wihrend (£) zu den geoditischen Linien der einen Schar [nach (14) sind es 
die u-Kurven] als Evolventenfliche gehért, also als Guichardsche Fliche 
anzusprechen ist. Es ist ohne weiteres klar, daS man zu einer Evolventen- 
fliche der anderen Schar gelangt, wenn man zur Konstruktion der Clifford- 
kugeln nicht die v-Kurven, sondern die u-Kurven des isometrischen Flichen- 
paares (x), (Z) benutzt. 

Den nach (13) durch Quadratur bestimmbaren neuen Variablen «, £ 
entspricht auf der VoBschen Fliche (¢’) des elliptischen Raumes das ortho- 
gonale System derjenigen Kurven, die in dem konjugierten Netz geoditischer 
Linien (u, v) die Winkel halbieren. Das Quadrat des Linienelementes von (é’), 
gegeben durch (15), erhalt namlich in «,f die fiir ein sogenanntes System 


geoditischer Ellypsen und Hyperbeln typische Gestalt: 
9 _ ada? - dp 
(18) Sé = 


c 
sin? — cos? — 
2 2 


Diese Umformung soll uns noch dazu dienen, das hier behandelte Problem, 
letzten Endes also die Bestimmung des isometrischen Flichenpaares (2), (z), 
auf eine einzige Differentialgleichung zuriickzufiihren, und zwar in ganz 
anderer Weise, als dies bei Bianchi geschieht. Bezeichnet K’ die Kriimmung 
der Form (18), das ist die absolute Kriimmung der Flache (&’), so lautet die 
mit Benutzung von (16), (17) aufgestellte GauBsche Gleichung: 


(19) — Sr = K— 1. 





Andererseits folgt aus (13): 
LN dudv = ctg?= da? — tg? = dB, 


mithin durch Einsetzen des aus (19) entnommenen Wertes von LN: 
—4dudv = (K'— ~ SP 


@ @ 4 
in* 084 
si cos 
ae *2 
/ 


Man hat hiernach zum Ausdruck zu bringen, daB die rechts stehende quadrati- 
sche Differentialform die Kriimmung Null hat. K’ enthilt die Ableitungen 
von w bis zur zweiten Ordnung, das Ergebnis ist also eine Differentialgleichung 
vierter Ordnung fiir w beziiglich der Variablen «, f. 

36) Das polarreziproke Flachenpaar (¢£’), (€@)), auch der Name Vofsche Flache, 
indet sich bei Bianchi [siehe die FuBnote *)], nicht dagegen die Evolventenflache (§&). 
Die Grundlage der hierher gehérigen von Bianchi gegebenen Entwicklungen bildet 
die Eigenschaft von &@), einer Moutardschen Differentialgleichung, in unseren Be- 
zeichnungen: &°) = cos w- £@), zu geniigen. 
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§ 5. 

Die Ribaucoursche Transformation der elliptischen Geometrie. 

1. Mit Benutzung der in §1 eingefiihrten Bezeichnungen leiten wir 
jetzt die Formeln fiir die Ribaucourtransformation im sphérisch-elliptischen 
Raume her, um daraus eine Transformation der durch § 1 (1) ausgezeichneten 
rechtwinkligen Dreikante A, A zu gewinnen. Man kann, soweit es sich um 
die allgemeine Methode handelt, wie in der gewéhnlichen Geometrie, nur daB 
die Polarfliche dabei die Rolle der GauSschen Bildkugel iibernimmt, von 
einem Lésungspaar y,w der Differentialgleichungen 


(1) Pu=OM Pr=—e' UW, 


ausgehen. Einzeln geniigen g und w den Cayleyschen Gleichungen der beziig- 
lich von € und & beschriebenen Kriimmungsliniennetze (u,v). Aus einem 
bekannten Integral der einen Gleichung erhilt man das zugehdérige Integral 
der anderen durch eine Quadratur. Alle sonst noch erforderlichen GréBen 
ergeben sich dann mittels endlicher Operationen. 

Im Anschlu8 an (1) setzen wir mit Beriicksichtigung der durch § 1 (15) 
gegebenen Werte von g und Q’: 


Pu Wu na Pe w 


(2) 7 yen: eee 

finden: A, = ru, uy = —rA und definieren &* (entsprechend 7*, ¢*, #*) 
durch: 

(3) &* = wpE+ 18 4 pe + we, 


Im vierdimensionalen euklidischen Raume kann (&*) als Parallelnetz (Combes- 
curesche Transformierte) zu (€) und (&“) gedeutet werden. In der Tat wird: 


(4) &= PP, &§&=—Qe@, 

wobei 

(5) P=A’A,+pp+qu—ry, Q=m+7¢¢—pwsra 
ist. Bildet man noch die GréBe 

(6) go = 5S) = 5 (+ P+ ut+ wh, 
deren Ableitungen 

(7) ge = Pi, 9 =Qzp 


werden, so gelten die Transformationsformeln: 


=i—Se, w= eo—te, 


an 1 1. 90 ee . ae 
& = oe » & e+ oe , 


(8) 


80* 
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die im elliptischen Raume eine neue auf die Kriimmungslinien (u, v) bezogene 
Fliche (&,), allgemeiner: eine zu §1(10) véllig analoge Matrix mit der 
Determinante +- 1°’) bestimmen, deren Elemente wieder das (fiir den Index 1 
geschriebene) System der Differentialrelationen § 1 (13) befriedigen. Dabei 
wird, wie man durch Differentiieren der Ausdriicke (8) bestitigt: 


Pr . p iy a P, 1 q T = , ry = Es L, FP, 
(9) ¥ Y ¥ 
| Py —p 4 Qa, q — A G % r “Q. 
q Y q 


Die GréBen P,Q erfiillen, wie man aus (4) folgert, die Differential- 
gleichungen: 


(10) P. ry’, YY, YF. 


Ein Lésungspaar von (10) kann als Ausgangspunkt dienen. Man hat dann 
das folgende unbeschrinkt integrable System totaler Differentialgleichungen 


zur Bestimmung von Q, A, pu, w: 


Pu.= ps, qu, Wy ga, w, p i, 
(11) a PY -qwu— ry P. Ae r’ Ut, 
Uy rh, Ue —q 4 pu rAtQ. 


Die tatsichliche Anwendung dieses Systems gestaltet sich fiir alle speziellen 
Ribaucourtransformationen insofern anders, als P, Q nicht unter den Lésungen 
von (10) zu wahlen sind, sondern Ausdriicke vorstellen, die in bestimmter, 
den Bedingungen des Problems entsprechender Weise von q, A,u,w und 
gegebenenfalls noch von Hilfsfunktionen abhiangen. 

Auf die Zusammensetzung der Transformationen und den Bianchischen 
Vertauschbarkeitssatz brauchen wir hier nicht einzugehen. 


2. Um schlieBlich die transformierten Dreikante A, (XY, X®,X) und 


A, (XW, X®, X) zu berechnen, denken wir uns die erste Gruppe der Formeln 
§1 (16) fiir den Index 1 geschrieben, fiihren die durch (8) gegebenen Aus- 
driicke ein und machen beim Zusammenfassen der Glieder von § 1 (16) Ge- 
brauch, und zwar je nach Bedarf von Formeln der ersten oder der zweiten 
Gruppe, Es ergibt sich so die folgende orthogonale Substitution, in der —, A, u, w 
die Rolle der vier Eulerschen Parameter spielen: 


YO Y (1) e YQ) ¥ ¥ @) ry > Yo r (9) 
YO gy AM+ BAM+-y A, J te A‘) +- BX +- y, X, 
9 i Pl fi 2 2 2 
(12) ' ” (3) Y 9 YQ r 
) Die auf die letzte der Formeln (8) velegte Abweichung im Vorzeichen hat 
den Zweck, das weit unbequemere Auftreten einer negativen Determinante zu ver- 


meiden. 
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1 l 
%=sal+w——e—M), B= alqew—An), 
l 
1 = galt, pu — Aw), 
1 es 
— g(t, pw — Ap), Bs “* rd a w* — g* —u?), 
l 
(13) Ya = GPA — BY), 
l : l 
As ‘itl ge (t, PH “T Aw), Bs q* (> vA ‘ L w), 
o* = 4(g? + 2 + pw? + w*) 





Das untere Vorzeichen gilt fiir die iiberstrichenen GréBen, also fiir den Uber- 
gang von A zu Ay. Wie ersichtlich, hat man dabei nur » durch — g zu 
ersetzen. 
§ 6. 
Anwendung der elliptischen Ribaucourtransformation auf Flichenpaare 
des gewéhnlichen Raumes. 

1. Vorangestellt sei eine Reihe von Formeln, curch die sich fiir unseren 
Zweck die Handhabung der orthogonalen Substitution § 5 (12), (13) ver- 
einfacht. Wir fiihren die folgenden, wieder als Vektoren aufzufassenden 
HilfsgréBen ein: 
fr = AX + pXO 4+ wX®, ce) = — op XV— wX® + pX®, 


] 
(1) ) af) oe ain TP. ee) pX, 2) — wxXov— pX®—AX®, 
Sie erfiillen identisch die Relation: 

(2) p+ Aze+ nx®+ we) = 0 


und dienen uns dazu, das transformierte rechtwinklige Dreikant A, auf 
doppelte Weise darzustellen: 


Xm — Xo4u F go — * x) — a = ge) Bf) 
. g* g* ’ g* q* ? 
(3) X® = X94 Fam xo — — Xo4 =~ go = ga 
1 g* g* q* q* ’ 
— FS « YO4 2 Ze a ~ TH es ae. 
1 ' g* g* g* y* 


Beim Differentiieren werden wir von den folgenden Beziehungen Gebrauch 
machen: 

Pa =p gt) PX, a = @ ge) + PX®), a” — a PX, 
| Pa —_ qx + QXxX®, a” were px —QX, ai? - rg Qx, 


(4) 
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In den entsprechenden Formeln fiir die tiberstrichenen GréBen (es ist klar, 
da8 man auch 2 usw. zu schreiben hat) erhalt gema8 der Bemerkung am 
Schlu8 von §5 » das entgegengesetzte Vorzeichen; in (4) andert sich nach 
§1(1) auch das Zeichen bei p und q’. 

2. Wir kommen zum Kernpunkt der ganzen Untersuchung. £s soll 
eine noch méglichst allgemein gehaltene elliptische Ribaucourtransformation 
gefunden werden, die gleichzeitig im euklidischen Raume von gewissen mittels 
der Dreikante A, A konstruierbaren Flichenpaaren (x), (Z) zu neuen Flichen- 
paaren (x3), (%;) fiihrt, die auf analoge Art mit den transformierten Dreikanten 
41, A, verkniipft sind; dabei sollen nach Ermitilung des fiir die Transfor- 
mation charakteristischen Funktionensystems die transformierten Flachen (z,), 
(Z,) sich ohne Quadraturen ergeben. In Anbetracht der weiten und ziemlich 
unbestimmt erscheinenden Fassung dieses Problems sei vorweg bemerkt, 
da8 sich bei der Durchfiihrung der Anla8 zu beschrinkenden Annahmen 
analytischer Art ganz von selber einstellen wird. 

Mit Riicksicht auf die geforderte quadraturenfreie Darstellung der trans- 
formierten Flachen (z,),(7,) gehen wir von dem Vektor 5 (d.i. 5, H, Z) 
aus, der zwischen korrespondierenden Punkten z und z, vermitteln soll. 
Der besondere Kunstgriff besteht in der doppelten Form des zunichst noch 
vollig allgemeinen Ansatzes: 


(5) s= = (oz + tr2)+ ox) = 35 (02 + tz +. 9’ 2), 


Aus (1) bzw. (2) folgt unter Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors h, 
der spiter zur Konstanten wird: 


(6) ¢ = hu, = —Ad, 
(7) o =a—hg, v= t—hw. 


Wir differentiieren nun 5, und zwar den ersten Ausdruck nach u, den 
zweiten nach v, wobei wir von (4) und von §5(7) Gebrauch machen. Bei 
&,, benutzen wir dann diejenigen der Gleichungen (3), die neben 2, x, 2? 
jedesmal x” enthalten, um die drei erstgenannten GréBen zu eliminieren, 
also z. B. fir 2 die Formel: 


7) 


a} . e 
= = j(X°— XP + Se). 


Der Faktor von 2 148t sich schlieBlich, was fiir das Folgende wesentlich 
ist, in Gestalt einer Ableitung schreiben. Entsprechend hat man aus dem fiir 
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E, erhaltenen Ausdruck die GréBen 2, x, 2 zu entfernen. Es entstehen 
so die grundlegenden Beziehungen: 





a 2) ig g+rwt op) Ej Tt 0 | 
| a es pe oe Se ae Oe i ack Oe aw ae ee 
“ F ( ),+[G2o+zx 7~ 
1/%u oc (=e t , e 0 
at *—— P)xXw— $—aP)xe—(F—4 p)xeI, 
) ca 1 4 _* 1 
(8) aa : a . "9 . Bs o’ . $ 
g, = = (feteeted) 5 [_ tym 4% xm4 Sexo] 
‘ ? v Mb ‘ 





—{(2#—5e)xp +(e) xp +(#— £9) x0}. 


Es liegt nahe, in beiden Formeln das pie Glied rechts durch die Fest- 
setzung: 
(9) (op + tw + hu? = g*, 
F lo'ogt+rw—h#? =¢' g* 
zu beseitigen und dann die Frage aufzuwerfen, unter welcher Bedingung sich 
die eckigen Klammern als z,, z, und die geschweiften als (z,),,, (z,), deuten 
lassen. Als Folge wiirde sich 
(10) %=2—EF 
ergeben. Subtrahiert man nun die zweite Gleichung (9) von der ersten, so 
findet man 


c—c’ 
(11) h=—, 


also h = const; (9) reduziert sich damit auf eine einzige Gleichung: 


(12) 5 (p+ A+ uP + wt) = op + rw + hy. 





Um jetzt auf kiirzestem Wege zum Ziel zu gelangen, stellen wir zuniichst 
noch fest, daB aus den iiberstrichenen GréSen ein analoger Vektor = kon- 
struiert werden kann, fiir den gleichfalls Relationen von der Form (8) mit 
den durch (9) bewirkten Vereinfachungen gelten. Dabei hat man mit Riick- 
sicht auf den Vorzeichenwechsel von » entweder o durch —o oder, was wir 
im Hinblick auf die Anwendungen vorziehen, statt dessen t und h durch 
—rt und —h zu ersetzen. Der Formel (10) entsprechend soll z, = —= 
werden. 

3. Nach diesen Vorbereitungen benutzen wir die in den eckigen Klammern 
von (8) stehenden Ausdriicke zu einem Ansatz fiir z. Beim Aufstellen der 
analogen Formel fiir z ist der Vorzeichenwechsel bei t, h und t’ = tr — hw 
zu beachten. Wir setzen 
(13)  — I, =m —— =P o = m' 


, 


4 4 bu c yu 
und beriicksichtigen, da8 infolge von (6) und § 5 (11) 


0 0, 
— = hr, — = —hr'’ 
bt 


4 
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wird. Dabei andern wir den bisherigen Standpunkt insofern, als von nun an I, 
m,l',m’ als gegebene, gewissen Bedingungen unterworfene Funktionen von 
u, v erscheinen, wihrend o und rt dem System der transformierenden Funk- 
tionen ¢, A, u, w angegliedert werden. 
Das Flichenpaar (2), (z) ist damit definiert durch: 
Co = [[(UX+ mX®+ hr XO) du+ UX + m' X®—hr' X) dol, 
|= = [(@Xo—mXo— hr Xo dust (-UX04 m'Xo+4 hy Xo do, 
Als gemeinsame Integrabilitdtsbedingung erhilt man die folgenden Differential- 
relationen, die zu § 1 (4) hinzutreten: 

lL, =—r(m'+hq’), m, =r(U+hp’), 
(15) lL, = —r’ (m — hq), mM, r’ (lL—hp), 

| h(r, +r.) = lq’ —mp’ —V'q+ m'p. 


(14 


Fiir unsere weitere Untersuchung geniigt die Tatsache, da8 die Formeln 
(14), (15) die in §§ 2—4 behandelten Flichenpaare als Sonderfille umfassen. 
Wir bemerken indessen noch, daB auf Grund von (15) 

(16) lp+mq+hr’=U, Ip’ + m'd —hr*?*=V 

wird, wobei U, V Funktionen von u bzw. v allein sind, die Null sein kénnen 
oder, wenn von Null verschieden, sich auf + 1 zuriickfiihren lassen. Man 
kann dann ahnlich wie in § 3, 1, aus dem System (15) eine einzige, wenn auch 
komplizierte Differentialrelation herleiten, die den Rotationen noch neben den 
Gleichungen § 1 (4) auferlegt wird. Erwihnt sei auBerdem, daB die Punkte 
z+cX, + ¢X® (c = const) wieder ein der gleichen Klasse angehériges 
Paar von Flichen beschreiben; dabei treten an die Stelle von I, m,l’, m’ 
die GréBen 1+ cq, m—cp, I’ + eq’, m'—cp’, die gleichfalls den Rela- 
tionen (15) geniigen. 

4. Was nun die Transformation des Flaichenpaares (14) anbetrifft, so 
mu8 zuniachst durch Einbeziehung von (13) das System der Differential- 
gleichungen §5(11) erginzt werden. Es lautet dann: 





Pu = pa, Po = qb, Wy, = qgA, WV, = —p pu, 
" o, = 1A, Oo, =(m'+hq')u, tt =m, ty =—(l+hp’)p, 
(17) | 
pes ae P, A=, 
My =—TlA po =—d_gotpuwu—ri4+Q. 


Dazu kommt die endliche Relation (12), unter Beifiigung des Zeichens g*: 
(18) gt =F (p+ a+ p24 wt = + (oy+rw+ hy’. 

Aus dieser letzteren ergeben sich durch Differentiation die in (17) einzu- 
setzenden Ausdriicke fiir P und Q: 

™ P = [lp +mw+po+qr—2hrul, 

si Q= —s [(m' —hq’) p—(U —hp')w+ qo—p't—2hr' A). 
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Die Ubereinstimmung der aus (17) auf doppelte Weise berechneten ge- 
mischten zweiten Ableitungen von o und rt folgt aus den vier ersten Gleichungen 
von (15). Danach bedarf es zur Bestitigung der unbeschrinkten Integrierbar- 
keit des Systems (17) nur noch des Nachweises, daB die Ausdriicke (19) die 
Bedingungen P, = —rQ, Q, = 1 P erfiillen. Die zur Bestimmung von P, 
und Q, erforderlichen Formeln sind durch (15), (17) und § i (4) gegeben. 
Es gelingt dann, wie nicht naher ausgefiihrt zu werden braucht, mittels 
pq —qp' =1T,—T, jede der beiden fraglichen Relationen auf die letzte 
Gleichung von (15) zuriickzufiihren. 

Zu den durch § 5 (12), (13) erhaltenen transformierten Dreikanten A ,, A, 
gehért ein Flichenpaar (z,), (z,) derselben Klasse, d. h. es gelten die Formeln 
(14), (15) auch fiir den Index 1. Dabei liefern uns die in den geschweiften 
Klammern von (8) vorkommenden Koeffizienten: 





o T 
lL =l——P, m, =—m-+— P, 
- q 
(20) 
I’ I’ t—hw , ’ ao—hgq 
a —f—— ae @ os Jiieee mae Q, 


waihrend die transformierten Rotationen durch §5(9) gegeben sind. An 
Hand der Ausdriicke fiir r,,7, iiberzeugt man sich leicht davon, daB der 
Wert von h derselbe bleibt. Gleiches gilt von den rechten Seiten der Relationen (16). 

Fiir das transformierte Flichenpaar (z,),(z,) hat man iiberdies die aus 
(10), (5), (1) entnommene quadraturenfreie Darstellung: 


y= 2— af [((oA— tu + huw) X® + (on + tA—hy g—) X” 


Pp 





- + (ow —t p—hAy) XO, 
© | a = 2— A ed + ep — byw) XO + (op —tA— hyp) X 





+ (ow—tp+hap) X). 

Das von den sechs transformierenden Funktionen zu erfiillende System 
totaler Differentialgleichungen (17) im Verein mit (19) ist linear und homogen. 
Die gleichfalls homogene Relation zweiten Grades (18) hat die Bedeutung 
einer Anfangsbedingung. Die Ausdriicke (21) hangen nur von den Verhiltnissen 
der Funktionen 9g, w,o, 7,2, u ab. Man erkennt so, da bei unserer Trans- 
formation neben der charakteristischen Konstanten ¢ noch vier verfiigbare 
Konstanten auftreten. 


§ 7. 
Die Transformation der Flichenpaare von § 3 und § 4. 


1. Spezialisiert man das Ergebnis des vorigen Paragraphen durch die 
Annahme h = 0, so hat man, wie sich unmittelbar iibersehen la8t, eine Trans- 
formationstheorie fiir die in § 3 behandelten Paare von Fliachen, deren Funda- 
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mentalformen sich nur in den Vorzeichen ihrer Mittelglieder wnterscheiden. 
Unter 1, m,l’, m’ sind jetzt also die bereits in §3 eingefiihrten GréBen zu 
verstehen. Aus §6 (17)—(19), (21) gehen die foigenden Formeln fiir die 
Transformation hervor: 





Pu = pa, Pv = qu, Wy — qd, Wy = — p' p, 
o,=l4, o, =m'p, 1% =md, t= —lV yp, 
] 
(1) A, =—pep—qwtret 7 (lo+mw+po+qrt), A=r'p, 
fy=—rdA, wpe =—=—Aeotpw—rias 4 (m’p —U'w +- q’6 — p’t), 
gy? + A? + pw? + w? = = (op + Tw), 
[7 -¢—_ + — [(gA— tp) X + (66 + tA) X® + (ow — 1 gy) X), 
(2) = se ad 
lz, a t-=] = [(64 + tu) X™ + (64 — tA) X® + (ow—1 gq) X). 


2. Unter h +0 fallen insbesondere die Bianchischen Paare isometrischer 
T'schebyschefnetze, die wir in § 4 untersucht haben. Bei diesen wird | = 9, 
m=q, ' =m =0, h=1. Da auch 1; = m; = 0 werden soll, so muf 
nach § 6 (20) o = gy, t = w sein. Wir setzen¢ = 1— x. Die zu x (x* < 1) 
gehérige Transformation hingt nur noch von zwei verfiigbaren Konstanten 
ab und stellt sich folgendermaBen dar: 





Pu= PA w=, M= qs, w= —Pp' py, 
= 1+x L a - , 
Ag = 7, (PP tqw—ry), A=1'p, 
(3) , ; l—s , 
fy =—1td, w= —Totpwt sora 
62 st. a 2 ee “eee 
Pet Pea, PC “TF 
2, = 2——t* (yx + wX® — 4X), 
(4) ek Samet eas 
zt, = 2<—— (pX® —wX® + pX®), 


A 


Man bestitigt leicht, daB das transformierte Flachenpaar der gleichen 
Klasse angehért. Es ergibt sich nimlich 


, 


L=Py ™=%y pBt+tgti=l n=—-?. 
Ferner findet man: 
(5) Z(e,—2) = F(z, — 2)? = 1— 2. 


Demnach gilt der Satz: Die Punkte der beiden transformierten Flichen haben 
von den beiden gegebenen den gleichen konstanten Abstand ¥1 — x* *). 
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§ 8. 
Die neue Transformation der Biegungsflichen 
des orthogonalen Hyperboloids. 

1. Die auf die elliptische Ribaucourtransformation gegriindete Methode 
von §6 liefert, wie jetzt gezeigt werden soll, eine Transformation der in § 2 
behandelten Paare von Biegungsflichen des orthogonalen Hyperboloids. In 
der Tat umfaSt die Annahme h +0 die Formein § 2 (9), (17), durch die wir 
die zugehérigen, vom Mittelpunkt des Hyperboloids beschriebenen Roll- 
flichen dargestellt haben. Diese Hilfsflichen stehen hier als die eigentlichen 
Objekte der Transformation im Vordergrund des Interesses. Erst in dem 
folgenden SchluBparagraphen werden wir bei dem Nachweis, daB unsere 
Transformation mit der sukzessiven Anwendung zweier geeigneter Bianchi- 
transformationen gleichwertig ist, die Biegungsflichen selber heranziehen. 

Der Einfachheit halber werde in den genannten Formeln von § 2 der vor 
dem Integralzeichen stehende Faktor abc abgetrennt; wir betrachten also 


zunichst die von den Punkten —-, _ gebildeten Flichen. Um die Uber- 
einstimmung mit § 6 (14) herzustellen, haben wir 


z 


, 


(1) l= — =, m= +, v= =, m' = —<, A=— 


° 
| 


zu setzen. Die Beziehungen § 6 (15) sind dann infolge von § 2 (16) erfiillt. 
Die Gleichungen § 6 (16), in denen U = V = 0 zu nehmen ist, reduzieren 
sich auf § 2 (7). 

Aus der zweiten Zeile von §6(17) erhalten wir mit Unterdriickung 
additiver Konstanten, die weiterhin doch zu beseitigen waren: 


(2) ¢=— +, ‘= i 
und schreiben die der Relation § 6 (11) geniigenden Konstanten ¢, c’ in der 
Gestalt: 

, ] 


(3) c=x— 5, ¢ =X +3" 


38) Um dieses neue Ergebnis [siehe die betreffende Bemerkung in der Einleitung 
und das Zitat *)] auch mittels der von Bianchi benutzten Moutardschen Transformation 
zu gewinnen, hat man von verallgemeinerten Lelieuvreschen Formeln auszugehen, 
durch die sich die Flachen (x), (%) mit Hilfe der vier GréBen &@), (0, £0), 0) von 
§4 darstellen lassen. Trotz der gefundenen einfachen geometrischen Eigenschaft 
erscheint die Transformation iibrigens nicht als elementarer ProzeB. Das System (3) 
l4Bt sich nimlich, wie ich hier nur andeuten kann, auf zwei Riccatische Differential- 
gleichungen zuriickfiihren, die der Realitét wegen von zwei konjugiert-komplexen 
GréBen erfillt werden miissen. 
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x ist die charakteristische Konstante der neuen Transformation. Aus § 6 (17) 
bis (19) ergibt sich das folgende System totaler homogener linearer Differential- 
gleichungen fiir die vier gesuchten Funktionen ¢, w, A, u: 


Mu=Ps, =H, MW= GA, w=—>P'M, 
4, =—py—qutret+P, 4=rp, 
My =—PA, w=—Cet+pw—risa+Q, 
9 Pg qw rp \ 
(4) Rote ocko 5 ie iam i, 
K— 
9 P a , e 
9 pu P¢ rs\, 
Q ae l | a® 1 b A a) 
e-->5 
e2 





dazu tritt mit der Bedeutung einer Anfangsbedingung die quadratische 
Relation: 


(5) x(g®+w®+ a+ yp) = (4 + 5)? 9) +5 8 p?. 


c2 
Nach §6 (21) stellt sich das transformierte Flachenpaar (z,), (7,) 
folgendermaBen dar*?): 
abe > I an w 
%=2+ 7 (4 (pA + wy) X™ + = (pp — wd) X” 
l | ht 
t (=z Er) PY — “+ |X}, 


a 


) abe a = = 
(6) % = z+ 8 | (pA— wp) X® + ut (pu + wd) X® 


+ (a+ He) ow + AE] FO}, 
g* = 1(g? +22 + pw? + w). 

Die Werte von 7, 91, 73, Pi» Yi» 7 Sind durch § 5 (9), die von 1,, m,, 1,, m, 
durch § 6 (20) gegeben. Die Bestatigung, daB die ee Pa auf das Flachen- 
paar (x), (x) beziiglichen Formeln von § 2 jetzt auch fiir den Index 1 gelten, 
bietet keine rechnerischen Schwierigkeiten und braucht deshalb nicht im 
einzelnen durchgefiihrt zu werden. Es liegt also ein zu (z), (z) véllig analoges 
Flachenpaar (z,),(z,) vor, mittels dessen sich nach § 2 (13), (14), (18), (19) 
wieder zwei durch Bianchis Operation H zusammenhingende Biegungs- 
flachen (x,), (x,) des gleichen orthogonalen Hyperboloids konstruieren lassen. 

Bei der Integration des Systems (4), (5) treten, abgesehen von der 
charakteristischen Konstanten x, zwei wesentliche verfiigbare Konstanten 
auf, eine Tatsache, fiir die sich in Art. 2 eine geometrische Deutung ergeben 
wird. Schreibt man die quadratische Relation (5) in der Form 


b+ B) P+ (bp) ett (3) B+ +S) A 





(x + 


*%) Der die Transformation vermittelnde Vektor erhilt jetzt also den Faktor abc. 
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und beachtet, daB M = pA — 5 ist, so erkennt man, daB die Realitaét der 
Transformation die Ungleichheit 

(8) | 2 | <aT hh 

voraussetzt. 

2. Bei der Vielfaltigkeit der geometrischen Folgerungen, die sich an den 
gefundenen Transformationsproze8 kniipfen, schien es geboten, in den nach- 
stehenden Entwicklungen die durch Querstrich gekennzeichneten Gebilde 
unberiicksichtigt zu lassen. Eine darauf beziigliche erginzende Bemerkung 
findet man am Schlu8 von § 9. 

Zunichst untersuchen wir die relative Lage der Hauptachsenkreuze fiir 
die beiden die Punkte x und 2, begleitenden orthogonalen Hyperboloide. Wir 
erinnern an die Drehungsformeln (12), (13) von §5 und bedienen uns auch 
der dort fiir dié Koeffizienten eingefiihrten Bezeichnungen «,,...,73. Die 
Komponenten des Translationsvektors, bezogen auf das mit x verbundene 
Achsendreikant A(X, X®, X™) nennen wir &, 7, [%), schreiben also: 
(9) Ly r+t+é&é XM 4 n X® +0 X09, 
wobei nach (6) 

: — ; 
(10) é T (pA+wy), 7 Te (pu—waA), ¢ “ (= 1 Ly gw — | 
ist. Durch &, », ¢ wird, wie wir sagen wollen, die Relativflache des Punktes zx, 
definiert. An die Stelle der Ausdriicke (10) kénnen die folgenden treten: 


m be ac > b a 
(11) ¢ “oe | eee 9 = C|— a — 7 B,); 
die quadratische Relation (5) 1aBt sich ersetzen durch 
1 So 
(12) s+ x. 
* a 


Wir finden aus (11) mit Benutzung von (12): 
&2 + »2 + £2 si +; a* 6? x? 4+ 2 y, } 
/ a2 2 . 


und auberdem: 





2 2 ap? 
al C ( Y,)- 


Durch Elimination von y, erhalten wir die Gleichung: 


dnd h2 2 
. ~9 ) 9\¢ in ao" ’\ ge rm ) 6 n F 
(io (£2 L. »* f2)2 al (7 ; | £2 / a n? ! re?—(f?- cA) 
1 aer 
a* eLe 
(14 r= = ( . 12242) 
*) Da der elliptische Raum nicht mebr herangezogen wird, ist eine Verwechslung 


I der friiheren Bedeutung dieser Buchstaben nicht zu befiirchten. 
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ist. Wir haben damit das Ergebnis: Die Relativfliche des Punktes x, ist eine 
durch die charakteristische Konstante x bestimmte Zyklide (im allgemeinen, 
d.h. nicht im Dupinschen Sinne) mit drei Hawptebenen, die mit den Haupt- 
ebenen des den Punkt x begleitenden orthogonalen Hyperboloids zusammen- 
fallen. 

Das Auftreten zweier willkiirlicher Konstanten bei der Anwendung unserer 
Transformation bedeutet hiernach, da8 man fiir einen einzigen Punkt der 
gegebenen Flache (z) auf der begleitenden Zyklide den korrespondierenden 
Punkt der transformierten Fliche (z,) beliebig annehmen darf. 

3. Die vom Punkte £,7,¢ beschriebene Zyklide kann auf doppelte 
Weise") als Enveloppe eines zweifach-unendlichen Systems von Kugeln erzeugt 
werden. Die Ortsfliche der Kugelmittelpunkte, der Deferent, ist eine Fliche 
zweiten Grades mit den gleichen Hauptebenen wie die Zyklide, der Null- 
punkt hat konstante Potenz 24 beziiglich der die Schar durchlaufenden 
Kugel; wir kénnen auch sagen: simtliche Kugeln schneiden eine um den 
Nullpunkt gelegte feste Kugel mit dem (reellen oder imaginiren) Radius 
¥2A orthogonal. Es sei namlich 
(15) at Lf = 45 #- 

1) 
die als Deferent dienende Miche zweiten Grades. Als Gleichung der Enveloppe 
ergibt sich fiir gegebenes A: 


(16) (* + 4° + ¢?)? = 4[(49— 4) & + (B, — 4)? + (Cy — 4) & — A}. 
Durch Vergleichen mit (13) erhalt man A? = J? —c* und 


(17) A,=@+k, B=—P+k Co=e+k; 
dabei gelten fiir k die beiden Werte: 

(18) k, =—e? ++ yr—e, ky = —c? ++ F— yr?—< 
zu denen 

(19) +VM—e, A,=—yr'—e 
gehort. 


Geht man von dem durch (11) gegebenen Punkt £, 7, ¢ der Zyklide aus, 
so stellen sich die beiden zugehérigen, auf der Zyklidennormale liegenden 
Kugelmittelpunkte fiir i = 1,2 folgendermaBen dar: 








2(@+k)E 2 (b? —-k,) » 
go — $ no? = — J i 
20 on B+ eter za ™& PP +O +24,’ 
~~ | 2+ ke 
= Beto 42d, 





*!) Es entspricht dies der fiinffachen Erzeugung der Zyklide im allgemeinen Falle. 
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Wichtig ist fiir die weitere Untersuchung die aus (18) zu entnehmende Relation 
zwischen k, und k,: 
‘ 7 ee Se 
(21) 3 + & +3 =0. 
Die erzeugenden Kugelsysteme werden reell, wenn J*—c*>0 ist. 
Dies bedingt, da von den Ausdriicken. 


r+c= 








a2 b®c2 ry 1 1\3 a bict/ 1 \ 
oa — 43 = , se 
a ate) —#], P—#="4"(4—*) 


der erste infolge von (8) positiv ist, fiir x die stirkere Hinschrinkung: 
(22) Inl< 5, 
die wir von nun an als erfiillt voraussetzen. Aus den Beziehungen 
ki+k,=2("—c*), kk, =—2e¢? (I —c*) 
ist dann zu ersehen, daB k, > 0, k, <0 ist. Man bestitigt unschwer die 
auch fiir §9 benétigten Gleichungen 
(a? + k) (@*-+ hk) _ (6? — k,) (b* -- ky) 
a* c# - bt c# 
und schlieBt aus denselben, daB b?—k, > 0, a? + k, > 0 wird. Die durch 
(15) gegebenen Deferenten 
(24) — we 
a+k b6—k' c§+k 
sind also einschalige Hyperboloide, die der durch das orthogonale H yperboloid 
bestimmten konfokalen Schar angehéren. 

Fiir x = 0 haben wir einen Grenzfall, der nicht auszuschlieBen ist. Es 
wird dann k, = 6*, k, = —a®. Die beiden Hyperboloide reduzieren sich auf 
die Fokalkegelschnitte, die in den beiden durch die Spezialisierung aus (20) 
hervorgehenden Punkten von der Normalen der Relativfliche §&,7,¢ ge- 
troffen werden. Letztere stellt sich demnach als Dupinsche Zyklide dar, 
und zwar, wie schon aus dem Vorhandensein der drei Hauptebenen folgt, 
in der Gestalt der symmetrischen Hornzyklide. 





=x 


(23) 


‘a 





1 (k = ky, kg) 


§ 9. 
Zerlegung der Transformation von § 8 in zwei aufeinander folgende 
Bianchische Transformationen B,. 

1. Die Zyklide als Element der geometrischen Konstruktion gewinnt fiir 
die neue Transformation der auf das orthogonule Hyperboloid abwickelbaren 
Flichen ein erhéhtes Interesse noch durch den Umstand, da8 ihre doppelte 
Erzeugung als Kugelenveloppe gleichzeitig den Weg anzeigt, auf dem in 
doppelter Weise die Zerlegung in zwei Bianchitransformationen B,,, By, 
bew. B,,, B,, gelingt. Beachtenswert erscheint diese Methode auch insofern, 
als sie die Theorie der Bianchitransformation nicht voraussetzt; sie liefert 
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vielmehr ihrerseits die Formeln, die eine independente Darstellung der Operation 
B, leisten. 

Wir schicken die folgenden grundlegenden Bemerkungen vorauf. Es 
seien (x), (z,) wie in § 8 die beiden durch unsere Transformation verbundenen 
Rollflichen des Mittelpunktes, (x) und (x,) die mittels § 2 (13), (14) daraus 
hervorgehenden Biegungsflaichen. Es sei ferner §,, das vom Punkte z mit- 
gefiihrte, durch k, [§ 8 (18)] bestimmte Hyperboloid der konfokalen Schar, 
das bei der ersten Zyklidenkonstruktion die Rolle des Deferenten spielt. 
Von den beiden Geraden des Hyperboloids §,,, die durch den Mittelpunkt 
der erzeugenden Kugel gehen [die relativen Koordinaten &, n(, £@ desselben 
sind durch § 8 (20) gegeben], ist die eine, die wir die Gerade g nennen wollen, 
ausgezeichnet. Sie gehért naimlich zu gleicher Zeit einem den Punkt 2, be- 
gleitenden Hyperboloid §,, an und tragt auch den Mittelpunkt der bei dem 
inversen TransformationsprozeB auftretenden, durch z gehenden Kugel. 
Fiir unseren Zweck geniigt die Tatsache, daB die beiden von den Punkten z 
und x, mitgefiihrten Hyperboloide §,, und §,, die gemeinsame Erzeugende g 
besitzen. Der eine Brennflichenmantel der von der Gesamtheit der Geraden g 
gebildeten Normalenkongruenz ist dann die einzuschaltende dritte Biegungs- 
fliche (x*) des orthogonalen Hyperboloids, die mit (x) und (x,) beziiglich 
durch die Bianchitransformationen B,, und B,, zusammenhingt. Die 
Geraden g sind dabei die Tangenten an die verbogenen Erzeugenden der 
einen Schar. Die Vertauschung der Konstanten k, und k, gestattet, zwischen 
(x) und (x,) eine weitere, also vierte Biegungsfliche einzuschalten, so daB 
ein viergliedriger Zyklus von Transformationen B, im Sinne des Bianchischen 
V ertauschbarkeitssatzes zustande kommt. 

Die nachstehend mit I—VI bezeichneten Sitze stellen die einzelnen 
Etappen der Beweisfiihrung dar, bei der es darauf ankam, durch zweck- 
maBige Ansitze den analytischen Apparat médglichst zu beschrinken**). 

2. Wir beweisen zunichst den SatzI: Die beiden Hyperboloide §,. 
und $,,, von denen die laufenden Punkte der Flichen (x) und (2,) begleitet 
sind, schneiden sich jeweils lings einer gemeinsamen Erzeugenden g; dabei 
fallen die Spurpunkte, in denen q die Hauptebenen der beiden H yperboloide 
durchdringt, paarweise zusammen. 


Es sei zur Abkiirzung gesetzt: 


a? a®#+k,, b} = b?—k,, c? =c?+khk, 
as a® tk... 63 b?—k,, oc? c? +- k, 
Die den Quadratwurzeln a, Va? + k, usw. beizulegenden Vorzeichen ent- 
scheiden sich erst im Laufe der Rechnung. 
| Sch wie n ber n hauptsichlich darauf, daB man mit GréBen 


zu operieren hat. dic iol der Relation § & (7) bzw. (12) sehr verschiedene Gestalt 








fa! 
gl 
hy 
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Wir stellen der leichteren Ubersicht wegen die vektorielle Beziehung, 

um deren Bestiatigung es sich handelt, an den Anfang: 

z+ a,(S + TA)X” + 6, (T + SA) X® + 6, X” 

| = a, +4,(S + TA) XM + b,(T + SA) XM + c,X. 
S und T sind zwei durch die Gleichung 
(3) — T=) 
verbundene Funktionen von u,v, wahrend A einen lings der gemeinsamen 
Erzeugenden g variablen Parameter bedeutet, der vorerst beliebig bleibt*) 
und weiterhin dazu dienen wird, den Punkt x* der einzuschaltenden neuen 
Biegungsflache auf g festzulegen. Danach soll also (2) zerfallen in: 


(4) a, TXY46,8X® 4+, X® = a, TX 4+ b,SX® + co, X®, 
(5) z+ a,S8X” +b, TX® = 2, +a,SXM + b, TX. 


Durch (4) ist auf doppelte Weise ein Vektor gegeben, der die Richtung von g 
bestimmt. Die eine oder die andere Seite von (5) liefert die zusammen- 
fallenden Spurpunkte von g in den xy-Ebenen der beiden Hyperboloide, 
gleichzeitig den Treffpunkt der beiden in diesen Ebenen gelegenen Profil- 
hyperbeln. Die Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Hauptebenen- 
paaren erhalt man aus (2) fir A = —<5 un 
Driickt man in (4) und (5) rechterhand X\”, X, X® mittels der Sub- 

stitutionsformeln §5(12) durch X®, X®, X® aus und stellt die Differenz 
z, — x mit Hilfe von § 8 (9), (10) dar, so gelingt es, die fraglichen Beziehungen 
auf die beiden folgenden Systeme zuriickzufiihren: 

(aga, — 4,)T +6,0,8 + ca, = 0, 

a,B,T + (beh, — 6,)S + eB; 

4,7, T+ boy,S+ cy, — 4 = 9, 


(a,a, — a,)S +b,0,T — “4, 


a,B,S + (b,B, — 6,)T 4+ 0, 
be 


ac 
37,5 + boy, T + —— — + B, = 90. 


Erweisen sich diese sechs linearen Gleichungen fiir die Unbekannten S, 7 
als vereinbar, so ist damit, wie man leicht umgekehrt schlieBt, die Richtigkeit 


*) Die ganzen Hyperboloide > 9, deren Punkte in bezug auf die Hauptachsen- 
kreuze die Koordinaten a,(S + TA), 6,(7' + SA), c,A und a,(8 + TA), 6,(7'+ 8A), 
c, A haben, sind mittels einer Ivoryschen Ajfinitdt aufeinander abgebildet. Die analoge 
Darstellung des orthogonalen Hyperboloids gibt, wie im folgenden die Formeln (25) 
lehren, das Gesetz der Isometrie fiir die neue Biegungsflache (x*). 

Mathematische Annalen. 107. 
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des Ansatzes (4), (5) bzw. (2) bestatigt. Gleichzeitig erscheint die Relation (3) 
als eine unmittelbare Folge von (6) bzw. (4)*). 

Zunichst miiBte die Determinante der drei Gleichungen (6), von denen 
wir ausgehen wollen, verschwinden. Diese Bedingung kann auf die folgende 
einfache Form gebracht werden, in der man auf Grund von § 5 (13) auch ohne 
die spezialisierende Annahme iiber k,, k, eine homogene quadratische Relation 
zwischen den vier Eulerschen Drehungsparametern 9g, A, u, w erkennt: 


((a, bc, — Ggb,C,)a, + (a,b,c, — a,b,c,)B, + (agbgc, — a,b, C5) yg 
+ a,b,c, — a,b,c, = 0. 


Sie wird im vorliegenden Falle mit § 8 (7) bzw. (12), d. h. mit der Gleichung 


(8) 


(9) g+4=* 


identisch, wofern die Beziehungen (fiir den Augenblick bleibt e = + 1 un- 
bestimmt): 


yee kg | b b 
C, = — — (mithin: += 3), a,=e-—', b= —e—, 
10 c, \ Cy ky be, acy 
( @,4, by bg 
~ aici” bat 


erfiillt sind. Bei diesen letzteren Formeln aber handelt es sich nur noch um 
die Festsetzung verfiigbarer Vorzeichen, da sie, auf beiden Seiten ins Quadrat 
erhoben, Folgerungen von § 8 (21), (23) vorstellen. Aus den beiden ersten 
Gleichungen, auf die sich jetzt das System (6) reduziert, erhalten wir: 

j 8 = 3 (a, Bs + a2), r= (bya + by%1); 


(11) 
N= a, b, — a,b, a, — a, by By + ay by ys. 


Den Nachweis, da8 die fiir S und 7 gefundenen Ausdriicke (11) auch 
dem Gleichungssystem (7) geniigen, fiihrt man am einfachsten, indem man 
zuerst wieder an Hand von (9), (10) das Verschwinden der zugehdérigen drei- 
reihigen Determinante bestitigt. Berechnet man dann S, 7 aus den beiden 
ersten Gleichungen (7), so findet man, nachdem man die Zabler mit Hilfe 
von (9) und (10) umgeformt hat, die mit dem obigen Faktor ¢ versehenen 
Ausdriicke (11). In (10) ist also e=-+ 1 zu nehmen. Der Beweis von 
Satz I ist damit erledigt. 

Aus (10) folgt ibrigens 


a, b, 


(12) = —abex. 





Cy 


Wir kénnen daher a,, 6, positiv annehmen; die Vorzeichen von ¢,, dg, bg, Cy 
sind dann durch (12) und (10) bestimmt. 


“4) Man bilde fiir beide Seiten des Gleichungstripels (4) die Quadratsummen und 
beriicksichtige, daB nach §8 (18) k, +k, vorauszusetzen ist. 





OO CLS 
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Wir bemerken noch, da8 man der dritten Gleichung von (7) mit Benutzung 

von §8(11) die folgende Gestalt geben kann: 

a,T&+ 6,8y+ ¢,6 = 0. 
Mithin gilt der Zusatz zu: Die gemeinsame Erzeugende g der beiden H yper- 
boloide $x,, Dx, hreuzt die Verbindungslinie threr Mittelpunkte x, x, recht- 
winklig. 

3. Es werde hier die erginzende Betrachtung iiber die Zyklide von §8 
eingefiigt. Wir beweisen den Satz Il: Der Mittelpunkt der die Zyklide er- 
zeugenden Kugel liegt auf der Geraden g des Deferenten §,.. 

Die Koordinaten dieses Kugelmittelpunktes, bezogen auf das vom Punkt z 
mitgefiihrte Hauptachsendreikant A (X®, X®, X®) sind durch § 8 (20) 
gegeben und kénnen wie folgt geschrieben werden: 





c e(2 at, —- =p ) 
(13) a = Oibeyy ty ae ey) TT 
. s 
z C1 — “a Vs . Cy — Cg Ys" . Cy — CoV 


Wir miissen zeigen, daB zu den Werten (11) von S und T sich A, so bestimmen 
laBt, daB 

(14) EP =a (S+ TA), nf = 6,(T+ SA), OY =e, 

wird. Zu dem Zweck nehmen wir die dritten Gleichungen der beiden Systeme 
(6) und (7), multiplizieren sie einmal mit S und — 7’, ein zweites Mal mit —T 
und S und erhalten durch Addition: 


b t 
(cy —gys) S + € (—a, a + b1) T = by, 


b ‘ 
(cy —¢gys) T + ¢ (—a ~ 5A) —= —Gs)- 
Damit gleichwertig sind die Beziehungen: 


be 4 Qo ¥ ¢ (2 — $f) 
8+TA, =—23%, 7T+S8A,=——*_, A= 


C1 — 37s Cy — Cy 7g” C1 -— Cg 3 
aus denen die Ubereinstimmung von (13) und (14) unmittelbar zu ersehen ist. 
Es sei noch darauf hingewiesen, daB der am Schlu8 von Art. 2 her- 
geleitete Zusatz zu I mit einer allgemeinen Exgenschaft. der anallagmatischen 
Flachen zusammenhingt: der vom Nullpunkt (dem Zentrum der Inversions- 
kugel) ausgehende Radiusvektor ‘ist parallel zur Flachennormalen des De- 
ferenten. Danach ist klar, daB der Mittelpunkt der erzeugenden Kugel in 
denjenigen Punkt der Geraden g des Hyperboloids §,, fallt, wo die Normale 
desselben parallel zu der Verbindungslinie der Punkte z, 2, ist; g ist senkrecht 
zu dieser Normalen. 
4. Um S und T mittels g,A,u,w darzustellen, formen wir zunichst 
den Nenner der Ausdriicke (11) um. Aus (8) entnehmen wir 





am = db, — a, by a, — ay, 8, + a,b, y5 
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und finden, indem wir den unter (11) gegebenen Ausdruck fiir N addieren: 


aa% N = (a,b, + a,b) (1 + 73) — (a,b, + @y,) (a + By). 





2 
Mit Benutzung von §5 (13) ergibt sich dann: 
g ; g 
[s a [1 + %) [— (41 + 49) A + (4; —a) wy) 
(15) (a, + aq) (b, + bs) a + (a, — ay) (6, “= by) uw?’ 
| T x —Lr + C2) (dr + be) pe + (by — by) wd) 
(ay + Gq) (6; + by) p* + (a, — ag) (6; — by) w?* 


Eliminiert man aus diesen beiden Formeln einmal 2 und einmal yp, so 
erhilt man die zur Differentiation besonders geeigneten Gleichungen: 
| (a, + ag) pT + (6, —6,)wS = (ec, + cy) un, 
| (b, + 6.) p S — (a, —a,) wT = —(e, +) A. 
Wir driicken S, 7 mit Beriicksichtigung von (3) durch einen Parameter // aus: 
(17) Mion 1+ 0? _ 20 


1—#’ ~ ee 
Wird jetzt die erste der Gleichungen (16) nach u, die zweite nach v differen- 
tiiert“), so folgt mit Benutzung von § 8 (4): 


(16) 








b, +56 a, — a, a, — 4, 
) = alt © 28. — 3 ha TT at chee o —. 42 
50, = ota 26 apa eu a") b, gril 4"), 
6, —6 ? a, +a. — hy 
2. — ty. og — tory 4 ga). rm ey ge 
*% Cy + Cy . +e! ere a, - ay" a ii 


und hieraus, wenn dp», b,,c, mittels (10) beseitigt werden: 


_ (42 -51)220- (2% - a)£ (1+ 2) , (a1 -2)=(1- 4*)|, 








18 2k, ‘be a ac b/b ab c 
(18) | 9. =! be rib, ec, a) p’ 99— (24 bi) @ (1 + 02) 4 (a1 ¢,\r' (1-A2 
- hig Tall be ° aja = b/b +a )+ ab 2/ i cali )}. 


Wir fassen nun neben dem eigentlichen Ziel, die Transformation von § 8 
in zwei sukzessive Bianchitransformationen B, zu zerlegen, gleichzeitig die 
independente Darstellung der Operation B, ins Auge und sprechen den Satz Ill 
aus: Fiir gegebenes k, (— a* < k, < 6*) héngt die Bianchitransformation B,, 
der gegebenen Biegungsfliiche (x) des orthogonalen Hyperboloids von der totalen 
Riccatischen Differentialgleichung (18) ab*). 

Der Nachweis, daB (18) unbeschrinkt integrierbar ist, gelingt ohne 
rechnerische Schwierigkeiten mit Hilfe von § 2 (16). Im iibrigen geniigt die 


4%) Man beachte, daB 





ds_ 2T dT_ 38 
ao)6 ULL =—e° @6¢ 1—# 





wird. Da iiberdies 
a, + a, b, + by 
b,—b, ay — ay 
ist, so erfolgt nach Differentiation der einen Gleichung (16) die Reduktion der linken 
Scite unmittelbar an Hand der anderen Gleichung. 
46) Werden, wie verabredet, a, und b, positiv gewahlt, so sind die beiden Klassen 
der Bianchitransformation B,. durch das Vorzeichen von c, unterschicden. 





ai tim de 
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Feststellung, daB in den drei folgenden Artikeln 5 bis 7, die sich auf den 
Zusammenhang der Biegungsflichen (x), (x*) beziehen, lediglich von (18) 
Gebrauch gemacht wird. Es ist klar, daS man vom Standpunkt des Satzes Ill 
aus S und 7 als durch (17) bestimmt zu betrachten hat, wobei @ ein Integral 
von (18) ist. 

5. Wir fiihren nun die neue Flache (x*) durch den Satz IV ein: Der 
Schnittpunkt der Geraden g mit der Tangentialebene der ersten Biegungsfliche (x) 
beschreibt eine Biegungsfliche (x*) des gleichen orthogonalen Hyperboloids. 
Auf derselben werden die geodatischen Linien 4 = const, die durch Verbiegung 
aus den Erzeugenden der einen Schar hervorgehen, von den Geraden g beriihrt. 

Nach (2) gilt fiir den auf g gelegenen Punkt x* die Darstellung: 

(19) x* = ¢+a,(8+ TA)X%+ 0, (7 + SA)X"+4+ 4, AX. 
Fiir A erhalt man die Gleichung: 
(20) a,(S + TA) =—b(T+S8A)¥+¢A44 =1, 

2 
in der x, y, 3 die Ausdriicke § 2 (14) sind. Wir geben derselben die weiterhin 
zu benutzende Form: 

la,(S+TA), 6,(T+8A), cA " 

(21) | P, q; r |+abe(??—-% +2) =0 

r’, q; r 
und schreiben sie auBerdem, indem wir eine HilfsgréBe yv definieren, in Gestalt 
der beiden folgenden Relationen, die wesentlich zur Vereinfachung der Rech- 
nung beitragen: 
y=a,7T>—bS83+e,4, 
(22) a , 

| vA = —a8— +b,72 +- l. 
Die wichtigste Vorbereitung, auf Grund deren sich dann der Beweis in 
wenigen Schritten vollzieht, besteht in der Aufstellung der Formelsysteme: 














be 2 —[b, (T+ SA ig = ies 
—~—a e - — [b, ( + SA)r—eAq) = y(1— 0") a®? 
: 2 2k, 0, 
(23a) abe 5 —[4Ap—a,(S + TA)r] = — 7 — eh - 
» 2k, 6, 3 
— abe — —[a, (8S + TA)q—b6,(T + SA) p] = v0 at? 
, ‘ : 2k,0, «x 
abe F —[b, (T + 8A)r —o, Aq) = ya 
2k, 0, 
(23b) | —abe 7 — [eA p’—a,(S + TA)r’} = — Iw Be 
' 2k, 
abe  —[a, (S + TA) q —b, (7 +8A)p'] = —pe 3- 
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Um die Richtigkeit des Systems (23a) zu bestatigen, addieren wir die linkerhand 
stehenden Ausdriicke, nachdem wir sie einmal mit p,q,r und einmal mit 
p’.7,? wultipliziert haben. Wir iiberzeugen uns so zunichst davon — beim 
zweiten Male ist (21) heranzuziehen —, daB dieselben mit gr’ —rq’,..., 


also mit Se —- ¥ proportional sind. Danach lassen sich die rechten 


Seiten in der Form 6 _ —6 2: 63 3 ansetzen. Den Faktor 6 ermitteln wir, 


indem wir die drei Gleichungen nach Multiplikation mit a, 7, 6, S, c, addieren 
und zur Reduktion links die erste Formel (18), rechts die erste Formel (22) 
benutzen. Es ergibt sich 6 = ae oS : In entsprechender Weise wird (23b) 
hergeleitet. 

Wir differentiieren jetzt (19) mit Beriicksichtigung von § 2 (9) und be- 
dienen uns zur Umformung dabei der Gleichungen (23a, b). Es wird: 

dxt = [25 +4,(7+84)] xo 
(24) +[- At + by ($+ TA) xo44 1 $ xo) 20 
+ (a, hod + b, 8S X®) + c, X®) 14. 

Hiernach ist (x*) Brennflichenmantel der Kongruenz, die von den Geraden g 
gebildet wird; die letzteren sind Tangenten der Kurven # = const von (x*). 


Um die Isometrie zu beweisen, gehen wir von dem folgenden Ansatz fiir 
die laufenden Koordinaten des orthogonalen Hyperboloids aus: 


(25) x*=a(S+TA), y* = 5(T+S8A), 3* = cA. 
Durch 4 = const sind die Erzeugenden der einen Schar, durch A = const, 
die Schnitte parallel zur zy-Ebene dargestellt. Wir finden mittels (24): 


D> ax — 3 ax)? = 4 var, 
wobei 


Y =k (5+ 245) +4 2f0,(7+S84)% —b, (8 + 7A) 2]+%%(4*—1) 
ist. Schreibt man die beiden Relationen (22) in der Form 





4 4 = »—a,T5+b,8H, 


a 
l=vA +a,85—), TS, 
erhebt beiderseits zum Quadrat und subtrahiert dann die zweite Gleichung 
von der ersten, so folgt Y = 0, also 
2 (dx** = L(dx*). 
6. Wir beweisen Satz V¥: Die Verbindungslinien korrespondierender 
Punkte der beiden Biegungsjlichen (x) und (x*) sind auch Tangenten an (x*). 
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Dazu eliminieren wir aus (22) einmal y und einmal x und multiplizieren 
die erste der erhaltenen Gleichungen mit a,, die zweite mit b,. Eine leicht 
zu iibersehende Anderung der Schreibweise liefert dann die beiden ersten 
Gleichungen des folgenden Tripels, zu denen wir die dritte, die eine Identitat 
vorstellt, hinzufiigen: 


k , 
aS—zx=»[ 25+4,(7+S8A)]—e,4-a, 7, 
b,T—y = v.[—33 +0,(8 + TA) ]—e, 5-48, 
—3; = #. ie —0O, 43°C). 


Mittels dieses Formelsystems folgert man aus (19), (24) und §2(13), daB 
tatsichlich die der Behauptung entsprechende vektorielle Beziehung 


(26) x *—x =I am = 
besteht; dabei ist 
(27) [= 5(1— 6), ee 


7. Es gilt ferner der Satz VI: Auch auf der neuen Biegungsfliche (x*) 
sind die Kurven (u, v) die Asymptotenlinien; die auf beiden Seiten beriihrenden 
Verbindungslinien korrespondierenden Punkte von (x) und (x*) bilden demnach 
eine W-Kongruenz. 

Beim Beweise stiitzen wir uns am besten auf den Ribaucourschen Satz*’), 
dessen sich auch Bianchi zum gleichen Zweck bedient hat. Danach ist ein 
Strahlensystem eine W-Kongruenz, wenn es der Bedingung 

Wwe oo sin? 
(28) > (x* — x)? = VER 
geniigt, wobei KX, K* die Kriimmungsmasse der beiden Brennflichen (x), (x*) 
sind und w den Winkel ihrer Normalen bedeutet. Wir zeigen, wie man mit 
geringstem Aufwand an Rechnung im vorliegenden Falle die Relation (28) 
verifiziert. 

Die Normalenrichtung von (x) sei mit X bezeichnet. Es wird: 


’ 2 
(29) X = 75(ax"— Bxo+sxw), Q= 540468, 





(30) = — a* 6? c? 2. 


l 
K 
Fiir die neue Biegungsfliche (x*) werde 


See VER-s Vey 


47) Es ist zu bedenken, daB fiir die neue Biegungsflache (x*) die zu § 2 (9), (13), 
(14) analoge Darstellung nicht vorliegt. 
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gesetzt. Wir gewinnen auf Grund der bewiesenen Isometrie aus (25) die 
Formel: 
—a (EG bars 5)? (1 —_ o*)* 


l 
k* 16 a? b* c? 


(31) 








Da J (x* — x) X = 0 ist, kénnen wir den Koeffizienten I,m in (26) die 
folgende Form geben: 





(32) l=y xs, m=>—y "x =. 
Der hiermit eingefiihrte Faktor y la8t sich auf einfache Weise ermitteln. 
Wir entnehmen | aus (27) und finden aus (24) und (29): 


y Ox* = 
wg * io yo. 

Demnach wird 

(33) y=-=" Ve. 


“- 


Bildet man nun > (x* — x) aus (26) mit Beriicksichtigung von (32) 
und auBerdem sin*@, indem man zuniichst nach der Determinantenregel 


_ cee 
l Ox* dy* dz* | 
cos = ————— | 90’ 06’ 00 


| Ox* dy* 02z* 
|@A’ @A’ @A 





zum Quadrat erhebt, so erkennt man leicht, da8 die Bedingung (28) in 
1 

2(E6 — §*) = —— 

y(€ s”) VE K* 
iibergeht. Diese Relation ist in der Tat infolge von (30), (31), (33) erfiillt. 
7. Da wir darauf verzichtet haben, im Anschlu8 an die Transformation 
von §8 die Formeln fiir die inverse Operation zu entwickeln, so ist nicht 
ohne weiteres ersichtlich, daB die zwischen (x) und (x,) eingeschaltete Biegungs- 
fliche (x*) auch mit (a,) durch eine Bianchitransformation verbunden ist. 
Die Korrespondenz der Asymptotenlinien steht fiir (x*) und (x,) bereits 


fest; ferner lehrt die nach (2) geltende, mit (19) gleichwertige zweite Dar- 
stellung von (x*): 


(34) x* = 2, + a,(T + SA)X + 6,(S + TA)X® + 6,AX®, 


da8 es sich nur um eine Transformation B,, handeln kann, die iiberdies wegen 
a by 


— = 1s {s. (10)] der gleichen Klasse angehért wie die zwischen (x) 
2 1 
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und (x*) vermittelnde Transformation B,, “). Zu beweisen ist demnach 
noch der Satz VI: Die Biegungs{lichen (x*) und (x,) werden beide von den 
Verbindungslinien ihrer korrespondierenden Punkte beriihrt. 
Aus (24) folgert man im Verein mit (4): 
xr 9,—xt0, = (A, 4, —A, 9,) (a, TX + 6,8 XP + c, X). 


Ersetzt man links xf, x¥ durch die Werte, die man erhilt, indem man (34) 
differentiiert und dabei die zu § 2 (9), (16) analogen, fiir den Index 1 giiltigen 
Formeln benutzt, so gelangt man zu drei Beziehungen von der Form: 


(35) |\—abe?) —[b,(T + SA)r,—c,Aq]} 0, 
— |abe® —[b,(T + SA)r,— Agi) = 0, 


bei denen die von den geschweiften Klammern eingeschlossenen Ausdriicke 
in ihrer Gestalt den linken Seiten von (23a, b) entsprechen. Man findet, 
wenn man die drei Gleichungen (35) mit p,, g,, 7, oder mit pj, 9;, 7; multi- 
pliziert und danach addiert, das Seitenstiick zu (21) bzw. (20): 


(36) a, (S + TA) * —b,(T + SA))} +o,A% = 1. 


Damit ist zunichst bestitigt, daB die Verbindungslinie x* x, Tangente der 
Flache (x,) ist. 

Aus (35) schlieBt man weiter auf das Bestehen der zu (23a, b) analogen 
Formeltripel, in denen allerdings noch der Faktor q unbestimmt bleibt: 


a) —abe™—[b,(T + S8A)r,—0, A 4] = q7 "58 usw., 
(37) é Se 
| b) abe" — [b,(T + SA)r,—ec,Aq,] = qn usw. 


1— # a* 
Danach kann man schreiben: 
Ox* x ; : 
a6 = (Sat a(T + $.4)] xe 


9 
+ [—a9 +, (8 + TA)|XP + qh Xe = 


}1—@ 





(38) 
Ox* 
OA 





= a, TX +b,8X + ¢,X. 


*8) Wie schon bemerkt, kénnen in Art.2 bis 6 die Konstanten k, und k, ver- 
tauscht werden. An die Stelle von (2*) tritt dann eine zweite eingeschaltete Biegungs- 
fliche. Diese geht aus (x) durch eine Transformation B,, hervor, deren Riccatische 
Differentialgleichung sich von (18) nur durch den Index 2 der Konstanten unter- 
scheidet. Danach sind fiir die Klasse der Transformation die Vorzeichen von a,, b,, c, 
ausschlaggebend. Zwei Vorzeichenwechsel wie im vorliegenden Falle andern aber die 
Klasse nicht [vg]. dazu die FuBnote auf 8.455 meiner unter ) genannten Arbeit]. 
AuBerdem ist zu bemerken, daB im viergliedrigen Transformationszyklus des Ver- 
tauschbarkeitssatzes die gegeniiberliegenden Platze von Transformationen mit der- 
selben Konstanten und von gleicher Klasse eingenommen werden. 
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Um nun g zu ermitteln, bilden wir aus (38) 
Ox* Ox* 
a 06 04 8 
und erhalten mit Hilfe des aus (25) bekannten Wertes von %: 
k 
(39) q=74= a, T*}—b,S 2 + ¢, 4. 
Damit sind wir im Besitz der zu (22), (23), (24) analogen Beziehungen. Der 
Nachweis, da8 auch die Flache (x*) von den Verbindungsgeraden beriihrt 
wird, erledigt sich jetzt in voller Ubereinstimmung mit Art. 6. 
8. Indem wir auf § 8 (21) Bezug nehmen, sprechen wir das Ergebnis aus: 
Die aus der elliptischen Ribaucourtransformation hergeleitete neue Trans- 
formation der Biegungsflichen des orthogonalen Hyperboloids ist gleichwertig 
mit der sukzessiven Anwendung zweier Bianchitransformationen B,,, B,, 
(oder in umgekehrter Folge B,,, B,,) von gleicher Klasse, deren Konstanten k, 
und k, der Relation 
l 1 1 
(40) etetge* 
gentigen. Fiir den am Schlu8 von § 8 erwihnten Grenzfall x = 0 gehen die 


beiden Operationen B, in die von Bianchi als singuldr**) bezeichneten Trans- 
formationen iiber. 


Unter Fortlassung der Rechnungen soll noch die Frage beantwortet 
werden, wie sich die Zerlegung unserer Transformation fiir die anderen, mit 
(x), (x,) bezeichneten Biegungsflichen der urspriinglich betrachteten Paare 
gestaltet. Es zeigt sich, daB den Transformationen B,,, B,,, die iiber die 
eingeschaltete Biegungsfliche (x*) von (x) zu (x,) fiihren, als analytisch aqui- 
valent zwei aufeinander folgende Transformationen B,,, B,, entsprechen, 
die zwischen (x) und (x,) vermitteln. In etwas allgemeinerer Fassung mit 
Beriicksichtigung der doppelten Zerlegung: Beim Ubergang zu den durch 
Querstrich gekennzeichneten Biegungsflichen vertauschen sich die Konstanten 
der Bianchitransformationen. Wir kénnen auch sagen: Die gleiche Relation (40) 
besteht zwischen den Konstanten zweier Operationen B,, denen zwei durch die 
Transformation H verwandte Biegungsflichen des orthogonalen Hyperboloids 
simullan unterworfen werden kinnen™). 


**) Bianchi, Lezioni 8 (1909), S. 54. 

5°) Man vgl. damit a.a.O. auf 8. 226 die Gleichung (31), der die Konstanten 
simultaner B, im Falle zweier durch die Transformation H verbundener Biegungs- 
flachen biegungs-konjugierter einschaliger Hyperboloide geniigen. Sie geht bei 
Anderung der Bezeichnungen und auf Grund der beim orthogonalen Hyperboloid ein- 
tretenden Spezialisierung in die obige Formel (40) iiber. 


(Eingegangen am 28. 1. 1932.) 














Schnitte, Umrisse und Schatten der Flichen 
einer Flichenfamilie. 


Von 


Georg Scheffers in Berlin-Dahlem. 


§ 1. 


Erinnerung an bekannte Abbildungen. 


Unter einer Flichenfamilie verstehen wir hier den Inbegriff aller Integral- 
flaichen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 
(1) F(z, y, 2, p,q) = 9, 
worin p und q die Ableitungen von z nach z und y bedeuten. Hinsichtlich 
der Funktion F sollen diejenigen Voraussetzungen gelten, unter denen die 
Integrationstheorien von Monge und Cauchy anwendbar sind. Nach Lie 
ist der Begriff Intégralgebilde weiter als der Begriff Integralfliche. Zu den 
Integralgebilden gehéren auch diejenigen Vereine von Flachenelementen 
(x, y, 2, p,q), die der Gleichung (1) geniigen und als Trager nicht Flachen, 
sondern nur Kurven oder Punkte haben. Wir verweisen dabei auf die vom 
Verf. bearbeitete ,,Geometrie der Beriihrungstransformationen“ von Lie, 
Leipzig 1896, S. 529. 

Wir erinnern nun an zwei von Lie herriihrende Abbildungen aller Integral- 
gebilde als Vereine von Linienelementen einer Ebene. 

Erstens: Ist 
(2) >a f(z, Y, 4, b) 
eine sogenannte vollstandige Lésung der partiellen Differentialgleichung (1) 
mit den willkiirlichen Konstanten a und b, so bestimmen die vier Gleichungen 


(3) z =f, P=te q=hy, fatcf,=90 

mit den drei willkiirlichen Konstanten a, b, c alle charakteristischen Streifen 
der Integralgebilde. Zwei dieser Streifen liegen iiberall vereinigt, sobald 
das fiir ein Paar Flachenelemente der beiden Streifen zutrifft. Dem Streifen 
(a, b,c) wird nun dasjenige Linienelement (z, y, p) der zy-Ebene zugeordnet, 
dessen Bestimmungsstiicke sind: 


(4) 
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Dann entsprechen vereinigt liegenden charakteristischen Streifen vereinigt 
liegende Linienelemente der Ebene, so daB jedem Integralgebilde der 
partiellen Differentialgleichung (1) ein Verein von Linienelementen in der 
Ebene zugeordnet wird, und dies ist umkehrbar (a. a. O., 8. 539, 540). 

Zweitens: Eine bestimmt gewahlte Ebene schneidet jeden charak- 
teristischen Streifen in einem Linienelement, das dem Streifen daher auf diese 
Weise zugeordnet werden darf. Wiederum entsprechen dann den Integral- 
gebilden die Vereine von Linienelementen der Schnittebene, und auch dies 
ist umkehrbar (a. a. O., S. 544 u. f.). 

Wesentlich ist bei beiden Abbildungen, daB jedem charakteristischen 
Streifen ein Linienelement der Ebene derart zugeordnet wird, daB vereinigt 
liegenden Streifen auch vereinigt liegende Linienelemente entsprechen, 
und umgekehrt. Hat man aber zwei Abbildungen von den angegebenen Arten 
auf zwei Ebenen gemacht, so wird vermitteis der Streifen jedem Linienelement 
der einen Ebene ein Linienelement der anderen Ebene derart zugeordnet, daB 
das eine Beriihrungstransformation der einen Ebene auf die andere ist 
(a. a. O., S. 548). 

Nachdem wir diese Dinge in Erinnerung gebracht haben, kénnen wir 
uns nun bei den folgenden naheliegenden Verallgemeinerungen kurz fassen. 


§ 2. 
Erste Abbildung: Schnitt mit einer Fliche. 
Hieriiber braucht kaum etwas gesagt zu werden, denn es ist selbst- 
verstandlich, da8 man bei der zweiten Lieschen Abbildung statt der schneiden- 
den Ebene irgendeine schneidende krumme Flache benutzen darf. 


§ 3. 
Zweite Abbildung: Projektion auf eine Fliche. 

Wir bedienen uns der Zentralprojektion (Perspektive) von einem Zentrum 
(Auge) O aus auf irgendeine Flache 7. Wenn von den Flichenelementen 
eines charakteristischen Streifens eines in der Projektion bloB als ein Linien- 
element erscheint, geht die Ebene des Flachenelementes durch das Zentrum O. 
Dies Linienelement verwenden wir als das Bild des charakteristischen Streifens 
auf der Fliche 7. Man bemerkt nun: Wenn im Raume zwei Flaichenelemente 
vereinigt liegen und die Ebenen von beiden durch O gehen, liegen auch ihre 
Projektionen, die Linienelemente oder Bilder auf 7, vereinigt. Daher ent- 
sprechen zwei vereinigt liegenden charakteristischen Streifen auch jetzt zwei 
vereinigt liegende Linienelemente der Fliche 7. Dies laBt sich umkehren. 
Wird nun eine Integralfliche von O aus auf die Flache T projiziert, so besteht 
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der Umrif der Projektion gerade aus den Linienelementen, die durch die 
Projektion derjenigen Flichenelemente der Integralfliche hervorgehen, 
deren Ebenen O enthalten. 


§ 4. 
Dritte Abbildung: Schlagschatten auf einer Fliche. 

Diese dritte Art von Abbildung unterscheidet sich von der vorher- 
gehenden nur durch die Deutung. Wir verstehen naimlich jetzt unter O eine 
Lichtquelle und unter T eine die Schatten auffangende Flache. Dann tritt 
an die Stelle des Umrisses der Projektion der Umrif des Schlagschattens 
der Integralfliche. 


$5. 
Zusammenhang zwischen den Schnitten, Umrissen und Schlagschatten 
der Flichen einer Familie. 

Der Satz, auf den wir hinzielen, ergibt sich nun sofort: 

Schneidet man alle Flichen einer Flichenfamilie mit einer Fliche T,, 
projiziert man sie ferner von einem Zentrum O aus auf eine Fliiche T, und lapt 
man sie schlieBlich vermége Bestrahlung von einer Lichtquelle L aus Schatten 
auf eine Fliiche T, werfen, so liefert jede Integralfliche auf T, eine Schnitt- 
kurve k,, ferner auf T, einen ProjektionsumriB k, und schlieflich auf T, 
einen SchattenumriB k,. Dann gibt es zwischen den Linienelementen von je 
zweien der Flichen T,, T,, T; eine Beriihrungstransformation derart, daB 
vermége ihrer einander entsprechende Kurven k,, ky, k, ineinander tibergehen. 

Um alle Méglichkeiten zu umfassen, miiBte man natiirlich strenggenommen 
statt von den Flichen der Flachenfamilie von den Integralgebilden der 
partiellen Differentialgleichung sprechen und statt von Kurven ky, kg, k, 
auf den Flichen T7,, 7,, T; von Vereinen von Linienelementen. Aber die 
Ausnahmefille wird sich ein einsichtiger Leser selbst klarmachen. 


§ 6. 
Uber die Anwendungen. 


Der Anwendungsbereich dieses sich so einfach ergebenden Satzes ist 
merkwiirdig groB. Man mége auch beachten, daB er sich auch auf die Be- 
ziehungen erstreckt, die z. B. zwischen den Projektionsumrissen bestehen, 
wenn man die Flaichen der Familie auf zwei verschiedene Flichen von be- 
liebigen Punkten aus zentral projiziert. Wir begniigen uns mit der Auf- 
stellung des Satzes und laden zu seincr Anwendung auf besonders wichtige 
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Flachenfamilien ein. Unter Umstanden ergeben sich Punkttransformationen 
statt Beriihrungstransformationen zwischen den Flichen T,, 7;, 73. Ein 
naheliegender Fall ist der aller Rotationsflichen mit derselben Achse, da 
diese eine Flichenfamilie ausmachen. Einige der auf diesen Fall beziiglichen 
Ergebnisse sind elementar und ohne ausdriickliche Erwahnung der vor- 
kommenden Beriihrungstransformationen abgeleitet worden in des Verf. 
,,Lehrbuch der darstellenden Geometrie“, 2. Bd., siehe 2. Aufl., Berlin 1927, 
8. 301—306. 


(Eingegangen am 14. 3. 1932.) 
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Zum Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von 


Rudolf Iglisch in Aachen. 


Da8 die Physiker und praktischen Statistiker, wenn sie sich tiberhaupt 
iiber die Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung Rechenschaft ab- 
legen, in der Mehrzahl den von Herrn v. Mises') gegebenen Aufbau der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung annehmen, hat wohl seinen Grund darin, da8 erstens 
dieser Aufbau seine Konstruktionsbausteine am unmittelbarsten der prak- 
tischen Erfahrung entnimmt —- mit anderen Worten, da8 diese Theorie direkt 
auf eine Anwendung in Physik und Statistik zugeschnitten ist — und daB 
zweitens verhaltnismaBig wenig spezielle Kenntnisse vorausgesetzt werden 
aus mathematischen Wissensgebieten, die dem Naturwissenschaftler und 
Statistiker ferner liegen, wie etwa die Mengenlehre. Wenn sich inzwischen 
auch gewisse kleine Unstimmigkeiten*) in dem Aufbau dieser Wahrschein- 
lichkeitsrechnung gezeigt haben, so wird doch der angewandte Mathematiker 
nicht gern den Gedankengang von Herrn v. Mises durch einen anderen er- 
setzen wollen, der mit tiefliegenden, dem Praktiker nicht geliufigen mathe- 
matischen Begriffen operiert, wie etwa der Aufbau der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung bei den Herren K. Dérge*) und E. Tornier*). So steht z. B. auch 
Herr Dérge auf dem Standpunkt5), daB eine Theorie wie die v. Misessche 
wegen ihrer Hinfachheit anderen Theorien gegeniiber in den Anwendungen 
iiberlegen sein wird. 

1) Ich beziehe mich im folgenden stets auf das umfassende Lehrbuch: R. v. Mises, 
Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathematik, 1. Bd., Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und theoretischen Physik, Franz 
Deuticke, Leipzig und Wien 1931. Dort findet der Leser auf 8. 4 die friiheren Arbeiten 
von R. v. Mises angegeben. Das Lehrbuch werde ich kiinftig kurz mit M. zitieren. 

*) Vgl. z. B. K. Dérge, Zu der von R. v. Mises gegebenen Begriindung der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Erste Mitteilung: Theorie des Gliicksspiels, Math. Zeitschr. 
82 (1930), S. 232; siehe insbesondere S. 258. 

%) Vgl Anmerkung *). 

*) Z. B. E. Tornier, Eine neue Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Zeitachr. f. Phys. 68 (1930), 8. 697 und Arbeiten in Crelles Journ. 1930/31. 

5) Vgl. den SchluB der in Anmeorkung *) zitierten Arbeit. 
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Den Hauptgedanken der vorliegenden Arbeit kann man etwa so aus- 
sprechen®): Man wiirfle z. B. 10'mal mit einem ,,richtigen“ Wiirfel auf 
grad oder ungrad“ und wihle dann 10° Wiirfe auf alle méglichen Arten aus; 
das gehe N-mal. N, sei die Anzahl derjenigen unter diesen Auswahlen, in 
denen die relativen Hiufigkeiten bei allen 10% Beobachtungen um mehr als 
1/,9 von 1/, abweichen; dann liegt (erstes Gesetz der groBen Zahlen) der 
Quotient sl nahe bei Null. Die ,,Chance“ fiir einen Spieler, durch Stellen- 
auswahl die relativen Haufigkeiten im obigen Beispiel um mehr als */,, zu 
verandern, ist sehr gering und wird immer kleiner, wenn man die Zahlen 10! 
und 10° beide wachsen la8t. Diese Bemerkung liefert eine rein arithmetische 
Aussage, die auch zu recht bestehen wiirde, wenn die urspriingliche Beob- 
achtungsfolge die folgende geordnete Zahlenreihe ergeben hatte (0 fiir ,,grad“ 
geschrieben, 1 fiir ,,ungrad“): 

SV SP eee LOLases Do. 

also eine Zahlenreihe, die im Sinne von Herrn v. Mises nicht als Kollektiv- 
gegenstand anzusehen ist. Es liegt nun folgender Gedanke nahe: Kann man 
nicht den Begriff der ,,kleinen Chance“ dafiir, eme Auswahlfolge mit stark 
abweichenden relativen Haufigkeiten zu erhalten, mathematisch so definieren, 
da8 erstens ein von dem v. Misesschen wenig verschiedener Aufbau der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung geliefert werden kann, der aber zweitens die logischen 
Schwierigkeiten der Theorie von Herrn v. Mises beseitigt oder wenigstens 
zuriickschiebt? Die folgenden Ausfiihrungen zeigen die Méglichkeit einer 
solchen Definition und enthalten einen ersten Versuch, darauf eine Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung aufzubauen, die zunichst wenigstens den an- 
gewandten Mathematiker befriedigen kann. Zum Verstandnis der Arbeit 
ist einige Kenntnis der Theorie von Herrn v. Mises nétig, wie sie etwa die 
ersten drei Paragraphen des in Anm.') genannten Buches vermitteln. 


1. Einfiihrung des Begriffes der Chance bei einem Alternativvorgang. 
Der wesentliche Grundgedanke der Hiufigkeitstheorie besteht darin, da8 

die ,,Wahrscheinlichkeiten“ nicht als einem bestimmten Versuchsvorgang 
von vornherein anhaftende ZahlengréBen gefaBt werden, sondern erst durch 
Vornahme eines Versuchs mit mehr oder weniger groBer Genauigkeit zu 
bestimmen sind. Die Ausfiihrung dieses Gedankens fiihrt zu folgender an 
eine mathematischen Uberlegungen zugingliche Versuchsfolge zu stellenden 
Forderung, ‘lie ich hier etwa fiir die einfache Alternative am Beispiel des 
Wiirfelns auf ,,grad oder ungrad“ formuliere: Macht man n Versuche mit 
dem Wiirfel und bezeichnet mit n, die Anzahl derjenigen Versuche, die das 


_Merkmal ,,grad“ (0) ergeben haben, so strebt die relative Haufigkeit “* 


*) Vgl. hierzu K. Dérge, 8S. 257. 
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fir das Auftreten einer geraden Zah] mit wachsender Versuchszahl n einem 
Grenzwert zu und dieser ist die Wahrscheinlichkeit w,. Dabei ist also zu- 
gelassen, daB méglicherweise bei einer zweiten Versuchsreihe mit demselben 
Wiirfel die entsprechenden relativen Haufigkeiten nicht gegen dasselbe w, 
streben. — Es soll also bei der vorgelegten Versuchsreihe zu jeder Zahl ¢ 
ein N (e) geben derart, da8 fiir n > N (e) Versuche 


| * — w6| se 
ausfallt. 

Ich muB jetzt dazu tibergehen, den Begriff der Regellosigkeit oder Zufalls- 
artigkeit der beobachteten Zahlenfolge zu definieren. 

a) Streiche ich eine gewisse Anzahl m von Zahlen aus meiner Zahlenfolge, 
d. h. fange ich mit dem Notieren der beobachteten Nullen und Einsen erst 
bei dem (m -4- 1)-ten Versuch an, so folgt sofort, da8 in der restlichen Reihe 
wieder der Limes der relativen Haufigkeiten der Null existiert und wieder 
w, ist. Zu jeder positiven Zahl e gibt es also eine noch vom Anfangeselement e,, 


abhingende Zahl N’(e,,; e) derart, da8 innerhalb der restlichen Beobachtungs- 
reihe 





* — w,| s« gilt fir n’ > N’(e,,; 2). 
Wir haben hier schon eine gewisse triviale Stellenauswah| vorgenommen, die 
ich Stellenauswahl durch Abstreichen nennen miéchte. 


b) Arithmetische Stellenauswahl. Ich gebe mir eine beliebige 
abzihlbar unendliche Folge wachsender positiver ganzer Zahlen vor: 
(1) Par Var Mer Mer >> +2 Muay >. Mee 
Man wird versucht sein, mit Herrn v. Mises wieder zu fordern 

— a" 

(2) Fd x - =: C wea. 
wo sich die zweigestrichenen Groen auf die Auswahlfolge aus der vollstandigen 
Beobachtungsreihe beziehen, bei der gerade nur die Elemente beibehalten 
wurden, deren Stellenindex in (1) vorkommt. Das wiirde aber zu einem 
Widerspruch fiihren; denn man kénnte z. B. die urspriingliche Beobachtungs- 
reihe entlanggehen und als Zahlenfolge (1) gerade diejenigen Stellenindizes 
hinschreiben, deren zugehérige Merkmale lauter Einsen sind. Dann wire 


. No _ 

eF ral shathes. 
Oder man kénnte die Folge (1) auch so anschreiben, da8 die ausgewahlte 
Folge zunichst soviel Nullen enthalt, bis die relative Hiufigkeit groBer als * 
geworden ist, dann soviel Einsen, bis sie kleiner als ; ist, dann wieder 
Nullen usw., so daB die relativen Hiufigkeiten zwischen } und ¢ schwanken 


und also iiberhaupt kein Grenzwert der relativen Hiaufigkeiten besteht. 
Mathematische Annalen. 107. : 82 
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Der einfachste Schritt, um von der Beziehung (2) so viel wie méglich 
zu retten, scheint mir der, daf man nicht mehr verlangt, daB die Limes- 
gleichung (2) mit Sicherheit fiir jede arithmetische Stellenauswahl (1) gilt, 
sondern nur ,,mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit“, wobei der Ausdruck 
,, Wahrscheinlichkeit“ zunichst in der unstrengen Bedeutung des praktischen 
Lebens gebraucht ist und im folgenden mathematisch exakt definiert werden 
mu8. Ich will das Wort Wahrscheinlichkeit, das hier stets in anderem — dem 
von Herrn v. Mises gegebenen — Sinne gebraucht werden soll, an dieser 
Stelle lieber durch das Wort Chance ersetzen. 

Wir haben eben gesehen, wenn man durch (1) eine arithmetische Stellen- 
auswahl definiert, so kann innerhalb dieser Stellenauswahl der Grenzwert 
der relativen Hiaufigkeiten sich geiindert haben, er braucht nicht einmal zu 
existieren. Wir haben nun unter a) festgestellt, daB es fiir unsere Beobachtungs- 
reihe nichts Wesentliches ausmacht, wenn vom Anfang eine gewisse Anzahl 
von Elementen weggestrichen wird. Streiche ich nun aber das erste Element e, 
der vollstaindigen Beobachtungsreihe und mache jetzt die durch (1) vor- 
geschriebene arithmetische Stellenauswahl, so entsteht im allgemeinen eine 
véllig andere ausgewahlte Folge als vorhin; ebenso, wenn ich immer mehr 
Elemente vom Anfang der vollstindigen Beobachtungsfolge wegstreiche und 
dann stets die durch (1) gegebene Stellenauswahl mache. Es liegt nun nahe, 
von der vollstandigen Beobachtungsreihe folgendes zu fordern: Unter allen 
diesen nach sukzessiver Streichung von Elementen am Anfang der vollsténdigen 
Jeobachtungsreihe gemaipB (1) gewonnenen Auswahlfolgen sind diejenigen, bei 
denen lim ne existiert und gleich w, ist, in iiberwiegender Mehrzahl vorhanden. 
Mathematisch wire das so zu definieren: Man bilde eine neue Alternative; 
o-tes Element dieser Alternative ist das Aufstellen der durch (1) bestimmiten 
Stellenauswahl aus der vollstandigen Beobachtungsreihe, nachdem man aus 
jetzterer die ersten 9 — 1 Elemente weggestrichen hat, und das Feststellen 
des Grenzwertes der relativen Haufigkeiten innerhalb dieser Stellenauswahl. 
Merkmale dieser Alternative sind entweder I oder II, je nachdem ob die fest- 
gestellten Grenzwerte gleich w, (bzw. w,) sind oder nicht (bzw. gar nicht 
existieren). Ich fordere: Innerhalb dieser Alternative ist fiir jede beliebige 
arithmetische Zahlenfolge (1) 

(3) lim — = 1. 


<-> @ m 


Dann sage ich: Mit der Chance | treffe ich eine durch (1) gegebene arith- 
metische Stellenauswahl, bei der der Grenzwert der relativen Hiaufigkeiten 
ungeindert geblieben ist. Es mu8 also zu jedem ¢ ein nur von der arith- 
metischen Folge (1), die ich kurz S nennen will, abhangendes M (S; e) geben, dab 


i—-se fir m > M(S; 8); 
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ferner miissen mit der Chance 1 von S und e, abhangende Zahlen M’ (S, e,; e) 
vorhanden sein, so da8 in der »-ten Auswahlfolge 


<« fir n, => M'(S,¢e,; @). 





Noy 
Man bemerke, daB durch diesen Begriff der ,,iiberwiegenden Chance“ 
tatsichlich Regellosigkeitsforderungen aufgestellt sind; die geordnete 


Zahlenfolge 6167 6S... 

z. B. geniigt unserer Forderung nicht, wenn man fiir (1) die arithmetische 
Zahlenfolge eo a ee no 

benutzt’). 


c) Stochastische Stellenauswahl. Gegeben sei eine Stellenauswahl S 
folgender Art; Die Entscheidung iiber die Zugehdérigkeit eines Elementes e, 
zu S wird geliefert durch eine Regel, die gewisse Beobachtungsergebnisse 
der vollstindigen Beobachtungsreihe benutzt, aber nur bei vor e, stehenden 
Elementen. Beispiel: Man gebe eine beliebige Reihe von ganzen Zahlen 

M1, Mg, Ms,--- Mit m4, = Ny 
und zihle etwa als »-tes Element von S dasjenige, das in der vollstindigen 
Beobachtungsreihe an der n,-ten Stelle hinter der »-ten Null steht. — Ich 
fordere wieder, da8 beim ,,Hiniiberschieben von S iiber meine vollstandige 
Beobachtungsreihe* — &hnlich wie das bei den arithmetischen Stellen- 
auswahlen gemacht wurde — mit der ,,Chance 1“ der Limes der relativen 
Haufigkeiten ungedndert bleibt fiir jedes S. 

Bei einem Wiirfelversuch, bei dem stets 100 Elemente bei jeder im 
folgenden angegebenen Auswahlfolge beobachtet wurden, hatten sich z. B. 
folgende Zahlen ergeben: Beispiel zur Stellenauswahl durch Abstreichen: 
Es ergab sich bei den Versuchen 








| 
N | Relative 
wee || Hiufigkeit der 1 





1—100 || 0,45 
101—200 | 0,47 
201300 | 0,52 
301—400 || 0,49 


7) Andererseits scheint ein gewisser Mangel dieser Chancendefinition der, daB dic 
Anordnung der natiirlichen Zahlen eine auBerordentliche Vormachtstellung einnimmt. 
Es kann nichts ausgesagt werden, wenn ich z. B. statt fiir die Auswahl durch 
die Zahlenfolge (1) sukzessive das 1., 2., 3.,... Element der vollstandigen Beob- 
achtungsreihe als erstes Element zu rechnen, nur das ,-, flg-, ity-, ... -te Element als 
erstes nehme, WO /;, /ls, lg, .-- Wieder eine beliebige wachsende arithmetische Zahlen- 
folge ist. Dieser Vorrang der natiirlichen Zahlenfolge liegt aber schon in der ersten an 
eine Beobachtungsreihe zu stellenden Forderung von der Existenz des Grenzwertes 
der relativen Haufigkeiten tiberhaupt, so da8 das erneute Hervorheben gerade der 
natiirlichen Zahlenfolge nicht weiter zu verwundern ist. 


32* 
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Dann machte ich den Versuch der ungiinstigsten arithmetischen Stellen- 
auswahl; ich sah nach, wo die ersten 100 Einser standen und notierte mir 
die zugehérige wachsende Stellenindexfolge, die ich darauf 99mal um eine 
Einheit nach rechts verschob. Die folgende Tabelle enthalt in der oberen 
Zeile die relative Hiufigkeit in Prozenten fiir das Auftreten einer 1, die untere, 
wie oft unter den so entstandenen 100 Auswahlreihen von je 100 Elementen 
die betreffende relative Haufigkeit eingetreten war: 


100 62 58 57 56 55 54 53 52 51 50 49 48 47 46 45 44 48 42 41 40 
; cn foe it ee ee Ve eo ee ie eile me es eae ee 





Man sieht, der Hauptteil der beobachteten Hiaufigkeiten liegt zwischen 0,44 
und 0,54, also nahe bei 0,50. — Beispiel fiir eine stochastische Stellenauswahl: 
Die relative Haufigkeit der Einser, die auf eine 1 bzw. eine 0 folgen, war 
0,44 bzw. 0,49. 

Die bisher aufgestellten Forderungen geniigen nun noch nicht zum Aufbau 
einer Wahrscheinlichkeitsrechnung, mit der sich jede verniinftig gestelite 
wahbrscheinlichkeitstheoretische Frage zur Zufriedenheit behandeln l4B8t. Man 
braucht jetzt noch den Begriff der ,,reguliren Folge“ (man vergleiche dazu 
den Begriff der Gruppe von Auswahlen bei Herrn Dérge. Die regulire 
Folge tritt in vorliegender Note an die Stelle des v. Misesschen Kollektivs). 
Nach den bisherigen Forderungen kann es passieren, da8 ich z. B. bei dem 
Wiirfelspiel durch Stellenauswah] auf die Folge 


10101010... 


komme, die zwar die richtigen relativen Haufigkeiten aufweist, mit der sich 
aber nicht in gleicher Weise weiterschlieBen laBt. Unter einer reguldren Folge 
soll weiterhin eine Folge von Nullen und Einsen verstanden werden, aus der 
mit Hilfe einer beliebigen Stellenauswahl S mit der Chance 1 Auswahlfolgen 
mit gleichen Grenzwerten der relativen Héufigkeiten erhalten werden, aus denen 
bei einer beliebigen erneuten Stellenauswahl T mit der Chance 1 Auswahlfolgen 
derselben Art hervorgehen, die die gleiche Eigenschaft hinsichtlich jeder beliebigen 
Stellenauswahl U besitzen usf. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die im 
folgenden aufgebaut wird, beschiftigt sich nur mit solchen reguliren Beob- 
achtungsfolgen, aus denen also stets durch eine beliebige Stellenauswah: mit 
der Chance 1 regulire Folgen ausgewahlt werden kénnen. 

Dieser Begriff der regularen Folge la8t meines Erachtens jeden Versuch, 
eine regulare Folge zu ,,konstruieren“, von vornherein als aussichtslos er- 
scheinen. Bei allen konkret vorliegenden Problemen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung kommt man natiirlich mit weniger weitgehenden Forderungen aus 
(vgl. dazu 6.); will man jedoch eine alles umfassende praktisch verwendbare 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne schwierige Begriffe aus der reinen Mathe- 








ae a ee, el 
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matik aufbauen®), so scheint mir gegenwartig das Operieren mit einem solchen 
Begriff unerlaBlich, der, wenn er auch keine Konstruierbarkeit und keinen 
Beweis der Widerspruchsfreiheit zula8t, doch wenigstens im Augenblick vor 
logischen Widerspriichen zu bewahren scheint. Da8 der oben eingefiihrte 
Begriff der reguliren Folge von dieser Art ist, la8t sich, wenigstens in 
dieser weiten Fassung, natiirlich wieder nicht beweisen, sondern nur hoffen. 

Bemerkt sei noch, daB dem eingefiihrten Begriff der Chance 1 fiir die 
Praxis wohl kaum eine andere Bedeutung zukommt wie dem Begriff der 
Sicherheit. Denn ob ein Ereignis niemals oder ,,fast niemals“ eintritt, scheint 
mir bei dem heutigen Stand der Naturwissenschaften, wo das Bestehen von 
Urteilen von kategorischer Sicherheit und Genauigkeit iiberhaupt geleugnet 
wird, véllig belanglos. 


2. Gleichma&Biges Anstreben der Grenzwerte der relativen Hiufigkeiten. 


Aus dem im vorstehenden geschilderten Begriff der reguliren Folge laBt 
sich nun ganz analog wie bei Herrn v. Mises ein Lehrgebiude der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung errichten. Ich will jedoch, um bei den sogenannten 
Grenzwertsitzen eine gewisse Vereinfachung zu erzielen, die Beobachtungs- 
folgen, auf die unsere Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandt werden soll, 
noch etwas weiter einschrianken. Wir haben bisher zwei verschiedene Limes- 
begriffe eingefiihrt. Der erste bezog sich auf die Konvergenz der relativen 
Hiufigkeiten innerhalb einer reguliren Folge gegen einen Grenzwert, den 
wir dann mit Herrn v. Mises als die entsprechende Wahrscheinlichkeit be- 
zeichnen. Der zweite bezog sich in ahnlicher Weise auf die Definition der 
Chance 1. Man kann sich nun leicht tiberlegen, daB man sicher zu logischen 
Widerspriichen kommt, wenn man etwa fordern wiirde, daB beide Grenzwerte 
gleichmaéBig angestrebt werden (so ergibt sich z. B. leicht ein Widerspruch 
mit dem Iterationenproblem). Es liegt aber der Gedanke nahe, das ungleich- 
maBige Anstreben des Grenzwertes wenigstens bei dem wichtigeren Fall 
der Konvergenz der relativen Haufigkeiten auszuscheiden. Es liegt die Vor- 
stellung nahe, daB Stellenauswahlfolgen, in denen die Konvergenz der relativen 
Haufigkeiten sehr schlecht ist, sehr selten auftreten, auch nur mit der Chance 0. 
Man hat dann also in den Begriff der reguliren Folge noch die Zusatzforderung 
aufzunehmen, da8 die Konvergenz der relativen Haufigkeiten innerhalb der 
Folge mit einer gewissen Konvergenzgiite vor sich geht; d.h. zu jedem ¢ 
gibt es eine Zahl N (e), daB innerhalb jeder reguliren Folge 


“2 — w| <e fir n>N(e). 
| 
8) Vielleicht stellt eich einmal heraus, daB eine solche ideale Wahrscheinlichkeite- 


rechnung gar nicht mdglich ist; jedenfalls erscheint sie mir fiir den angewandten 
Mathematiker nicht als durchaus notwendig (vgl. dazu 6.). 
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Wir fordern wieder: Solche reguliren Folgen soll man bei beliebiger Stellen- 
auswahlvorschrijt mit der Chance 1 bekommen. Ich betone noch einmal: 
Bei dem Begriff der Chance 1 mu8 ungleichmaBige Konvergenz zugelassen 
werden. 

Natiirlich werden durch diese Forderung der gleichmaBigen Konvergenz 
gewisse Beobachtungsfolgen von unserer Betrachtung ausgeschlossen, z. B. 
das bekannte Beispiel der Quadratwurzeltafel (M.,8.181). In bezug auf 
innerhalb einer reguliren Folge auftretende Iterationen groBer Linge besagt 
unsere Forderung, daB diese Iterationen ,,nicht zu dicht“ liegen; bei dem 
Beispiel der Quadratwurzeltafel liegen sie eben zu dicht. 

Eine einfache Folgerung aus unseren Forderungen sei hier noch erwahnt. 
Gibt man mit zwei positiven ganzen Zahlen m und n die arithmetische Stellen- 
auswahl S, bei der als »-tes Element das in der vollstandigen Reihe an 
[m +- (» — 1)]}-ter Stelle stehende auftritt, so bleibt innerhalb jeder solchen 
Auswahlfolge mit Sicherheit der Grenzwert der relativen Hiufigkeiten un- 
geindert; allerdings kann wegen der UngleichmaBigkeit der Konvergenz beim 
Begriff der Chance 1 mit Sicherheit nichts iiber die Konvergenzgiite ausgesagt 
werden. Das gleiche gilt natiirlich von jeder (auch stochastischen) Stellen- 
auswahl, bei der bei dem besprochenen VerschiebungsprozeB stets zwei durch 
eine beschriinkte endliche Anzahl von Verschiebungsschritten auseinander 
hervorgehende Folgen unendlich viele Elemente gemeinsam haben. 


3. Die allgemeine regulire Folge 
la8t sich nun ahnlich wie bei Herrn v. Mises das allgemeine Kollektiv auf die 
eben besprochene Alternative (regulire Folge mit nur zwei verschiedenen 
Merkmalen) zuriickfiihren. Merkmale sind jetzt nicht mehr 0 und 1, 
sondern eine gewisse Punktmenge M in einem k-dimensionalen Raum. A und 
B seien zwei punktfremde Teilmengen von M. Man schalte aus der voll- 
stindigen Beobachtungsfolge alle Elemente aus, deren Merkmal weder zu 
A noch zu B gehért. Forderung: Dann soll die restliche Reihe sich hin- 
sichtlich der Zugehérigkeit der Merkmale zu A oder zu B wie eine echte 
Alternative verhalten. Hierzu mu8 jedoch noch bemerkt werden, daB der 
Begriff der Stellenauswahl jetzt etwas allgemeiner gefa8t werden muB als 
bisher. So ist z. B. bei einer vorgelegten arithmetischen Stellenauswahl der 
bisher immer geschilderte Verschiebungsproze8 vor dem Streichen der Elemente 
mit weder zu A noch zu B gehérigem Merkmal vorzunehmen; ferner mu8 
man auch stochastische Stellenauswahlen zulassen, die Versuchsausfille be- 
nutzen mit Merkmalen, die nicht zu A oder B gehéren usw. Daneben mu 
auch innerhalb der hergestellten Alternative selbst der Verschiebungsprozei 
in der friiheren Weise durchfiihrbar sein; doch entspricht dieser letzten 
Forderung in unserer allgemeinen regularen Folge keine echte Stellenauswahl, 
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da zur Entscheidung dariiber, ob ein Element der vollstandigen Beobachtungs- 

reihe zu der Auswahl gehdért, die Kenntnis benutzt wird, ob dieses Element 

selbst zu A oder B gehért bzw. nicht. — Hinsichtlich der Willkiirlichkeit 

von A und B empfieblt sich, wie dies auch Herr v. Mises vorschligt, zur 
"A+B 


Vereinfachung die Einschriankung lim ae ofp 0. (Vgl. dazu M., § 1, 3.) 


n—> co 


4. Die vier Grundoperationen. 


Wie Herr v. Mises ausdriicklich hervorhebt, kann die Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nur darin bestehen, aus gegebenen reguliren Folgen 
mit bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung neue regulare Folgen abzuleiten 
und deren Verteilungen aus den bekannten zu berechnen. Dazu werden vier 
Operationen eingefiihrt. 

a. Auswahi (M., §3, 1). Man sieht sofort die Richtigkeit folgender 
Aussage: Aus einer einfachen Alternative erhalt man durch Stellenauswahl 
mit der Chance i wieder eine Alternative, und zwar mit der gleichen Ver- 
teilung. Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn eine beliebige regulire Folge 
mit arithmetischer Verteilung vorgelegt ist, d. h. wenn die Merkmalmenge M 
nur aus endlich vielen diskreten Punkten besteht; denn aus einer solchen 
Punktmenge kann man zwei teilerfremde Punktmengen A und B nur auf 
endlich viele Arten herausgreifen, und mit der Chance 1 erhilt man Auswahl- 
folgen, die hinsichtlich der Elemente mit zu festem A und B gehérigen Merk- 
malen die geforderte gleichmafige Konvergenz der relativen Hiufigkeiten 
aufweisen; mit der Chance 1 trifft man also auch Auswahlfolgen, die dies 
fiir alle Paare von punktfremden Teilmengen A und B tun’). 


*) Bemerkung iiber geometrische Verteilungen (Merkmalmenge M_ enthilt 
kontinuierliche Gebiete): Hier versagt natiirlich der bei regularen Folgen mit arith- 
metischer Verteilung angegebene Beweisgedanke. Aber: 1. In der Praxis braucht 
man keine geometrischen Verteilungen. Was immer wir messen, die MeBgenanigkeit 
erstreckt sich immer nur auf endlich viele Dezimalen. Geometrische Verteilungen hat 
man demnach nur als einen naherungsweisen Ersatz fiir arithmetische Verteilungen 
mit vielen Merkmalpunkten anzusehen, und man fiihrt geometrische Verteilungen 
eben ein, da sie gegeniiber vielwertigen arithmetischen Verteilungen groBe Rechen- 
vereinfachungen mit sich bringen. 2. Auch fiir den Mathematiker haben geometrische 
Verteilungen innerhalb ciner Haufigkeitstheorie keinen Platz. Denn die Wahrscheinlich- 
keiten werden dort als Grenzwerte relativer Haufigkeiten eingefiihrt, und aus einer 
Beobachtungsreihe, die nur abzahlibar unendlich viele Beobachtungen umfaBt, kann 
man nie kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichten erhalten. Aus diesen Griinden 
werden wir auch fiir die als Naherungen eingefiihrten geometrischen Verteilungen den 
Satz aussprechen: Mit der Chance | trifft man durch Stellenauswabl auf eine regulare 
Folge mit gleicher Verteilung. — Eine héchstens den reinen Mathematiker interessierende 
Frage bleibt noch offen und kann wohl mit den bisher aufgestellten Forderungen allein 
nicht entschieden werden: Wie steht es mit der Operation der Auswahl bei Kollektivs, 
deren Merkmalmenge abzahlbar ist ? 
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b) Durch Mischung oder Teilung erhalt man mit Sicherheit wieder 
eine regulare Folge, deren Verteilung sich aus dem Additions- bzw. Divisions- 
gesetz rechnet. Beweis wie M., §3, 2 und 3. 

c) Bei der Operation der Verbindung (Multiplikationsgesetz), die sich 
genau wie M., §3, 4 einfiihren lat, zeigt sich der Vorteil des eingefiihrten 
Begriffes der Chance 1. Denn dadurch ist es méglich, Folgen zu erhalten, 
die als regulire Folgen mit abgeinderter Verteilung anzusprechen sind. Denkt 
man sich 36 Tiafelchen, die je sechsmal die Nummern von | bis 6 in schwarzer 
Schrift enthalten, jedes Tifelchen eine Nummer, in eine schwarze Urne gelegt, 
dann ebensolche 36 Tafelchen mit roten Nummern in eine rote Urne und 
zieht aus jeder Urne ein Tafelchen usf., so kann man annehmen, daB das 
Ziehen aus einer Urne fiir sich eine regulire Folge ergibt mit gewisser als 
bekannt vorausgesetzter Verteilung. Gefragt ist, ob die Folge der Zahlen- 
paare ,,schwarzes yu, rotes v“ (u,v = 1...6) eine regulire Folge bildet, 
und die zugehérige Verteilung ist zu rechnen. Betrachtet man nur diejenigen 
Elemente der Zahlenpaare, wo an erster Stelle eine feste schwarze Zahl u 
steht, so ist die zugehérige Folge von roten Zahlen in keiner Weise als durch 
Stellenauswahl entstanden anzusehen, wir kénnen daher iiber die relativen 
Hiufigkeiten in dieser Folge nichts aussagen. Wir kénnen jetzt genau wie 
Herr v. Mises die Begriffe der Verbindbarkeit (die Folge der Zahlenpaare soll 
eine regulire Folge bilden; M., 8.92) und Unabhangigkeit (Wahrscheinlichkeit 
in der durch Verbindung entstandenen reguliren Folge gleich Produkt. aus 
Wahrscheinlichkeiten der gegebenen reguliren Folgen; M., 8. 93) von zwei 
regularen Folgen einfiihren, wobei wir natiirlich im allgemeinen nicht beweisen 
kénnen, ob zwei regulire Folgen verbindbar oder unabhiingig sind. Das eben 
angefiihrte Ziehen der 36 roten und schwarzen Tafelchen liefert iibrigens 
sehr leicht ein instruktives Beispiel dafiir, daB trotz der Gleichheit der Ver- 
teilungen in den einzelnen regularen Folgen die durch Verbindung entstandenen 
reguliren Folgen vollig verschiedene Verteilungen besitzen kénnen. Man 
braucht dazu nur je ein schwarzes und rotes Tifelchen aneinanderzufiigen 
und alle 36 Doppeltifelchen in eine einzige Urne zu legen. — Beachtet man, 
da8 nach Vorgabe gewisser endlich vieler Stellenauswahlvorschriften S,,S,,...,5, 
mit der Chance 1 Elemente in der vollstaéndigen Beobachtungsreihe gefunden 
werden kénnen, fiir die als erstes Element gerechnet alle r Stellenauswahlen 
gleichzeitig regulire Folgen liefern, so erhalt man nach dem Beweismuster 
M., 8.98 folgenden Satz: Aus einer reguliren Folge R seien durch Auswahl n 
(mit der Chance 1) regulire Folgen R®, R®,..., R™ abgeleitet durch folgende 
Vorschrift: »-tes Element von R“™ sei das Element, das in R den Stellenindex 

m+(»—1)e+(u—1) (m0 ganz, e>n) 
besitzt. Mit der Chance 1 sind diese n reguldren Folgen verbindbar und un- 
abhiingig. — Aus diesem Satz mit m = 0, 9 = 2 kann man eine interessante 
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Folgerung ziehen, wenn man noch beachtet, da8, wenn R“ mit R® verbindbar 
und davon unabhangig ist, dies auch fiir R™ hinsichtlich R® gilt: Macht 
man (etwa bei unserem Beispiel mit den 36 roten und schwarzen Tiafelchen) 
die Auswahlvorschrift, daB jedes Element beibehalten werden soll, dessen 
darauffolgendes das Merkmal 3 ergeben hat, so liefert diese Vorschrift mit 
der Chance 1 eine regulire Folge. Das la8t sich natiirlich weiter verall- 
gemeinern. 

Mit Hilfe dieser vier Operationen léBt sich jede Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung in genau der gleichen Weise behandeln wie in der 
Theorie von Herrn v. Mises, nur mu8 man daran denken, da8 man nur mit 
reguliiren Folgen rechnen kann — alle iibrigen Auswahlfolgen sind einer Be- 
trachtung unzuganglich — und daB vor allem bei der Operation der Auswahl 
der Begriff der Chance 1 eine Rolle spielt. 


5. Bemerkung iiber die Grenzwertsitze. 

Insbesondere lassen sich die Grenzwertsitze wie M., §§5—8 ableiten, 
soweit sie sich dort auf arithmetische Verteilungen beziehen (fiir geometrische 
Verteilungen vgl. Anm. 9). Da8 beim Bayesschen Problemkreis M., §6 usw. 
stets mit geometrischen Wahrscheinlichkeiten gerechnet wird, macht nichts 
Wesentliches aus, man kann die analogen Naherungen auch bei geniigend 
vielwertigen arithmetischen Anfangsverteilungen durchfiihren. Alle Grenz- 
wertformeln sind einfach als mehr oder weniger gut approximierende Naherungs- 
ausdriicke fiir die genauen Formeln bei endlicher, aber groBer Versuchs- 
zahl n anzusehen, wo die genauen Formeln der Rechnung praktisch un- 
zuganglich sind. 

Eine Bemerkung sei noch gestattet zum Laplaceschen Grenziibergang 
im Bernoullischen Problemkreis, und zwar in dem einfachsten Falle der 
n-maligen Wiederholung der gleichen Alternative mit den Wahrscheinlich- 
keiten p und q fiir das Auftreten einer 0 bzw. 1. Hier haben wir den Satz 
vom Schlu8 von 4 zu benutzen, nach dem man durch Verbindung von n 
durch Auswahl entstandenen Alternativen der dort angegebenen Form mit 
der Chance | eine regulire Folge bekommt (diese Alternativen sind mit der 
Chance 1 unabhingig). Anwendung der Operation der Mischung (M., § 5, 1) 
liefert dann: Mit der Chance 1 gibt die Newtonsche Formel 


W,, (2) = (*) p29" 


die Wahrscheinlichkeit dafiir an, beim n-maligen Ziehen aus der Urne die 
Summe z zu erhalten. LaBt man jetzt n groB werden (M., § 5, 2), so erhalt 
man folgendes Resultat: Zu jeder noch so kleinen vorgegebenen Zahl « laBt 
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sich (bei sehr roher Ausnutzung der Uberlegungen) ein N (2) so angeben, daB 
mit der Chance 1 
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ausfaillt. Diese Laplacesche Formel 
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ist eine aus den Voraussetzungen abgeleitete neue Erkenntnis. Dagegen liefert 
das Bernoullische Theorem (M., §7, 1) nichts Neues: ,,Die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, da8 die relative Haufigkeit eines Ereignisses bei n-maliger Wieder- 
holung einer Alternative um weniger als eine beliebig kleine vorgegebene 
Zahl z, von ihrem Erwartungswert (der Wahrscheinlichkeit q fiir den Eintritt 
des Ereignisses) abweicht, ist beliebig nahe an 1 gelegen, wenn die Wieder- 
holungszahl n geniigend groB ist.“ In der Tat: Beweisen kénnen wir das 
Bernoullische Theorem nur innerhalb einer reguldren Folge, und zwar auch 
dann nur seine Giiltigkeit mit der Chance 1; innerhalb einer regularen Folge 
konvergieren aber nach Definition die relativen Hiufigkeiten gegen die 
Wahrscheinlichkeit mit einer gewissen Konvergenzgiite, und iiber Folgen, die 
nicht regular sind, kénnen wir gar nichts aussagen. Das Bernoullische Theorem 
sagt also keinesfalls mehr als das, was wir an Forderungen in unseren Aufbau 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung hineingesteckt haben. 


6. Reduktion der Forderungen fiir ein einzelnes Problem. 

Wie ich schon in 1 bemerkt habe, sind zur Lésung eines einzelnen konkret 
vorliegenden Problems weit weniger Forderungen an eine durch Beobachtung 
gewonnene Zahlenreihe zu stellen. Man braucht fiir gewéhnlich erstens nur 
gewisse endlich viele verschiedene Stellenauswahlvorschriften zuzulassen und 
kann sich dann noch darauf beschrinken, da bei dem Begriff der reguliren 
Folgen das schrittweise sukzessive Auswihlen aus vorhergehenden Auswahlen 
nur eine endliche Anzahl von Malen vorgenommen zu werden braucht. Man 
kann dann stets Zahlenfolgen konstruieren, die diesen auf das betreffende 
Problem zugeschnittenen reduzierten Forderungen geniigen, sogar ohne den 
Begriff der Chance 1 zu verwenden. 


Ich will dies an einer vom Chevalier de Méré gestellten einfachen W iirfel- 
aufgabe erliutern (M., §4, 1): ,,Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB beim 
Spiel mit einem richtigen Wiirfel in vier Wiirfen mindestens einmal die 6 
erscheint ¢“‘ Die Lésung mit Hilfe der allgemeinen Theorie ist die: Regulire 
Folge R, bestehend aus allen Wiirfen mit dem Wiirfel. Verteilung: w (z) 
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= i(e¢=1,2,...,6). Mischung: Herstellung einer Alternative R’ mit den 
Merkmalen 1 (fiir 6), 0 (fiir nicht-6). Viermalige Auswahl: Die Elemente 


von R, seien ¢,, €5, &,..- 


— See ee 

= te oo Gs Ge Ges 

ie a. ce. ie Re sae 
wenn die e, die Elemente von R’ sind. Mit der Chance 1 haben R,,..., R, 
die gleiche Verteilung wie R’ und sind verbindbar und unabhangig. Verbindung: 
R mit den Elementen e, ¢,¢3¢4, €5€5¢7€g, - - .; die Verteilung innerhalb R rechnet 


sich nach dem Produktgesetz. Mischung in R: Alternative R* mit den Merk- 
malen 1 (wenn in einem Element von R mindestens eine 6 vorkommt) und 0 
(wenn keine 6 erschienen ist). Die Verteilung innerhalb R* ist die gesuchte: 


w* (1) = 1—(5)*, w*(0) = (5). 


Was fiir Forderungen sind zur Ableitung dieses Resultats eigentlich 
bendtigt? Bei R,, R,, R, R,, R und R* wird iiberhaupt keine Stellenauswahl- 
forderung benutzt, sondern nur die Konvergenz der relativen Hiufigkeiten; 
von FR’ und damit analog von R braucht man neben der Konvergenz der 
relativen Hiufigkeiten nur die Unverinderlichkeit der Grenzwerte der relativen 
Haufigkeiten bei den vier Auswahlforderungen, durch die R,, . . ., R, definiert 
werden. Das ist alles. Es ist klar, da$ man sofort Zahlenfolgen anschreiben 
kann, die diesen Bedingungen geniigen. Eine solche konstruiert man z. B. 
so: Man schreibe an die (4 v + 1)-te Stelle (v = 0, 1, 2, 3, . . .) mit wachsendem 
y der Reihe nach die Zahlen 123456, 123456, 123456,..., also fiir » = 0 
eine 1, fiir vy = 1 eine 2, fiir »v = 2 eine 3, ..., fiir » = 6 eine 1 usw.; an die 
(4 » + 2)-te Stelle in gleicher Weise zunichst sechsmal eine 1, dann sechsmal 
eine 2,..., sechsmal eine 6, wieder sechsmal eine 1 usw.; an die (4 » + 3)-te 
Stelle 6?-mal eine 1, 6?-mal eine 2 usw.; an die (4 » + 4)-te Stelle 6°-mal 
eine 1 usw. }®) 


10) Zusatz bei der Korrektur am 29.7. 1932: Einen ahnlichen Standpunkt 
nimmt die wahrend der Drucklegung dieser Note erschienene Einfiihrung in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung von E. Kamke (Leipzig, 8. Hirzel, 1932) ein. In den 
Satzen des ersten Teiles des Buches wird stets vorausgesetzt, daB an der vor- 
liegenden Zahlenfolge die endlich vielen gerade zu benutzenden Operationen (nach 
v. Mises) vorgenommen werden diirfen. Vielleicht mag an dieser Stelle die Be- 
merkung Platz finden, da8 mir zur Ableitung der Grenzwertsatze, insbesondere bei 
den sog. Bernoullischen Wahrscheinlichkeitsfolgen (Kamke, § 10), fiir den an- 
gewandten Mathematiker die Copelandschen Untersuchungen, deren hohen theoreti- 
schen Wert ich nicht verkenne, nicht durchaus notwendig scheinen. Der praktische 
Statistiker braucht z. B. die Laplacesche Formel als Naherung nur jeweils fiir eine 
ganz bestimmte vorgegebene Zahl n von Beobachtungen und nicht fiir alle ganz- 
zahligen n auf einmal. 
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Dieses Beispiel soll zeigen, daB sich meines Erachtens der angewandte 
Mathematiker ruhig mit einer Wahrscheinlichkeitstheorie wie der hier vor- 
getragenen zufrieden geben kann; wenn auch diese Theorie so viel Forderungen 
stellen muB, da8 die Konstruierbarkeit von Zahlenbeispielen ausgeschlossen 
erscheint, so kann man doch bei konkret vorliegenden Beispielen nach ent- 
sprechender Reduktion der Forderungen mégliche Zahlenfolgen angeben. 
Der in dieser Note neu eingefiihrte Begriff der Chance 1 dient nur dazu, die 
allgemeine Theorie auf einfache Weise von gewissen Widerspriichen nach 
Méglichkeit zu befreien. 


(Eingegangen am 15. 2. 1932.) 














Zu Birkhoffs Lisung des Ergodenproblems. 
Von 


A. Khintchine in Moskau. 


Die beiden gegen Ende 1931 erschienenen Abhandlungen von Herrn 
G. D. Birkhoff, ,,Proof of a recurrence theorem for strongly transitive systems“ 
und ,,Proof of the ergodic theorem“) bedeuten einen sehr wesentlichen 
Fortschritt fiir die mathematische Begriindung der statistischen Mechanik. 
Ihr Hauptergebnis ist die Feststellung der Existenz bestimmter Grenzwerte 
der ,,relativen Verweilzeiten“ fiir fast alle Bahnen im Phasenraum eines 
konservativen Systems. Eine von Herrn E. Hopf herriihrende gliickliche 
Definition der ,,starken Transitivitaét‘‘ erlaubt dann unmittelbar die Fille 
auszusondern, in denen diese Grenzwerte fiir fast alle Anfangslagen mit dem 
relativen Volumen des betreffenden Phasenraumteils zusammenfallen. 

Wegen der groBen Bedeutung dieses Resultats sei es mir erlaubt, 
einen wesentlich einfacheren und ganz elementaren Beweis desselben mit- 
zuteilen, welcher zugleich das Ergebnis in zwei verschiedenen Richtungen 
verallgemeinert: es ergibt sich namlich erstens, da8 der analytische Charakter 
des Problems fiir die Anwendung der Birkhoffschen Beweisidee ganz belanglos 
ist, so daB der Satz seiner Natur nach auf jede stationire Bewegung eines 
mehrdimensionalen Raumes in sich angewandt werden kann, welche das 
Mengenma8 ungeandert l48t; und zweitens werde ich statt der ,,Verweil- 
zeiten“ direkt den allgemeinen Fall der Zeitmittel einer beliebigen im Phasen- 
raum nach Lebesgue integrierbaren Funktion ins Auge fassen, was keine 
wesentlichen Komplikationen mit sich bringt. Ich mu8 aber ausdriicklich 
hervorheben, daB trotz wesentlicher Vereinfachung und Verallgemeinerung 
die Grundidee meiner Beweisfiihrung keine andere als die Birkhoffsche ist. 

1. Es sei V ein Raumteil von endlichem Volumen, der sich in einem Zu- 
stand stationirer Bewegung in sich befindet. Im folgenden soll z immer 
einen Punkt von V bezeichnen; Integration in bezug auf x bedeutet raumliche 
Integration in V. Befindet sich ein beweglicher Punkt zur Zeit 0 im Raum- 


1) Proc. Nat.. Acad. Sci. U. 8. A. 17 (1931), 8. 650—660. 
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punkt z, so soll 7, den Raumpunkt bezeichnen, in dem er zur Zeit A eintrifft. 
Ahnliche Bedeutung hat 7, M fiir eine beliebige Punktmenge M in V. Ist 
die Menge M im Lebesgueschen Sinne meBbar und M(M) ihr MaB, so soll 
fiir alle A 
m(T,M) = M(M) 
sein. 
Ist { (x) eine in V integrierbare Funktion, so setze ich 
t 
y (x, t) = | f(T, 2) da; 

dieses lings einer Bahn genommene Integral hat offenbar fiir fast alle x einen 
Sinn. Zu beweisen ist nun, daB fiir fast alle x in V der Quotient “9 (x, t) 


gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert, wenn t unendlich wird. 

Dem Beweis soll die Bemerkung vorausgeschickt sein, daB es offenbar 
geniigt, die Behauptung fiir ganzzahlig wachsendes ¢ zu begriinden; denn 
wenn dies geschehen ist, folgt fiir fast alle x 

p (2, t) p (x, [#}) | |] ] 1\! 

me ede =| = 17 (9 (2, ) — y (x, [4))} + 9 (2, (a) (5 — a) | 

(}+1 
l 
-— - 0) 
oa 


(2) 


f(T; 2)\da +0(;); 


und da mit f (x) auch |f (x)| integrierbar ist, muB die rechte Seite fiir t + oo 
unendlich klein werden. 
2. Ich setze 
lim sup en = {*(z), lminf ee = f, (2), 

wobei r hier und im folgenden nur ganzzahlige Werte durchlaufen soll und 
die Grenzwerte eventuell auch unendlich sein kénnen. Ich bezeichne mit 
6,, dg, ..-, dn, ... die Folge aller Intervalle der Zahlengeraden mit rationalen 
Endpunkten in einer beliebigen Reihenfolge. Die Endpunkte von 4, seien 
tn» Bn (an < Bp). V, sei die Menge derjenigen Punkte z von V, die den Be- 
dingungen /* (z) > B,, fy (z) <a, geniigen. Ist fiir jedes n M(V,) = 0, 
so hat auch die Vereinigungsmenge V’ aller V,, das MaB Null; wenn aber z 
nicht V’ angehért, kann zwischen f, (x) und /* (x) kein 4, eingeschaltet 
werden, es ist somit /* (x) = /, (x); in diesem Falle ist folglich die Behauptung 
schon bewiesen. Fiir das Folgende diirfen wir demnach annehmen, daB es 
zwei Zahlen «, 8 (« < 8) von der Beschaffenheit gibt, daB die Menge S der 
Punkte von V, die den Bedingungen /* (zx) > B, f, (z)< « geniigen, ein 
positives Ma8 hat. Aus dieser Annahme wollen wir nun einen Widerspruch 
herleiten. 
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3. Zunichst sei bemerkt, daB die Menge S gegeniiber der Transformations- 
gruppe 7’, (r = 0, 1, 2, .. .) invariant ist; dies ergibt sich einfach daraus, da8 








p(T, x, k) oh Mow o(z.r- (ar 
4 _ 9lt +r @(z,r) _ vier th (14+5)—2& ) 
ist. 
Ist nun z ein beliebiger Punkt von S, so ist fiir ein gewisses k p(x, k) > Bk. 
M, sei die Menge der Punkte z von S, fiir welche diese Ungleichung erstmalig 
bei k = | stattfindet; es ist also fiir jeden Punkt von M, 
y (x, 1) > Bl, aber (x, j) S Bj (j <4). 


eo 


Offenbar ist S = * M;; die Mengen M,, My (1 +1’) haben keine gemein- 


samen Punkte; ist c c M, und 0< r< lI, so gehért der Punkt 7,2 offenbar 
einer Menge M; mit 7 < / an. 

Ich wahle nun eine beliebige natiirliche Zahl k und bezeichne mit M?_, 
die Gesamtheit der Punkte von M,_,, die keiner der Mengen 7,M, 
(0 = r = k—1) angehoren. Allgemein sei fiir jedes 1 (1 <1 < k) MP? die Ge- 
samtheit aller Punkte von M,, die keiner der Mengen 7,M? (l< isk, 
0 <r <1) angehéren, wobei unter Mf einfach M, zu verstehen ist. Auf 
diese Weise erhalten wir die endliche Mengenreihe 7,M? (ls! k, 
0=<=r=/—1)?). Diese Reihe hat die folgenden Eigenschaften: 

1. Es ist 

k 
2 T,M? = * M, = §,. 


I 


2. Fiir beliebige 1, r, r’ ist 
M(T, MF) = M(T, MP). 


3. Die Mengen 7,M?} und 7, M? kénnen nur dann gemeinsame Punkte 
haben, wenn 1 =I’, r =r’ ist. 

Nur 3. bedarf eines Beweises. Sei also zc T,Mf, xc T, My und der 
Bestimmtheit halber r< r’; dann folgt 


T.,z2CM? und f_,2C T,_, MP. 


Im Falle r’ = r schlieBt man hieraus unmittelbar | = I’; sei also r’ >1; 
ist dann I’ < 1, so muB, wie wir oben bemerkten, jeder Punkt von T,_,M? 
einem M, mit j < l’ <1 angehéren und kann deshalb kein Punkt von M? 
sein; ist hingegen l’ > 1, so kann nach Definition des Sternzeichens ein Punkt 
von T,_,M? nicht zugleich M} angehéren, w. z. b. w. 








2) Der Zweck einer weiteren Unterteilung der Mengen M,,. welche Herr Birkhoff 
bei analogen Betrachtungen durchfiihrt, ist mir auch in seiner Beweisanordnung un- 
verstandlich geblieben. 
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4. Offenbar ist wegen der postulierten MaBinvarianz fiir jede meBbare 
Menge MC V 
fe(e, l)dz = {[p(2,r+1)—¢(z, raz. 

T, M i 
Folglich ist 
i. 
fe(z, dz = z fez, Yde=2F F { (ele, 7 +1)—elz, dz 
S, r,t r, MP a 


k 
is z j 9 (2, )dz> B= 1m (Mt) 
= at 
I-1 


= pz. 2M (T,M?) = PM(S,); 
und da dies fiir jedes & gilt, erhalten wir im Limes fiir k + co 
fe(z, I)dz>spmis); 
5 
und es ist klar, da8 eine vollstandig analoge SchluBweise zu der Ungleichung 
f ete, IjpdzsaM(S) 
5 


fiihrt, was wegen « < £, M&(S) > 0 einen Widerspruch bedeutet. Hiermit 
ist der Satz bewiesen. 

5. Die betrachtete Bewegung soll unzerlegbar heiBen, wenn V nicht in 
zwei Teile von positivem Ma8 zerfallt, von denen jeder gegeniiber der Be- 
wegung invariant ist*). Man sieht sofort ein, da8 im Falle einer unzerlegbaren 
Bewegung tim Y (x, t)/t = x (x) bis auf eime Menge vom MaBe Null konstant 


sein muB; denn anderenfalls giibe es eine Zahl A derart, daB die durch y (x) < A 
bzw. x (x) > A definierten komplementiaren Teile von V beide positives MaB 
haitten; und damit miiBte die Bewegung zerlegbar sein, da offenbar lings 
einer Bahn x (xz) konstant bleibt. Dieser bis auf eine Nullmenge konstante 
Wert von x (z) fallt dann notwendigerweise mit f f(z)dz zusammen, und 


v 
das ist der Inhalt des ,,ergodic theorem von Birkhoff*)5). 





%) Dieser Begriff stimmt natiirlich mit der Hopf-Birkhoffschen ,,starken Transitivi- 
tat’ vollstandig tiberein; die hier gewaihlte Fassung und Nomenklatur scheinen mir 
aber die Sachlage anschaulicher zu beschreiben. 

*) Genauer gesprochen, bildet Birkhoffs ,,ergodic theorem“ einen Spezialfall des 
hier bewiesenen Satzes, indem /(z) bei Birkhoff nur der beiden Werte 0 und 1 fahig ist. 

5) [Zusatz am 23. 8. 1932.] Leider ist mir eine Arbeit von E. Hopf (Proc. 
Nat. Ac. Sci. U. S. A. 18 (1932), S.93—100) erst jetzt zuginglich geworden, die einen 
sehr ahnlichen Beweisgang skizziert. Das Neue in der vorliegenden Arbeit bleibt, 
daB f(x) hier eine beliebige summierbare Funktion bedeutet, wahrend Herr Hopf 
nur beschrankte Funktionen in Betracht zieht. 


(Eingegangen am 4. 5. 1932.) 











Quadratische Zahlkérper mit Euklidischem Algorithmus. 
Von 


Oskar Perron in Minchen. 


§ 1. 
Die Aufgabe. 
Wir sagen, daB in einem quadratischen Zahlkérper der Euklidische 
Algorithmus existiert, wenn sich zu je zwei ganzen Zahlen a, 8 des K6rpers, 
wobei § + 0, eine dritte ganze Zahl y des Kérpers so bestimmen laBt, daB 


| Nm (a —By)| <|NmB| 


ist. Diesen Tatbestand kann man, indem man * = 6 setzt, auch so aus- 


B 
driicken, daB sich zu jeder Zahl 6 des K6rpers eine ganze Zahl y des K6érpers 


so bestimmen laBt, daB 
| Nm(6—y)| <1 
ist. In einem solchen Kérper kann man zu den zwei ganzen Zahlen «a, # in 
bekannter Weise den gréBten gemeinsamen Teiler bestimmen, folglich ist die 
Klassenzahi gleich 1. Aber nicht in jedem quadratischen Kérper der Klassen- 
zahl 1 existiert der Euklidische Algorithmus. Herr Dickson hat gelegentlich 
die Frage aufgeworfen, fiir welche quadratischen Kérper der Euklidische 
Algorithmus existiert'). Er kommt, wenn der quadratische Kérper durch 
& (VD) bezeichnet wird, wo D eine ganze rationale Zahl ohne quadratischen 
Teiler auBer 1 ist, zu dem Ergebnis, daB das fiir die folgenden Werte von D 
und nur fiir diese zutrifft: 
—1, —%, —3, —7, —ll, 

2, 3, a. - 

Der Beweis ist aber nur fiir die negativen D richtig. Fiir die positiven D 
ist ein Fehler unterlaufen (vgl. unten §3), und in der Tat gibt es noch eine 
Reihe weiterer quadratischer Kérper mit Euklidischem Algorithmus. Ihre 
vollstiindige Bestimmung lauft auf ein sehr schwieriges Problem iiber Dio- 
phantische Approximationen hinaus, von dessen Lésung ich weit entfernt bin. 

1) L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich und Leipzig 1927, 
8. 150f. 

Mathematische Annalen. 107. 33 
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Im folgenden werden aber weitere Teillésungen angegeben, und zwar werden 
sich nach einer einheitlichen Methode auBer den obigen noch die folgenden 
Zahlen D ergeben: 
6, 7, 17, 21, 29. 
Dariiber hinaus wird noch fiir D = 11 die Existenz des Euklidischen Algo- 
rithmus nach einer Sondermethode nachgewiesen. Der naher liegende Wert 
D = 10 kommi natiirlich nicht in Frage, weil im Kérper 8 (V0) die Klassen- 
zahl nicht gleich 1 (sondern 2) ist; z. B. ist das Ideal (2, y10) kein Haupt- 
ideal. Die Behandlung des Falles D = 11 laBt bereits die typische Schwierig- 
keit des Problems erkennen, so da8 mir die Bestimmung aller fraglichen 
Zahlen D zurzeit ganz aussichtslos erscheint. Méglicherweise existiert der 
Euklidische Algorithmus sogar in jedem Kérper 8 (VD) mit D> 0 und 
der Klassenzahl 1. 
Die Zahlen des Kérpers 8 (VD) sind die Zahlen der Form _ 


a+bYyD, 
wo a, 6 rationale Zahlen sind. Die ganzen Zahlen des Kérpers & (VD) sind 


die Zahlen der Form 2 
Bic falls D + 1 (mod 4), 


™ 
z+yit falls D = 1 (mod 4), 





wobei z, y ganze rationale Zahlen sind. Nun ist 
Nm|(a + bYD)—(2#+yVD)| = (a—2)*?—D(b— y)*, 
Nm| (a + byD) —(z aa yi + 12)) _ = (a _ z—%) '—D(b—2). 


Demnach handelt es sich um die Frage, ob man zu beliebig gegebenen rationalen 
a, 6 stets zwei ganze rationale Zahlen z, y so bestimmen kann, daB 


(la) |(a— z)?»— D(b— y)*| <<. 1 _ im Fall D# 1 (mod 4), 
(1b) |(a—2z—4) —pD(b— y\<1 im Fall D = 1 (mod 4) 
ist. 
§ 2. 
Der Fall D < 0. 

Wenn D negativ ist und demgema8 D = — A gesetzt wird, gehen die 
Ungleichungen (la) und (1b) iiber in 
(2a) (a— «z)?+ A(b—y)*?* <1 im Fall 4 #3 (mod 4), 


(2b) (a—z—3)" +4(b—3) <1 im Fall 4=3(mod 4). 








Ss ~~ SS & 
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Da die Ungleichung (2a) fiir alle rationalen a, 6, also auch fiir a = }, 
b = 4 erfiillbar sein soll, muB 
Gy +4) <1, 
also A < 3 sein; das gibt nur die Zahlen 4 = 1 und A = 2. Fiir diese ist 
aber die Ungleichung (2a) auch wirklich bei beliebigen rationalen a, b erfiillbar, 
da man stets |a — z| = $ und |b— y| = } machen kann. 
Da die Ungleichung (2b) fiir alle rationalen a, 6, also auch fiir a = }, 
b = } erfiillbar sein soll, muB 
G+ 4(*? <1, 
also A < 15 sein; das gibt wegen 4 = 3 (mod 4) nur die Zahlen 4 = 3, 7, 11. 
Fiir diese ist aber die Ungleichung (2b) auch wirklich bei beliebigen rationalen 
a, 6 erfiillbar. Denn man kann zuerst die ganze Zahl y so bestimmen, daB 


|26 — y| = } ist, und dann die ganze Zahl z so, daB auch la -- + — x <; 
ist; dann wird aber 
(o—2—$) + 4(6—3) S(3) +11-(@) =< 
Somit haben sich die Werte 4 = 1, 2, 3, 7, 11 ergeben, also fiir D die 
negativen Zahlen 
Die nid, hie, Ph 


in Ubereinstimmung mit Herrn Dickson. 


§ 3. 
Die Fille D = 2, 3, 5, 6, 7, 13, 17, 21, 29. 

Im Falle D >0 hat Herr Dickson nur gepriift, wann sich die Un- 
gleichungen (la) bzw. (1b) in der Weise befriedigen lassen, daS Minuend 
und Subtrahend je fiir sich kleiner als 1 werden. Es geniigt aber keineswegs, 
nur diese Méglichkeit ins Auge zu fassen; vielmehr kénnen die fraglichen 
Ungleichungen auch in anderer Weise befriedigt werden. Wir beweisen zu- 
nichst den 

Hilfssatz. IstO0 <= d< 2, aber d + §, so gibt es zu jeder reellen Zahl z, 
eine modulo 1 kongruente Zahl z, fiir welche |z*—d| < 1 ist. 

Bemerkung. Fir d = }, z, = 4 gibt es eine entsprechende Zahl z 
offenbar nicht. 

Der Fall d = 0 ist trivial, weil man stets |z| < }, also 2? < } wihlen 
kann. Nun sei zuerst 0< d< §. Zu jeder Zahl z, gibt es entweder im ab- 
geschlossenen Intervall (},1) oder im abgeschlossenen Intervall (— 1, — 4) 
eine kongruente Zahl z; dann ist } <> z2?=< 1. Daher 

<1—0=1, 
P— 81a od 
also in der Tat |z* —d| <1. 
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Nun sei § < d< 2. Zu jeder Zahl z, gibt es entweder im abgeschlossenen 
Intervall (1, 3) oder im abgeschlossenen Intervall (— 3, — 1) eine kongruente 
Zahl z; dena ist 1S 2? H. — 
= 1, 


= —] 


ee eal 
(Sio3 
also wiederum |z*—d|< 1. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Ist D eine der Zahlen 2, 3, 6, 7, so ist D + 1 (mod 4) und folglich handelt 
es sich um die Ungleichung (la). Nun kann man zu jeder rationalen Zahl b 
eine ganze rationale Zahl y so bestimmen, da8 |b — y| < } ist. Dann ist aber 


Do—yWS7sj<2 


und auBerdem D (b — y)*? + £, weil D +5 und 6 rational ist. Nach dem 
Hilfssatz kann man daher zu jeder Zahl a eine ganze rationale Zahl z so be- 
stimmen, da8 
| (a— 2)? — D(b—y)*| <1 

wird. Damit ist die Ungleichung (la) erfiillt. 

Ist D eine der Zahlen 5, 13, 17, 21, 29, so ist D = 1 (mod 4) und folglich 
handelt es sich um die Ungleichung (1b). Nun kann man zu jeder rationalen 
Zahl b eine ganze rationale Zahl y so bestimmen, daf | 2 6 — y| < } ist. Dann 


ist aber 
D 29 


y\? _- 
io Sie = ie <? 
und auBerdem D(b—4) +3 —, weil fiir D = 5 die linke Seite <i 


Nach dem Hilfssatz kann man y Pe zu jeder rationalen Zahl a eine coniis 
rationale Zahl z so bestimmen, daB 


y y\?| 
\(o—¥—2)'— D(o—4)| <1 
wird. Damit ist die Ungleichung (1b) erfiillt. 


§ 4. 
Der Fall D = Il. 
Im Falle D = 11 handelt es sich um die Ungleichung 
(3) | (a — 2)? — 11 (6— y)*| <1. 
Da man bei der Frage ihrer Erfillbarkeit die gegebene Zahl 6 durch irgendeine 
nach dem Modul | kongruente Zahl ersetzen kann, darf man 6 von vornherein 
auf ein abgeschlossenes Intervall der Lange 1 beschriinken, z. B. das Intervall 
—4=6s}. Da die Ungleichung (3) aber ungeandert bleibt, wenn man 
b, y durch — b, — y ersetzt, diirfen und wollen wir 6 sogar im Intervall 


9sbs} 














Quadratische Zahlkérper mit Euklidischem Algorithmus. 493 


annehmen. Ebenso geniigt es, die Zahl a auf irgendein abgeschlossenes 
Intervall der Lange 1 oder auch auf das kleinere Intervall OS ax} zu 
beschrinken. 


Nun unterscheiden wir verschiedene Fille. 
Erster Fall: 


0<b< ¥?. 
In diesem Falle wahlen wir y= 0. Dann ist 
11 (b— y)? = 11b?§< 2, 
und zugleich 11 6* + $, weil 6 rational. Nach dem Hilfssatz kann man daher 
zu jeder Zahl a die ganze rationale Zahl z so wihlen, daB die Ungleichung (3) 
erfiillt ist. 
Zweiter Fall?): - £ 
So <1—V5,. 
Wir diirfen a auf das Intervall 0 < a < } beschrinken. Wenn nun a in dem 
Teilintervall 
Osa Jlle?t—i1—1 


liegt, wihlen wir z = 2, y= 1. Dann ist einerseits 
(a — z)*—-11(6—y)* = (2—a)*—11(1—b)? < 4—11 JZ = 1, 
andererseits auch 
11 (6 — y)*— (a — 2)? = 11(1 — bd)? — (2 — a)? 
< 11(1—8)?—(3— yi e—1)* 
= 3—22b4+ 6711-1. 
Die rechte Seite hat fiir 6 < 6 eine positive Ableitung, wichst also mit 6. 


7 
In dem fraglichen Intervall V3 <6 < 1— V2 ist sie also kleiner als fir 


1 
b =, ah. Kleiner als 
y2 


l ll r S— aova 
$— 22-5 +6Yy—1 = 8—1172+9792 = 8 2V¥2<1. 


Daher ist gewiB | (a — x)* — 11 (b — y)*| < 1, also Ungleichung (3) befriedigt. 
Wenn dagegen a in dem Restintervall 


ylle@—1—1<a<} 
liegt, wihlen wir z= —1, y= 0. Dann ist einerseits 
(a — z)?— 11 (6— y)*® = (a + 1?— 116? < (}*—11-4 = §{-—-2 <1, 


*) Der Fallb = yz interessiert zwar in dem gegenwartigen Zusammenhang nicht, 
da wir nur rationale } brauchen; wir kénnen ihn aber doch mitnehmen. 
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andererseits auch 
11 6— y)?— (a— 2)? = 118°9— (a+ 1)*?< 118?—ylle—1 =1. 
Daher ist gewiB wieder |(a — z)* — 11 (6b — y)*| < 1. 
Dritter Fall’): 
1—-Vi Sb Si 

Man sieht leicht, daB die Funktion 

yll(1 + z)?—1—Yll2*+1 
fiir positive z eine positive Ableitung hat, also mit z wichst. Folglich ist, 
wenn 5 in dem obigen Intervall liegt, 


y11(2— 6)? —1— yl1 (1 — 0)? 4+ 1 
<Vu.(i+ 75 —1-Vu-yE 41 
= V13+2 733—2 <3. 
Daher geniigt es, die Zahl a auf das Innere des Intervalls 
(4) y1l (2—b)?#—1 <a < 4+ fll (1—5d)?4+1 
zu beschrinken; denn die Linge dieses Intervalls ist nach der obigen Un- 
gleichung gréBer als 1. Wir bedecken das Intervall (4) durch die drei Teil- 
intervalle 
9 y11(2—6)P?— 1 <a < Yl1l(2—b)* +1, 
2: 7T—V1L(l— by} + 1 <a < T—Y11(1—d)? — 1, 
“ 4+ Vll(1—by?—1 <a < 44 11 (1—d)* + 1, 
von denen wir zeigen wollen, daB sie iibereinander greifen, so da8 kein Wert 


des Intervalls (4) fehlt. Dazu ist nur nétig, die folgenden Ungleichungen zu 
beweisen: 


(5) 7—Yyll(l—d? +1 < yll(2—b)" + 1, 
(6) 4+ Vll1(1—b)?—1 < 7—Y11(1 — bd)? — 1. 
Nun ist wegen 6 < }: 

eT? ee * 

> yu. Peat pur-(iy Py ww By BS 


und damit ist Ungleichung (5) bet Ferner ist wegen 6 > 1 — . 


2Vll(i—bp—l< 2Viuyz—1 = 272 <3, 
womit auch Ungleichung (6) bewiesen ist. Die Intervalle J,, J,, J, greifen 
also wirklich iibereinander und decken somit das ganze Intervall (4) zu. 


















































*) Der Fall 6 = 1 — vz interessiert hier zwar nicht, weil wir nur rationale } 
brauchen; wir kénnen ihn aber doch mitnehmen. 
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Liegt nun a im Intervall J,, so setzen wir z = 0, y = 2. Dann ist einerseits 
(a — x)? — 11 (6— y)? = a? — 11(2 —b)* 

< yllQ—b+1—11(2—d) = 1, 





andererseits auch 
11(6— y)* —(a— 2) = 11(2—})?* —a@? 
< 11(2—b)?—yil (2—b—1 = 1. 
Liegt dagegen a im Intervall J,, so setzen wir z = 7, y= 1. Dann ist 
einerseits 
(a — z)* — 11(6— y)? = (7 —a)* — 11(1 — 5)? 








< yll(i—b FT —11(1—d) = 1, 
andererseits auch 


11 (6 — y)!*—(a— 2) = 11(1 — 5)? —(7 —a)? 





< 11(1—b?}— yll a —byp—1 =1. 
Liegt endlich a im Intervall J;, so setzen wir z = 4, y= 1. Dann ist 
einerseits 
(a — z)*— 11(—y)* = (a— 4)? —11(1 — By 


< Vil (i—d +1 —11(1—b) = 1, 





andererseits auch 
11 (6— y —(a— 2)? = 11(1 —d)*— (a— 4° 





< 11(1—b)*— yl’ —b—1 =1. 


Daher ist in jedem Falle wieder | (a — z)* — 11 (b — y)*| < 1, also Un- 
gleichung (3) befriedigt. 


(Eingegangen am 2. 4. 1932.) 











Sur quelques propriétés de la représentation conforme 
des domaines multiplement connexes, 
en relation avec le théoréme des fentes paralléles. 


Von 


René de Possel in Géttingen. 


Introduction. 


1. Ce travail fait suite 4 ma note des Gétt. Nachr. 1931, p. 200 (désignée 
ici par N). Soit D un domaine du plan z, contenant le point 4 l’infini. 
Désignons par ®, la famille des fonctions méromorphes et univalentes dans 
D, et qui admettent au voisinage du point 4 linfini un développement 
de la forme 

w=2z+ . +... 


Dans une premiére partie, je suppose J) & connexion finie. Je détermine 
d’abord (théoréme I) le domaine exact de variation de a pour toutes les 
fonctions de ®p,. J’établis ensuite deux inégalités (théorémes II et ITI) 
pour la fonction f(z) de ®p qui représente D sur un domaine limité par des 
fentes paralléles & l’axe réel. Ces inégalités sont relatives aux valeurs de a 
et de 3(f(z)—z); elles sont valables uniformément pour l'ensemble des 
domaines D dont la frontiére est contenue dans un cercle fixe. 

Dans une deuxiéme partie, je démontre que pour un domaine D 4 con- 
nexion infinie, le probléme V, (voir N), qui consiste 4 trouver dans Mp 
une fonction pour laquelle Ra soit maximum, n’admet qu’une solution. 

2. Donnons d’abord un lemme général. 

Lemme I. Considérons une fonction w = f{(z) méromorphe dans un 
domaine D et désignons par K Vensemble des valeurs limites de {(z) pour toutes 
les suites z,, qui tendent vers la frontiérede D. wy, dant un point quelconque 
du plan w, appelons N(w,) le nombre des zéros de f(z) — wy contenus dans D, 
chacun d’eux dant compté avec son ordre de multiplicité (N (00) sera le nombre 
des péles de f(z))}. Dans tout domaine du plan w qui ne contient aucun point 
de K, le nombre N(w) est une constante finie. 

En effet, supposons que /(z)—w, admette z, comme zéro multiple 
d’ordre j4,, 2, d’ordre jig, etc. On sait alors que si w tend vers wp, le nombre des 
zéros de /(z) — w qui tendent vers z, est égal & u,. Swpposons en outre que Wy 
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ne soit pas un point de K; dans ce cas, les zéros de f(z) — wy, ne peuvent 
pas s'accumuler sur la frontiére, et comme ils sont isolés dans D, ils sont en 
nombre fini. De plus, si w tend vers wo, {(z)-— w ne peut avoir de zéro qui 
tende vers une valeur ¢ différente des z,;: car ¢ serait intérieur & D, et serait 
alors zéro de {(z)——w, (Raisonnement analogue pour w, = oo). 

Par conséquent, au voisinage de tout point w, qui n’appartient pas 
& K, N(w) est fini et égal & N(w,). L’ensemble des points oh N(w) prend 
une valeur déterminée est done ouvert. Comme un domaine ne peut pas 
étre partagé en ensembles ouverts sans point commun, le lemme est dé- 
montré. 


I. Quelques propriétés de la représentation conforme des domaines 
multiplement connexes. 

3. Nommons 6-Schlitzbereich un domaine qui contient le point a 
l’infini et dont chaque élément de frontiére est un segment de droite qui 
fait avec la direction positive de ]’axe réel un angle 6 (0< @< 2). 

D désignant un domaine du plan z qui contient le point 4 l’infini, nous 
avons démontré (N) que le probléme V ,, posséde une solution qui représente D 
sur un 0-Schlitzbereich. Dans le cas ot D est & connexion finie, nous allons 
compléter ce résultat par le 


Théoréme I. JI existe une fonction de D, et une seule qui représente D 
sur un 6-Schlitzbereich. Lorsque 6 varie, le point a correspondant a cette fonction 
décrit un cercle C et est a Vextrémité du rayon de C qui fait un angle 2 6 avec 
Vaze réel. Pour toute autre fonction de Dp, le point a est a Vintérieur de C. 
(Si la frontiére de D est formée de points isolés, la famille Dy se réduit a la 
fonction z, et le cercle C a Vorigine)*) *). 

Soit w(z) une fonction de ®p; posons 

s =mse~**, ww’ = we-??, 


En désignant par D’ le domaine du plan z’ qui correspond a D, Jes fonctions 
u’(z') obtenues de cette facon forment la famille ®p,; elles admettent le 
développement 


ae *#* 


w’ = 2+ 





y ces 

1) En considérant des domaines de plus en plus étendus contenant D, on peut 
montrer que tout point intérieur 4 C correspond 4 plusieurs fonctions de @,. Ce 
point étant inutile pour Ja suite, nous en laisserons le détail de cété. 

8) H. Grétzsch a montré que les domaines exacts de variation de /(z,) et de 
Log f’ (z,) lorsque z, est un point fixe de D et f/ une fonction queleonque de #,, sont 
aussi des cercles. V. Leipz. Berichte 1931, p. 254—279 et 283—297. Voir la note 
finale. 
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Parmi ces fonctions, il en existe une et une seule *) qui représente D’ sur 
un 0-Schlitzbereich du plan w’; c’est celle pour laquelle R(ae—***) est maxi- 
mum. La fonction correspondante de la famille ®p est l’unique fonction 
de ®, qui représente D sur un 6-Schlitzbereich. Nous la désignerons par 
fe (2). 

Nous allons montrer que les fonctions /,(z) s’expriment en fonction 
linéaire de deux d’entre elles par la formule 


(3, 1) fe (2) = e€° [cos 0 - fy (z) — t8in O - fajs (2)). 
En effet, appliquons le lemme I 4 la fonction 
(2) = fo (2) — e** [cos 4 - fy (2) — isin O - fai (2)). 


Cherchons |’ensemble K d’indétermination de @ au voisinage de la frontiére 
de D. Pour celé formons la différence 


(3, 2) (2)— ¢(’) 
= fo (2) — fe (2’) — e** [cos 0 (fo (2) — fo (2’)) — i sin 4 (faja (2) — fara (#’))], 


et faisons tendre z et z’ vers un méme élément de frontiére de D: l’argument 
de f,(z)— f(z’) tend vers 6 (& moins que le module ne tende vers zéro). 
On en déduit que l’argument du second membre de (3, 2) tend vers 6 (ou que 
son module tend vers zéro). K est donc formé de segments paralléles qui ne 
déterminent dans le plan g qu’un seul domaine. La fonction p(z) ne prenant 
pas la valeur infinie ne prend pas de valeur en dehors de K: on en conclut 
qu'elle est constante; comme elle est nulle pour z = oo, elle est toujours 
nulle et la formule (3,1) est démontrée. 

De (3, |) nous déduisons la valeur de a pour la fonction /,: 
29 + Ani 

2 
On voit que le point a, décrit le cercle C de diamétre (a9, a,j). Mais a, étant 
la valeur de a qui a la plus grande partie réelle, ce diamétre est paralléle 
& Vaxe réel. Le point a, occupe donc, d’aprés (3, 3), l’extrémité du rayon 
de C qui fait un angle 26 avec l’axe réel. 


= gt : ; — %0— “nit .o40 
(3,3) a=—é (a) cos § —ia,,8in#) = —-,—e + 


8) Si D est & connexion finie, on sait qu’il n’y a qu'une seule fonction de $) 
qui représente D sur un 0- Schlitzbereich. V. par ex. P. Koebe, Gétt. Nachr. 1909, 
p- 324—361. 

On peut raisonner ainsi: supposons qu’il y ait deux fonctions w,(z) et w,(z) apparte- 
nant 4 ®, et qui représentent D sur des 0-Schlitzbereiche. Appliquons le lemme I 
& la fonction g(z) = w, — w, qui est réguliére dans D. L’ensemble K correspondant 
est constitué de segments paralléles: ceux-ci limitent un seul domaine dans le plan 9. 
La fonction g(z) n’a pas de péle, donc ne prend aucune valeur en dehors des points 
de K. Cette fonction est donc constante. Etant nulle pour z = oo, elle est identique- 
ment nulle. La propriété n’est pas vraie si D est & connexion infinie; cf. § 7. 
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Nous avons démontré, pour toute fonction de ®p autre que f,, l’inégalité 
Rae—2*®? — Ra,e—2**, 


Elle nous montre que le point a est du méme cété que C par rapport a la 
tangente & C au point a. Par conséquent, pour toute fonction de Dp diffé- 
rente des fy, le point a est 4 l’intérieur de C. 

4. Théoréme II. Si la frontiére de D est a Vintérieur du cercle unité, 
le point a, est & Vintérieur du cercle qui passe par Vorigine, dont le centre est 
sur le demi-aze réel positif, et dont le diamétre est un, ce qu’on peut écrire: 

| dy |*< Ray. 

En effet, pour toute fonction de la famille ®p, le théoréme des surfaces 
de L. Bieberbach (déja utilisé dans N, p. 201) donne |a|<1. Par consé- 
quent le cercle C du théoréme précédent est intérieur au cercle unité du plan a. 
En outre, l’origine se trouve a l’intérieur de C ou sur sa circonférence. Dé- 
signant par r le rayon de C, et par « l’affixe de son centre, cas deux conditions 
s’écrivent 
(4, 1) aa<(l—ry, aacr’. 

D’autre part, a, occupe l’extrémité du rayon de C paralléle & la direction 
positive de l’axe réel, ce qui s’écrit 
a = ee¥ =a+r. 
Les inégalités (4,1) deviennent 
(4, 2) 0? —2re cos p< 1—2r, 
(4, 3) e—2rcos p< 0. 
Si r< 4, (4,3) donne 9 — cos 9 < 0. 
Si r > 4, (4,2) donne 9? < (1 — 21) (1 — @ cos ) + @ cos py S 0 cos @. 

On a donc dans tous les cas 9 < cos gy, ce qui démontre le théoréme. 

5. Avant d’aller plus loin, nous devons démontrer deux lemmes. 

Lemme II. Soit z= p(l) une fonction méromorphe pour |C| > 1, uni- 
valente, et qui admet au voisinage du point a Vinfini le développement 


(5, 1) pQ=C+F4+84+... 
En supposant |C|>2, on a les inégalités: 
m 2 
(5, 2) WO—< es leO—< Py tise 
En effet, le théoréme des surfaces donne |«,| <1; d’od 
' 1 1 1 2 
eC ig + pep ts = et SRT 


La deuxiéme inégalité se démontre de méme. 
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Si la fonction o(C) est réguliére pour |C| > A, tout en admettant a V’infini le 
développement (5, 1), nous pouvons appliquer les inégalités (5, 2) 4 la fonction 


Pts) de la variable :. Nous obtenons, en supposant |¢|>2A: 





le@—<5s le@—ti< el + i. 

Lemme III. Dans le plan ¢ = + in, considérons un rectangle R 
dont le centre est a Vorigine et dont les céiés sont paralléles aux axes et ont pour 
longueur a et b. Soient |, des segments en nombre fini intérieurs a R et paralléles 
a laze réel. Désignons par G le domaine formé de lV’ intérieur de R diminué des |,. 
Soit z(¢) une fonction réguliére et univalente dans G et sur le périmétre de R. 

Considérons le segment paralléle a V'axe réel qui joint les points d’ ordonnée 
du périmétre de R, sans rencontrer aucun des |, Désignons par L(n) la longueur 
de l'image de ce segment dans le plan z. Soit S la surface de Vimage de G. 
On a alors Vinégalité: 




















+ b/2 
[L(n)*dn<a8. 
—‘bl2 
En effet, de l’égalité 
+ aj2 
d 
Lin) = {| zz ae, 
—a/2 . 
Nous tirons, en appliquant l’inégalité de Schwarz: 
+ a/2 
dz|2 
Linsa || 3 [ ae. 
— a/2 
D’ot, en intégrant les deux membres par rapport a 7: 
+ dja +o/2 +a/2 
| L(n)*dn<a | { 4: agdn = a8. 
— b/2 —o/2 —a/s . 


6. Théoréme III. Reprenons les notations des théorémes I et II. Si 
la frontiére de D est a Vintérieur du cercle uniié, on a, en tout point de D: 
(6, 1) | 3 (fo(2) —2)| << Klay |"", 
K dant une constante universelle. 


Démonstration. Désignons par G le domaine sur lequel /,(z) représente 
D, et par z = ¢(¢) la fonction inverse de f,(z). La fonction 3(z—) est 
harmonique dans G et n’atteint son maximum et son minimum que sur 
la frontiére de G. Celle-ci se compose de segments |, paralléles a l’axe réel 
et est intérieure au cercle J’ défini par |¢| = 3‘). Il suffit donc de démontrer 


*) Voir une démonstration de ce fait dans N p. 220. 
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linégalité (6,1) en un point quelconque ¢, = & + in, appartenant & @ et 
intérieur & J". 
Posons pour abréger 
36 = | 3p(Co) — rol- 

Tragons un cercle J” de centre origine, contenant l'image de J" donnée par 
y(C), et de rayon R assez grand pour que |’on ait, (d’aprés le lemme II), 
|z—l|< 46 
en tout point de J”. Il suffit pour cela que R vérifie les deux conditions 
R>=, R>9. 


En remarquant que l'on a toujours 6 < 4, on voit qu'il suffit de prendre 
= 
6 

Entourons J” d’un carré Q dont le centre est 4 l’origine et dont les cétés 
sont paralléles aux axes et ont pour longueur |. Le lemme II nous donne, 
sur les cétés de Q: 

Je—tycll ys = 
Appliquons @ Q le lemme III. Limitons inférieurement 
+ ip 
L(n)*dn. 


— ij 


Nous avons d’abord 
(6, 2) L(y) > l— 2x. 


Supposons par exemple Jp(¢,) = 79+ 346: nous pouvons obtenir, pour 
No << + 6, une limitation meilleure. En effet, 7 étant supposé dif- 
férent des ordonnées des 1,, désignons par M, N 
les points d’ordonnée 7 de Q, par M’, N’ les 
points d’intersection du segment MN et de J”. 
Montrons que l’image L, du segment M’ N’ 
dans le plan z a sur |’axe imaginaire une pro- 
jection supérieure & 6. Le point ¢, étant a 
lintérieur du contour formé par le segment 
M'N’' et Vare I; de J” situé au dessous de 




















M'N’', le maximum de 3(¢) sur ce contour g 
est supérieur & Jp(l,) = Hj + 34. Or, sur J}, oa 

on a =" 

(6, 3) Spl) < n+ 6< y+ 26. 


Il y a done un point ¢, du segment M’N’ tel que 
JHC) > no + 34. 
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L’inégalité (6,3) étant valable au point M’, on voit qu’il y a sur L, deux 
points dont les ordonnées différent de plus de 4. 
La projection p de L, sur l’axe réel satisfait aux inégalités: 
R—25<p<2R+24, 


d’ot |’on déduit aisément: 
(6, 4) b<p<. 
La longueur de L,, est supérieure & Vp? + 62, ou, en tenant compte de (6, 4), 
supérieure & 
st 

P + 3p° 
De (6, 2), on conclut que la somme des longueurs des deux arcs qui cons- 
tituent L, — L,, est supérieure 8 1—2x—p. On a donc 


L +o +I~—3 = 1—2x+2 
W>Pt gi t'—ss—p = '— Sete, 
puis, en tenant compte de (6, 4): 
5 
L(n)>l— 2x + x5; 
2 5 
L(n)*> (L— 2x)? + 5% (l— 2x). 
Si | est assez grand, on a x < =, d’ot 
168 
(6, 5) L(n)* > (1—2x) + 35: 
On conclut des limitations (6,2) et (6, 5): 
+2 
148 
L(x)*dn > 8[(—2%)*+ 575] + C—2) C— 24) = 55 + — 2x)". 
=f 


On démontrerait de méme cette inégalité dans le cas J p(¢,) = np —3 6. 
La surface de |’image dans le plan s de la portion de @ intérieure 4 Q 
est inférieure & (1+ 2x)*. Le lemme III donne 


1é4 


a3 —( + 2x)*—1(l— 2x)* = 81*x, 


d’oi: 
45 <8lx = 8 ({ a6 | +). 
I étant aussi grand qu’on le veut, on en déduit: 
& <= 8 x 312|a,|, 
ce qui démontre le théoréme. 





oo «> ant 
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Il. Le probléme V, n’a qu’une solution. 

7. Si D est a connexion infinie, il arrive que plusieurs fonctions de Dp 
représentent D sur des 0-Schlitzbereiche (voir P. Koebe, Gott. Nachr. 1918, 
p. 60—71). Parmi ces fonctions, nous allons montrer qu’une seule est solution 
du probléme V p. 

Introduisons d’abord une notion commode: 

Si, pour toute fonction de Dp, on a Ra = 0, nous dirons que D est un 
domaine extrémal 5). 

Pour un domaine extrémal D, la fonction z est évidemment solution 
du probléme V >. 

Pour un domaine D quelconque, toute solution w = f(z) du probléme 
V> représente D sur un domaine extrémal D*. En effet, dans le cas con- 
traire, il existerait une fonction p(w) de la famille ®p. telle que Ra, > 0°). 
La fonction (f(z)) appartiendrait 4 la famille ®p, et l’on aurait 


Ap (fiz) = 4% + Ay > 4;, 
ce qui est impossible. 


Théoréme IV. Soit D un domaine du plan z, 4 connexion infinie, con- 
tenant le point a Vinfini. Considérons une suite de domaines a connexion finie 
D,, contenus dans D, contenant le point a Vinfini, et tels que 


1°. D,, est contenu dans D,,, ;, 


2°. Tout point de D appartient aux D,, pour n assez grand. 

Soit w(z) wne solution quelconque du probléme Vp, et w,(z) les solutions 
des problémes Vp. La suite w,(z) converge en tout point de D vers w(z). 
Par conséquent le probléme Vp n’a qu’une solution”) *). 

La fonction w(z) représente D sur un domaine extrémal D*, et les D, 
sur des domaines D, contenus dans D*. Considérons w, comme fonction 
de w: nous devons montrer que la suite w,(w) tend vers w. 

Supposons au contraire qu’il existe un point w, tel que la suite w, (wp) 
ne converge pas vers wy. Les fonctions w,(w) sont, pour n > K, définies 
dans le domaine Dx, et y forment une famille normale (voir N, p. 200). Nous 

5) Cette notion est, d’aprés le théoréme IV, identique & celle de ,,minimaler Schlitz- 
bereich“* de P. Koebe. V. H. Grétzsch, Leipz. Berichte 88 (1931) p. 185. 

®) Nous désignerons désormais par dg le coefficient de 1/z dans le développement 
au voisinage du point 4 l’infini d’une fonction ¢(z). 

7) C’est un résultat connu que la suite w,(z) est convergente (v. loc. cit. N, 
note 4)). 

8) Ce théoréme permet d’étendre les theorémes II et IIT aux domaines 4 connexion 
infinie. Pour le théoréme I, il faut remplacer «fonction qui représente D sur un 6-Schlitz- 
bereich> par: «fonction pour laquelle Rae—2t® est maximums. 
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pouvons extraire de la suite w,(w) une suite partielle W,,(w) qui converge 
dans Dx vers une fonction limite V(w), de sorte que 
Ca, 3) V (wy) + Wo. 

D’aprés le théoréme de Stieltjés*), la convergence des w,, vers V 
a lieu dans tout le domaine D*, et par conséquent la fonction V(w) ap- 
partient & la famille ®,.. Le domaine D* étant eztrémal, on a 


(7, 2) Ray ww S 0. 
D’autre part, la fonction w,(w) étant solution du probléme Vo. on a 
(7, 3) Ray wo) S 0. 


Au moyen de l’égalité 
lim Gy, (w) = Gy 
Pp 


ou conclut de (7,2) et (7,3): 
lim Ro, an = 0. 


a= @ 

Si nous remarquons que la frontiére de tous les D,, est intérieure & un cercle 

(w) 
D 


(w) 


e la 





fixe de rayon M, le théoréme II appliqué aux 


variable 7 montre que |a,. (w)| tend vers zéro. Le théoréme III permet 
r 


alors de conclure que J(w,, — w) tend vers zéro. Par conséquent la fonction 
V (w)—w a une partie imaginaire nulle et est nulle 4 l’infini: elle est donc 
nulle, ce qui contredit (7, 1)?*). 





®) Voir p. ex. P. Montel, Familles Normales, p. 28. Paris 1927. 

10) Note ajoutée au cours de la correction des épreuves. H. Grétzsch 
(Leipz. Berichte 1932, p. 15—36) a démontré récemment les théorémes II et IV du 
présent mémoire. Il suppose connue l’existence et l’unicité de la solution du probléme 
des fentes paralléles qui correspond au minimum de l’intégrale de Dirichlet. 


(Eingegangen am 8. 3. 1932.) 








Zur ersten Randwertaufgabe bei Monge-Ampéreschen 
Differentialgleichungen vom elliptischen Typus; 
differentialgeometrische Anwendungen. 

Von 
Franz Rellich in Géttingen. 


Einleitung. 
Die allgemeine Monge-Ampéresche Differentialgleichung 
(1) F = E (u,,t,, — ui,) + Au. + 2 Bu,,+ Cu,,+ D=0, 


von u) sind, heiBt fiir eine vorgelegte Lésung u (z, y) elliptisch, wenn 
Fu Puy, —tFe,, = 4C— B—ED>0. 


“oa 


wie die Differentialgleichung 


F [u) = u,,u,, — ui, —4 = 0 


schwindende Randwerte annehmen’). 


zwei Lésungen besitzt, genauer, ich zeige den Satz: 


bestehen bleibt. 
Mathematische Annalen. 107. 84 








deren Koeffizienten A, B, C, D, E Funktionen von z, Y,, Uz, Uy (aber nicht 


gilt. Ist speziell E = 0, so erhilt man eine in den zweiten Ableitungen 
lineare elliptische Differentialgleichung, fiir die die erste Randwertaufgabe 
bekanntlich héchstens eine Lésung besitzt: gibt man auf dem Rande I 
eines zusammenhingenden Gebietes G stetige Randwerte vor, so existiert 
in G héchstens eine Lésung u (z, y) mit diesen Randwerten. Verschwindet Z 
nicht identisch, so kann die Randwertaufgabe mehr als eine Lésung haben, 


mit den beiden Lésungen u = z* + y*?—a*® und u = a? — z* — y?® zeigt, 
die auf dem Rande des Kreises z* + y*? — a* < 0 dieselben, niimlich ver- 


Das Verhalten dieses Beispiels ist in gewissem Sinne typisch. Ich beweise 
nimlich in dieser Arbeit, daB die erste Randwertaufgabe der allgemeinen 
Monge-Ampéreschen Differentialgleichung vom elliptischen Typus héchstens 


Es sei G ein zusammenhiingendes offenes beschrinktes Gebiet der x, y-Ebene, 
dessen Rand I’ aus endlich vielen Jordankurven besteht. A, B,C, D, E seien 


1) Man beachte, daB bei unverindert gelassener Differentialgleichung die Zwei- 
deutigkeit auch bei beliebig kleinem z, y-Gebiet, d.h. hier bei beiiebig kleinem a 
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Funktionen von x, y, Uz, Uy, die fiir alle x, y aus G und fiir alle Werte der 
Argqumente u,,, u, stetig, nach u,, u, in dem beschriebenen (x, y, u,, uy)-Bereich 
sogar stetig differenzierbar sind. 

Behauptung 1. Es gibt héchstens zwei inG +- I  stetige und in G zweimal 
stetig differenzierbare Lésungen*) der Differentialgleichung 
(2) Pfu] = EB (upettyy —t3,) + Atige + 2 Buigy + Cuyy + D = 0, 
die auf I tibereinstimmen und fiir die in G iiberall 
(3) AC— B?—ED>0 
gst. 

Behauptung 2. Wenn zwei auf I (aber nicht tiberall in G) tiberein- 
stimmende Lésungen u und v existieren, fiir die (3) erfiillt ist, und wenn fiir 
eine der beiden Lisungen in G tiberall E>0 oder E<0 gilt, so ist inG 
tiberall v + u. 

Behauptung 3. Falls A, B,C, D, E nur von z, y, aber nicht von uz, ty 
abhingen und der Ungleichung (3) geniigen und E auch nur in einem einzigen 
Punkt von G verschwindet, so gibt es zu vorgegebenen Randwerten héchstens eine 
Lésung. 

Der Beweis dieses Satzes wird der leichteren Lesbarkeit wegen zuerst (§ 1) 
fiir den Fall gefiihrt, daB A, B, C, D, E nur von z, y und nicht von u,, u, 
abhangen. Der allgemeine Fall wird in § 2 behandelt. § 3 beweist einen schon 


vorher benutzten Hilfssatz. §4 bringt Anwendungen auf Fragen der 
Differentialgeometrie. 


§ 1. 
A, B, C, D, E bangen nur von a, y ab. 

Vorbemerkung. Die Tatsache, daB A, B, C, D, E nicht von u,, u, 
abhingen, gestattet eine etwas einfachere Formulierung der einzelnen Be- 
hauptungen des genannten Satzes. Z. B. wird man Behauptung 1 in diesem 
Falle so aussprechen: ,,Die Gleichung (2) besitzt unter der Voraussetzung 
AC — B*— ED > 0 hiéchstens zwei auf J’ iibereinstimmende Lésungen.“ 
Wie sich Behauptung 2 vereinfacht, ist unmittelbar klar. 

Um Behauptung1 zu beweisen, denken wir uns eine Lésung u (z, y) 
von (2) vorgelegt. Schreibt man (2) nach Multiplikation mit Z in der Gestalt 


(Eu,, + C)(Eu,, + A) — (Eu,, — B)* = AC — B*— ED, 


so folgt 
(Eu,,+ C)(Eu,, + 4) > AC— B?—ED>0, 
*) Mit dem Wort ,,Lésung* wird im folgenden eine Funktion u (x, y) immer nur 
dann bezeichnet werden, wenn wu (z, y) in G + I stetig und in G zweimal stetig dif- 
ferenzierbar ist. 





QO, se oe’ ce st OP 


~~- ese 
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also gibt es wegen der Stetigkeit von Hu,,-+C und BEu,,+ A nur zwei 
Klassen von Lésungen, nimlich Lésungen, fiir die in G iiberall Eu,, + C > 0, 
und Lésungen, fiir die in @ iiberall Eu,, + C <0 gilt. Die Behauptung 1 
ist also bewiesen, wenn gezeigt ist, daB bei vorgelegten Randwerten jede 
Klasse héchstens einen Vertreter besitzt. Dabei geniigt es nachzuweisen, 
daB héchstens eine Liésung mit Eu,,+ C >0 existieren kann; der Fall 
— Eu,,—C > 0 laBt sich auf diesen durch Multiplikation von (2) mit — 1 
zuriickfiihren, da die Koeffizienten der mit —1 multiplizierten Differential- 
gleichung denselben Voraussetzungen, insbesondere auch der Ungleichung (3) 
geniigen. 

Wir nehmen also jetzt an, es ligen zwei Lésungen u (z, y) und v (z, y) 
mit denselben Randwerten vor, die in G die Ungleichungen Fu,, + C > 0 
und Fv,, + C > 0 erfiillen. Dann ist » = v — u offenbar eine Lésung sowohl 
der Gleichung 
E (@,2@yy— @2,)+ Wz (Euyy+ A) —2 o,, (Eu,,— B)+ o,, (Eu,,+C) = 0 
als auch der Gleichung 
— E(w, ,@yy— 2 y) + Wz2(Ev,,+ A) — 2a, (Ev,,— B)+,,(Zv,.+ C) = 0; 
auBerdem ist a = 0 auf J. Nun wende man den Hilfssatz von 8. 509 an mit 
e=E, a=Eu,,+A, b6=—(Eu,,—B), c= Eu,,+C, f=g=0, 

a=Ev,+A, b=—(Ev,,—B), ¢=Ev,,+C, f=g=0. 
Da 

ac —b* = a¢— 6b? = AC— B*—ED>0, c>0, @>0, 
also auch a >0, @>0 gilt, so sind alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 
erfiillt. Es folgt also w = 0 in jedem Punkt von G. Damit ist Behauptung 1 
volistandig bewiesen. 

Die Behauptung 3 des Satzes 1 folgt sofort aus der Tatsache, da® fiir 
zwei verschiedene Lésungen u und v mit denselben Randwerten in G (bei 
geeigneter Bezeichnung) 

(4) Eu,,+C>0, Ev,.+C<90 

gelten miiBte. Das ist aber nicht méglich, wenn £ in einem Punkt von G 
verschwindet, da in einem solchen Punkte gleichzeitig C >0 und C < 0 
gelten miiBte. Also gibt es in diesem Falle héchstens eine Lésung der 
Randwertaufgabe. 

Behauptung 2 folgt aus (4) so: Setzt man w = r—u, so ergibt die 

Addition der beiden Ungleichungen (4) 

Ew,,< 9. 
Ist also FE > 0 in G, so ist dort w,, < 0, wahrend w = 0 auf dem Rande I 
vonG ist. D. h. aber, w kann in G kein Minimum annehmen, es ist also w > 0 
in G oder v+u inG. Dasselbe zeigt man, falls F< 0 in G gilt. 
34* 
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§ 2. 
Der allgemeine Fall. 

Beweis fiir Behauptung 1 des in der Einleitung genannten Satzes: Da 
der Differentialgleichung (2) nach Multiplikation mit EF die Form 
(5) (Zu,, + C) (Bu,, + A) — (Eu,, — B)* = AC — B*— ED 
gegeben werden kann, so geniigt es, wie in §1 zu zeigen, daB es nicht zwei 
verschiedene Lésungen u und v von (2) mit denselben Randwerten geben 
kann, die in-G der Ungleichung 
(6) Eu,.+C>0, Ev,.+0>0 
geniigen. (Durch Uberstreichen der Koeffizienten A, B, C, D, E soll angedeutet 
werden, da8 sie von v,, v, statt von u,, uy, wie im ungestrichenen Fall, ab- 
hangen.) Setzt man w = v — u, so ist w eine in G + I stetige, in G zweimal 
stetig differenzierbare Funktion von z, y, die auf I’ verschwindet. 

Bildet man F [u + w] — F [u] = 0, so erhalt man in G fiir eine Glei- 
chung der Form 
(7) E (@z2 Dyy — wy) + (Eu,, + A) w,,—2(Eu,,— B)w,, + (Buz. + C) Dyy 

+ [w, + gw, = 0. 
Dabei stammen die Glieder f - w, und g - w, daher, da8 man die iiberstrichenen 
Koeffizienten mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes durch die ungestrichenen 
Koeffizienten ausgedriickt hat; wegen der stetigen Differenzierbarkeit von 
A, ..., E nach den Argumenten u,, u, und der Tatsache, daB w und u 
zweimal stetig differenzierbar sind, weiS man, daB f und g in @ iiberall 
endlich und in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G sogar beschrankt sind. 
Ebenso liefert F [v] — F [v —@] = 0 auch 
—E£E (@p2Wyy “0 @: ») + (Ev,, +? A)@.2— 2 (Ev.y— B) oy + (Eve. ss C)eryy 
+ fo, + ga, = 0, 

wo /, 9 wieder in @ erklart und in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G 
beschrankt sind. 

Setzt man nun zur Abkiirzung 

E=e, Eu,y+A=a, —Eu,,+B=b, Eu,.+C=c, 
Ev,,+A=a@, —FEv,,+B=6, Ev,.4+ 6 =i, 

so ergibt (5) 

ac—b? = AC— B*— ED>0, a¢—b? = AC— B#— ED >0 
und (6) 

ec>0, ¢>0, also auch a>0O, a>0, 

Also sind alle Voraussetzungen des Filfssatzes aus § 3 erfiillt; es folgt » = 0 
fiir jeden Punkt aus G. Damit ist Behauptung 1 bewiesen. 
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Beweis fiir Behauptung 2. Wir nehmen an, es gabe zwei verschiedene 
Lésungen u und v der Randwertaufgabe. Fiir diese ist nach dem vorigen 
(eventuell nach Vertauschung der Buchstaben u und wv) in @ tiberall 


Eu,,+ C>0, EFv,.+C<0 


also ps ba 

Eu,, — Euz. + c—C< 0 
bzw. 
(8) Ew,,+ (EF — E)v,,+ C—C<0 


mit =v—vu. Wenn nun inG iberall E>0 gilt, so kann in G kein 
Minimum besitzen, weil in einem solchen Punkt w, = w, = 0, also FE = E, 
C = C, somit nach (8) Ew,, < 0, d. h. a, < 0 gelten wiirde. Daw auf dem 
Rande J’ von G verschwindet, ist w >0 nG, d.h. v+u inG. Dasselbe 
zeigt man im Falle, daB E <= 0 in G gilt. 


§ 3. 
Hilfssatz. 

Voraussetzungen. 1. Es sei G ein zusammenhiingendes offenes be- 
schrinktes Gebiet der x, y-Ebene, dessen Rand I’ aus endlich vielen Jordan- 
kurven besteht. 

2. In G seien die Funktionen a, b, c, e, f, g, @, 6, &, f, g als Funktionen 
von x, y erklairt. In jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G seien a, b, ¢, e, 
a, b, & stetig, f, 9, t, g beschrinkt. In G gelte iiberall: 

(9) et a>0, c>0, 
ac—6*§>0, a>0, ¢>0. 

3. Die Funktion w (x, y) sei in G + I stetig, auf I gleich Null, in G zweimal 
stetig differenzierbar und geniige in G sowohl der Gleichung 
(10) L (w) = ¢ (Wye Wyy— Wy) + BWee+ 2 bo,y+ CWyy + fog+ go, = 0 
als auch der Gleichung 
(11) L(@) =— e (@_p,@,,—@ y) + Gorge+ 2 bw,y+ G@yy+ foe+ Go, = 0. 

Behauptung. w(z, y) verschwindet in jedem Punkt von G. 

Vor den eigentlichen Beweis dieses Satzes sei folgende Bemerkung ein- 
geschaltet: Macht man auBer den Voraussetzungen 1—3 noch die weitere 
Voraussetzung, daB alle 12 Funktionen a, }, . . ., 9, # in @ regulire analytische 
Funktionen von z, y seien, so laBt sich der Beweis dieses Satzes unmittelbar 
in der iiblichen Weise erbringen. Es gibt nimlich gewi8 einen Punkt von G, 
in dem w (zx, y) seinen kleinsten, oder einen Punkt, in dem es seinen gréBten 
Wert annimmt. Es sei £, 7 ein Punkt, wo das Minimum angenommen wird 
(falls ein Maximumpunkt vorhanden ist, geht man analog vor). Wegen der 
Analytizitét von w (z, y) geniigt es zu zeigen, daB in &, 7 alle Ableitungen 
von w (z, y) nach z, y verschwinden. Daw, = w, = 0 in , 7 ist, folgt wegen 
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Wy Wy, — wi, = 0, je nach e (f, y) > 0 oder e (f, 7) = 0 nach (10) und (11) 
in &, » entweder 

a,, + 2bw,,+ co,, S 0 
oder 

4,2 + 2 buy + Cay, S 9. 
In beiden Fallen ergibt sich daraus zusammen mit w,, > 0, w,, >0, 
W_e@yy — 02, = O und (9) die Tatsache w,, = Wy = @,, = Oin &, n. Wegen 
der Minimumeigenschaft verschwinden in é, 7 alle dritten Ableitungen von w. 
Man hat jetzt zu zeigen: Verschwinden alle Ableitungen bis zur einschlieBlich 
(2 -+ 1)-ten Ordnung, so verschwinden auch alle Ableitungen bis zur ein- 
schlieBlich (2 + 3)-ten Ordnung. Bildet man dazu im Punkte &, 7 eine 
Ableitung 2 -ter Ordnung von (10), so fallen offenbar alle Glieder weg, 
die von dem Ausdruck ¢ (w,,@,, —@?,) herriihren. Das Verschwinden aller 
Ableitungen (2 » + 2)-ter Ordnung in £, 7 mu8 sich also genau so ergeben 
wie in dem bekannten Fall, wo man von vornherein eine lineare elliptische 
Differentialgleichung zugrunde legt*). Damit ist im analytischen Falle alles 
bewiesen. 

Der Beweis des Hilfssatzes (ohne Voraussetzung der Analytizitaét) wird 
nun mit einem Kunstgriff gefiihrt, der meines Wissens zuerst von 8. Bern- 
stein *) und neuerdings auch von E. Hopf*) verwendet worden ist. Der folgende 
Beweis schlieBt sich enger an E. Hopf an. 

Offenbar geniigt es zu zeigen, daB w unter allen seinen Funktions- 
werten in G+ JI keinen von Null verschiedenen kleinsten und keinen von 
Null verschiedenen gréB8ten Wert besitzt. Wir fiihren die Annahme zum 
Widerspruch, @ (z, y) besitze in G einen kleinsten Wert m +0; die Un- 
méglichkeit eines Maximums +0 folgt dann durch Vertauschung von w 
mit —q und Multiplikation von (10) und (11) mit — 1. 


*) Will man nicht erst auf den linearen Fall zuriickgreifen, so kann man auch 
direkt durch eine analytische Koordinatentransformation erreichen, daB (10) im 
Punkte £,7 iibergeht in eine Gleichung der Form 

é’ (Mg yy — @2,) +o,,+o,,t+fo,+97o,=0 
und daB dasselbe fiir (11) gilt, wobei die Koeffizienten wieder analytisch sind. Man 
schlieBt dann, daB wz,+ wyy mit allen Ableitungen an der Stelle &, 1 verschwindet, 
woraus wegen des analytischen Charakters das identische Verschwinden yon wezg+Wyy 
in @ folgt. Dann muB aber auch w = 0 in G sein. 

*) S. Bernstein, ,,Uber ein geometrisches Theorem und seine Anwendung auf die 
partiellen Differentialgleichungen vom elliptischen Typus.‘‘ Math. Zeitschr. 26 (1927), 
8. 551. 

5) E. Hopf, ,,Elementare Bemerkungen tiber die Lésungen partieller Differential- 
gleichungen vom elliptischen Typus“, Sitzber. d. preuB. Akad. Wiss., Phys.-math KI. 
(1927), S. 147. Dort wird der hier behauptete Hilfssatz fiir den Spezialfall e = 0 
bewiesen. 











Monge-Ampéresche Differentialgleichungen. 511 


Man betrachte nun einen Kreis, der das Gebiet G ganz in seinem 
Inneren enthalt. Verschiebt man diesen Kreis unter Festhaltung seines 
Durchmessers und der Ordinate des Mittelpunktes in Richtung wachsender 
Mittelpunktsabszissen, so gibt es offenbar, eine Mittelpunktsabszisse derart, 
daB in allen Punkten von G, die auBerhalb des (verschobenen) Kreises 
liegen, w» >m ist, wihrend w =m in einem auf der Peripherie des 
Kreises gelegenen Punkte P aus G@ gilt. In P lege man die Tangente 
an den Kreis und wihle auf ihr ein Geradenstiick, das zu G gehért und 
von P halbiert wird. Dann gibt es also einen Punkt, den man ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit*) z= 2, y= 0 nennen darf, und zwei 
Zahlen p > 0, 1 >0 mit p<.1, derart, daB die Ungleichungen gelten: 


a) w (2,0) = m, 

B) w(2,y)>m fir 0<|y|/ sl, 
ybo(z,y)>m fir 2—psor<2, ly|sl, 
6) w(z,y) Sm fir 2<252+>p, ly sl. 


Die positiven Zahlen | und 7 seien natiirlich so klein gewahlt, daB das durch 
l—2|< p, |y| </ bestimmte Rechteck R ganz in G enthalten ist; das 
oben genannte Gradenstiick ist dabei die Gerade z = 2 


Nun bilde man in R die zweimal stetig differenzierbare Funktion 


y(z, y) =oa+ho@ mit h>0, 9 =2-'—2z' 
(y positiv ganzzahlig). 


Wegen »=0 fiir sS2 ist jedenfalls auf demjenigen Teil des Randes 
des Rechtecks R, fiir den z > 2 gilt, auch y >m, wahrend auf demjenigen 
Teil des Randes, wo z< 2, also w > m gilt, jedenfalls durch hinreichend 
kleine Wahl von h > 0 die Ungleichung y > m erzielt werden kann. Man 
beachte, da8 dies durch Wahl eines bestimmten A gleichzeitig fiir alle posi- 
tiven ganzen » erzielt werden kann, da ja ¢ in R fiir alle v gleichmaBig be- 
schrankt ist. Auf der ganzen Peripherie von R gilt also y = wm + hy >m, 
wahrend in einem inneren Punkte von R, naimlich in z = 2, y = 0 wegen «) 
offenbar py (2, 0) = m ist. Es nimmt also dieses p fiir jedes » seinen 
kleinsten Wert in einem inneren Punkt des Rechtecks R an. 

Nun ist 


L (y) = L(w+hgo) = L(w)+ Lh Y) he [Pe2yy — 2 PeyVey + Pry ra] 
oder wegen L (w) = 0 


L(y) = hva-’ [—a(v+ 1) 2714+ fJ—hv(v+ 1) 2-'-?*- cay, 


8) Weil eine Bewegung in der z, y-Ebene die Voraussetzungen des Hilfssatzea 
nicht andert. 
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Ebenso ist wegen L (w) = 0 auch 


L(y) = hva-’-? (—G(v+ 1) c-? + f]+hv(v+ 1) a2-'-*-€-ayy. 
Wahit man also » so groB, da® fiir alle z, y aus R sowohl 
—a(v+1)2-*+/<0 als auch —a(v+ 1)2-1+/<0 gilt, was nach 
Voraussetzung (9) méglich ist, so gelten in R auch die beiden Ungleichungen 
(12) Liy)+hv(v+ 1) 2'-*- ew,, < 0, 
(13) L(y) —hv(v+ 1) 2-’-?- ew,, < 0. 
Nun nimmt y (gebildet mit einem festen » = 9, fiir das (12) und (13) gelten) 
seinen kleinsten Wert in dem Punkt £, 7 aus dem Inneren von R4n. In 
diesem Punkt ist 0< y,, = @,,, also ist im Falle e (£, 7) >0 dort nach (12) 
L(y)<0 
und im Falle e(&, 7%) <0 dort nach (13) 


L(y) < 0. 
In beiden Fallen ergibt das einen Widerspruch; in &, 7 folgt aus y, = y, = 0, 


Yer =%, Yrv» 29, Yes Yow — Yry =O im Falle e>0 wegen (9) die Un- 
gleichung L(y) >0 und im Falle e< 0 die Ungleichung L(y) >0. 


§ 4. 
Anwendungen. 

1. Durch eine geschlossene Raumkurve mit umkehrbar eindeutiger Projek- 
tion I’ auf eime x, y-Ebene gehen hichstens zwei Flichen u(x, y) mit ein- 
deutiger beschrinkter’) Projektion G auf die x, y-Ebene, die beide dieselbe stetige 
positive Gaupische Kriimmung K (x, y) besitzen, in G zweimal stetig differen- 
zierbar und in G+-I° stetig sind. Falls zwei derartige Flichen ezistieren, so 
sind sie nach verschiedenen Seiten konver. 

Es sei namlich I" die Projektion der Raumkurve auf die z, y-Ebene, 
G das (offene) von ihr berandete (beschriinkte) Gebiet der z, y-Ebene. Dann 


geniigt jede zulassige Flache mit der GauBischen Kriimmung K in G der 
Differentialgleichung 


Ugetty, — U2, — K (1+ ui + uj)? = 


und nimmt auf J” vorgeschriebene Randwerte an. Nach dem bewiesenen Satz 
(mit E=1, A= B=C=0, D=—K(1+ u} + u})*) kann es also 
héchstens zwei Lésungen u (z, y) und v (z, y) geben. Falls es zwei Lésungen 
gibt, so ist in @ bei geeigneter Bezeichnung u,, > 0, v,. < 0. 

7) Das Wort ,,beschrankt“ soll andeuien, da8 nur Flachen gemeint sind, die sich 


aber dem Jnnern des von der Projektion der Raumkurve eingeschlossenen z, y-Gebietes 
erheben. 





mit 


Tr 
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2. In einer «, B-Ebene sei ein Linienelement d s* = eda*+-2 f da df + gdf* 
mit positiver Kriimmung K und eine geschlossene Kurve, etwa «a* + 6% = 1, 
gegeben. Behawptung: Es gibt in einem x, y, z- Raume bis auf orthogonale 
Trans formationen héchstens zwei zugehdrige Flichen x (a, B), y (a, B), z (a, B), 
deren z-Koordinaten auf «* + B® = 1 tibereinstimmen und fiir die im Gebiet 
a? + B?< 1 tiberall (x,y3 — tpy.)* +0 gilt. Differenzierbarkeitsvoraus- 
setzungen: e,/,g m a*-+ B*< 1 zweimal stetig differenzierbar, x, y, z in 
a® + B?= 1 stetig und in a* +- B® << 1 zweimal stetig differenzierbar. 

Zum Beweis beachte man, daB jede der drei Flichenkoordinaten, also 
insbesondere z (a, 8), der Darbouxschen Biegungsgleichung geniigt, die man 
mit den Christoffelschen Dreizeigersymbolen so schreiben kann: 


pei Ur} =— {2} #*) (Fe— {7} %=— ("2 |) 


(14) 
12 
— (ta— {1} %2—{'9 | #9) = Kle—28) — 48) —U— 20%) 
Das ist aber eine Differentialgleichung von dem oben behandelten Typus mit 
as 22 12), , j12 
sm —fn—[l B= Pate 


_ - ah 
RS Us ‘| 4 wt, 
AC— B—ED= K [(e — 22) (g —2z3) —(f —2.2,)*). 
Da K > 0 vorausgesetzt war und 


(e — 22) (g — 23) — (f —242%)® = (22 + yd) (a3 + y}) — (2a te + Yu Yp)* 
mes (Zu Yp _ Ix yu)" 


nach Voraussetzung in keinem Punkt von «* + 8? < 1 verschwinden kann, 
so gilt in a? + £*< 1 iiberall AC— B*’—ED>O. Es gibt also zu den 
vorgeschriebenen Randwerten z héchstens zwei Lésungen z (a, 8) der Biegungs- 
gleichung (14). Bekanntlich sind aber bei vorgegebenem Linienelement 
durch Angabe einer der drei Flachenkoordinaten die beiden anderen bis auf 
eine orthogonale Transformation zwischen ihnen eindeutig festgelegt, d. h. 
die geometrische Gestalt der Flache ist dadurch vollstandig bestimmt. Damit 
ist der behauptete Satz bewiesen. 


(Eingegangen am 3. 3. 1932.) 











Die Theorie der Automorphismenringe Abelscher Gruppen 
und ihr Analogon bei nicht kommutativen Gruppen’). 


Von 


Hans Fitting in Géttingen. 


Inhaltsii bersicht. 
Einleitung. 
I. Gruppentheoretische Grundlagen. 

§ 1. Die zugrunde gelezten ,,Gruppen“ (G, 5, K...). § 2. §R-Isomorphismen. 
§ 3. Automorphismen von 6. §4. Die grundlegenden Tatsachen iiber normale 
Automorphismen. 

II. Verallgemeinerte Ringe oder ,,Bereiche“. 
§ 5. Definition. § 6. Ideale. § 7. Direkte Idealsummenzerlegung. § 8. Nilpotente 
Ideale und Radikal. 

III. Erste Betrachtungen iiber den Automorphismenbereich einer Gruppe. 
§ 9. Einfiihrung des Bereichs YU aller normalen Automorphismen von ©. § 10. Die 
Elemente von &. §11. Ein Satz iiber multiplikativ abgeschlossene nilpotente 
Untermengen von &. 

IV. Direkte Idealsummenzerlegung des Automorphismenbereichs. 
§ 12. Einseitige Zerlegung. §13. Zweiseitige Zerlegung. §14. Struktur des 
Automorphismenbereichs direkt unzerlegbarer Gruppen. 

V. Matrizendarstellung und Radikal des Automorphismenbereichs. 
§ 15. Darstellung von & durch Matrizen. §16. Bestimmung des Radikals €. 
§ 17. Struktur der Restklassenbereiche nach dem ,,Kern“ Us und dem Durch- 
schnitt ©, des Kerns mit dem Radikal. § 18. Struktur der Automorphismen- 
bereiche ,,homogen zerlegbarer“ Gruppen. 


Einleitung. 


Vorliegende Arbeit bringt eine Neubegriindung der Theorie hyper- 
komplexer Systeme (allgemeiner beliebiger Ringe mit Doppelkettensatz), 
welche darauf beruht, daB ein solches System einerseits in bekannter Weise 
als verallgemeinerte Abelsche Gruppe (mit sich selbst als Operatorenbereich) 
andererseits — falls eine Eins existiert — als Automorphismenring dieser 
Gruppe aufgefaBt werden kann. 


1) Diese Arbeit hat in etwas speziellerer Gestalt im Juli 1931 der mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Fakultat der Universitat Géttingen als Inauguraldissertation 
vorgelegen. Fraulein E. Noether bin ich fiir mannigfache Ratschlige bei der Ab- 
fassung dieser Abhandlung zu gréBtem Dank verpflichtet. 
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Die Méglichkeit dieser doppelten Deutung fiihrt auf den Gedanken, die 
Betrachtung von vornherein nicht auf hyperkomplexe Systeme zu beschrinken, 
sondern die Theorie gleich fiir den Automorphismenring einer beliebigen 
verallgemeinerten endlichen Abelschen Gruppe (im folgenden kurz ,,Abelsche 
Gruppe“) zu entwickeln. Der allgemeine Ansatz hat den Vorzug, dab, weil 
bei ihm Gruppe und Automorphismenring auch auBerlich deutlich getrennt 
sind, der eigentliche Kern der Theorie klarer hervortritt, und auBerdem die 
gesuchten Struktursatze nicht nur mit den gleichen Hilfsmitteln in gréBerer 
Allgemeinheit, sondern auch begrifflich einfacher bewiesen werden kénnen. 

Als ein erstes Ergebnis dieser Arbeit stellt sich heraus, daB die wichtigsten 
Struktursitze hyperkomplexer Systeme auf die Automorphismenringe be- 
liebiger ,,Abelscher Gruppen“ iibertragen werden kénnen, obwohl gerade 
das nicht mehr zur Verfiigung steht, was im Spezialfall hyperkomplexer 
Systeme die Grundlage ist: der Doppelkettensatz, an dessen Stelle die 
(wahrscheinlich!) schwiachere Voraussetzung tritt, da8 nur in der Gruppe der 
Doppelkettensatz erfillt ist. 

Mit der Absicht, eine Theorie der Automorphismenringe Abelscher 
Gruppen zu entwickeln, haben wir aber noch nicht den allgemeinsten Fall 
ins Auge gefaBt, der im folgenden behandelt werden soll. Es zeigt sich namlich, 
daB fiir die zu beweisenden Struktursitze die Voraussetzung iiber die Vertausch- 
barkeit der Gruppenelemente ganz unwesentlich ist, wenn nur die Betrachtung 
auf hinreichend spezialisierte: der Bedingung (B-!- A- B) 0 = B-(A0)-B 
geniigende (,,normale*) Automorphismen beschrankt bleibt — mit anderen 
Worten, wenn die (absoluten) inneren Automorphismen mit in den Operatoren- 
bereich aufgenommen werden — und der Begriff ,,Ring“ durch einen etwas 
umfassenderen: verallgemeinerter Ring oder ,,Bereich“ ersetzt wird, welcher 
sich von dem eines gewohnlichen Ringes allein darin unterscheidet, da8 in 
einem Bereich Addition und Subtraktion bloB unter gewissen — in § 5 axio- 
matisch festgelegten — Bedingungen ausfiihrbar ist. Da nun bei der Behand- 
lung dieses allgemeineren Falles im iibrigen prinzipiell neue Schwierigkeiten 
nicht hinzutreten, sollen in dieser Arbeit zur Vermeidung unndétiger Wieder- 
holungen von vornherein beliebige (eventuell also auch nicht kommutative) 
verallgemeinerte Gruppen mit Doppelkettensatz fiir die Normalteiler (im 
folgenden kurz ,,Gruppen“) und die (nur!) aus den normalen Automorphismen 
dieser Gruppen gebildeten verallgemeinerten Ringe (Automorphismen- 
bereiche) betrachtet werden, hinsichtlich deren Struktur wir ebenfalls weit- 
gehende Ubereinstimmung mit derjenigen gewohnlicher hyperkomplexer 
Systeme feststellen werden. Selbst die etwas tiefer liegenden Satze iiber die 
Matrizendarstellungen hyperkomplexer Systeme und der Wedderburnsche 
Satz bleiben in ihrem vollen Umfang erhalten. Nur die Aussage iiber das 
Restklassensystem nach dem Radikal bedarf einer abschwiichenden Modi- 
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fikation, da der Begriff Restklassenbereich nur dann sinngema8 definiert 
werden kann, wenn das erzeugende zweiseitige Ideal bloB aus solchen Auto- 
morphismen besteht, welche die Gruppe auf eine Untergruppe des Zentrums 
abbilden. 

Fiir die Ausfiihrungen dieser Arbeit ist die Beschriankung auf die normalen 
Automorphismen von entscheidender Bedeutung, da die Satze I, II, Ill 
in §4, welche die wesentliche Grundlage fiir die ganze Theorie bilden, 
fiir nicht normale Automorphismen im allgemeinen nicht richtig zu sein 
brauchen. 


Bei Abelschen Gruppen ist der verallgemeinerte Ring der normalen 
Automorphismen mit dem gewdhnlichen Automorphismenring identisch, 
dessen Eigenschaften sich also aus den in dieser Arbeit bewiesenen Struktur- 
sitzen unmittelbar durch Spezialisation ergeben. Die gewiinschte Theorie 
der hyperkomplexen Systeme geht hieraus wieder durch eine weitere einfache 
Spezialisation in dem anfangs charakterisierten Sinne hervor. 

In zwei weiteren Arbeiten sollen einige Anwendungen der im folgenden 
entwickelten Theorie gegeben werden, welche sich teils auf die Gruppen-, 
teils auf die Idealtheorie beziehen. In der Gruppentheorie bestehen diese 
Anwendungen einerseits in einem neuen Beweis und einer Erginzung des 
bekannten Krull-Schmidtschen Satzes iiber die bis auf Normalisomorphie 
eindeutige direkte Faktorzerlegung einer ,,Gruppe“ (s. oben), wobei sich 
unter anderem auch fiir den von Speiser in seinem Lehrbuch: Theorie der 
Gruppen endlicher Ordnung (2. Aufl.) (§44) hervorgehobenen Dualismus 
zwischen Zentrum und Kommutatorgruppe eine einfache Erklarung ergeben 
wird — andererseits im Beweis mehrerer Satze tiber die Automorphismengruppe 
einer ,,Gruppe“, deren Struktur hierdurch wesentlich geklirt wird. In der 
Idealtheorie gelangen wir, nachdem auch fiir einseitige Ideale der Begriff 
Restklassenring definiert worden ist, zu einer Charakterisierung der Auto- 
morphismenringe beliebiger ,,Abelscher Gruppen“ als Restklassenringe nach 
einem ,,endlichen“*) (eventuell auch einseitigen) Ideal eines beliebigen Ringes 
(mit einer Eins), wodurch es méglich wird, in nicht kommutativen Ringen das 
Analogon zu der in kommutativen Ringen geltenden eindeutigen Zerlegung 
eines endlichen Ideals in das Produkt paarweise teilerfremder Primirkompo- 
nenten aufzustellen. Im Spezialfall des Polynombereiches einer Unbestimmten 
tiber einem Kérper ergibt sich hieraus eine idealtheoretische Begriindung 


der Theorie nicht kommutativer Kérper, die dem iiblichen Aufbau der Theorie 
kommutativer Kérper analog ist. 





*) Endlich nennen wir ein Ideal, wenn der Doppelkettensatz fir seine Oberideale, 
d.h. im Restklassenmodul gilt. 
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I. Gruppentheoretische Grundlagen. 


§ 1. 

Gegenstand der Betrachtung sind in dieser Arbeit durchweg kommutative 
oder nicht kommutative Gruppen mit oder ohne Operatoren*) (ver- 
allgemeinerte oder gewohnliche Gruppen), im denen als einzige einschrinkende 
Voraussetzung die Giiltigket des Doppelkettensatzes fiir die Normalteiler ge- 
fordert wird. Ist von Gruppen schlechthin die Rede, so sind immer solche 
von der eben gekennzeichneten speziellen Art gemeint. Unter ihnen sind 
die gewohnlichen endlichen Gruppen natiirlich als Spezialfall enthalten. 

Der geforderte Doppelkettensatz ist bekanntlich aquivalent mit der 
Voraussetzung, daB eine Hauptreihe Go, G,,...,G, existiere, in welcher 
die 1 Restklassengruppen ©,_,/6, (A= 1,..., 1) bis auf ihre Anordnung 
dem Typus nach (also auch in ihrer Anzahl) eindeutig bestimmt sind (Jordan- 
Hélderscher Satz*)). Die natiirliche Zahl | hei&t die Hauptreihenlinge von Gp. 

Bei den Begriffen ,,Untergruppe“, ,,vom gleichen Typus“ usw. sind die 
Operatoren immer mit zu beriicksichtigen. Insbesondere ist Isomorphie 
bzw. Homomorphie stets im Sinne der Operatorisomorphie bzw. -homo- 
morphie zu verstehen (vgl. v.d. W. Bd.I, § 39). 

Produkt $ und Durchschnitt D endlich vieler Untergruppen U,,..., U, 
einer Gruppe © bezeichnen wir mit $ = (U,,..., U,) (runde Klammern), 
D = [U,,..., U,] [eckige Klammern]}. Handelt es sich um direktes Produkt 
oder direkten Durchschnitt, so schreiben wir auch $ = U, x U,x ... xU,. 
baw. D = U, OU"... OU,. 


§ 2. 

§ und S seien zwei Gruppen, die zum selben Operatorensystem 2 gehéren. 

Jede operatorhomomorphe Abbildung von § auf eine Untergruppe S’ 
von K nennen wir einen $R-Isomorphismus. 

J sei ein solcher §8-Isomorphismus. Ist It = {A, B,C, ...} irgendeine 
Untermenge von §, so bedeutet M-J diejenige Untermenge M’ von &K, 
welche aus allen Elementen A’, B’,C’,... von & besteht, die bei dem Iso- 
morphismus J den Elementen A, B,C,... zugeordnet sind. M-J ist stets 
Gruppe, wenn das gleiche von M gilt. Ist in diesem Falle RK” irgendeine 
in R enthaltene Obergruppe von M-J (M-J CK” | K), so nennen wir die 
durch die Menge aller Zuordnungspaare A + A-J mit A EM definierte 
homomorphe Abbildung von M auf M-J den durch J ,,induzierten“ MR” 
— Isomorphismus. 

3) Uber Gruppen mit Operatoren orientiere man sich im Lehrbuch: Moderne 
Algebra von v. d. Waerden (im folgenden mit v. d. W. zitiert), Bd. I, § 38. 

4) Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- 
und Funktionenkérpern, Math. Annalen 96, § 10. 
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Wir unterscheiden echte und unechte, einstufige und mehrstufige $ R-Iso- 
morphismen: das erstere tun wir, je nachdem §-J = K oder H-J CR 
gilt, das letztere, je nachdem jedes Element A -J aus § - J einem oder mehreren 
Elementen aus § zugeordnet ist, d.h. aus 4-J = B-J fir alle A, Be § 
A = B folgt oder nicht folgt. Isomorphismen, die zugleich echt und ein- 
stufig sind, heiBen eigentlich, sonst uneigentlich. Ist H + K ein eigentlicher 
§8-Isomorphismus, so K +H ein eigentlicher & §-Isomorphismus, den 
wir mit J-* bezeichnen. 

Ein §S8-isomorphismus J zeigt das Bestehen einer Isomorphie zwischen 
einer Restklassengruppe §/' und einer Untergruppe &’ von & an. Ist J 
einstufig oder echt, so ist im ersten Fall § selber mit einer Untergruppe §’ 
von & isomorph, im zweiten R zu § homemorph. Die Existenz eines eigent- 
lichen §S8-Isomorphismus bedeutet, daB § und S isomorpli sind. 

Sind § und R Normalteiler ein und derselben Gruppe ©, so nennen 
wir die der Bedingung 
(I) (B-A-B)-J=B"-(A-J)-B BeG AEG 


geniigenden §S8-Isomorphismen normal5). Sie haben die Eigenschaft, jeden 
in § enthaltenen Normalteiler §’ von G wieder in einen Normalteiler 
§' - J =S8' von © iberzufiihren. 

Normale Isomorphismen kénnen auch als Isomorphismen schlechthin defi- 
niert werden, wenn man das Operatorensy stem der verallgemeinerten Gruppe 6 
durch Hinzunahme der inneren Automorphismen #, = A > B-!-A-B 
der durch Unterdriickung der Operatoren*) entstehenden gewdéhnlichen 
Gruppe 6 zu einem neuen System ( zulissiger, d. h. gegentiber der Gruppen- 
verkniipfung distributiver Operatoren erweitert und ©, §, R als Q-Gruppen 
betrachtet. Unter allen Isomorphismen sind also die normalen — und das 
ist der Grund fiir die gewahlte Benennung — gerade so ausgezeichnet, wie 
die Normalteiler von allen Untergruppen, nimlich dadurch, das erweiterte 
Operatorensystem 2 zu ,,gestatten“. 


§ 3. 
Ein © G-Isomorphismus (Fall 6 = § = SR) heiBt auch Automorphismus 
von ©. 
Im folgenden werden wir die Betrachtung fast ausschlieBlich auf die 
normalen Automorphismen @ von © beschrianken, welche dadurch aus- 


5) Auf die besondere Bedeutung der ,,normalen’’ Isomorphie wies u. a. auch 
K. Shoda hin in seiner Arbeit: Bemerkungen tiber vollstindig reduzible Gruppen 
(Journal of the Faculty of Science, University of Tokyo, Section 1, 2, Part. 7). 

*) Bei Beibehaltung der Operatoren brauchte @, eventuell kein Automorphismus 
zu sein. 





di 
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gezeichnet sind, da8 B-(B6@)-? mit allen Elementen von G6 vertauschbar 
ist, was insbesondere fiir echte normale Automorphismen @ daraufhinaus 
lauft, daB B-(BO)-* zum Zentrum von 6 0 = 6 gehért, d.h. die 0 zentral 
sind. Aus der Formel (1) folgt naimlich 

(Ia) (B-1- A- B) 0 = (B 0)- (A6) - (B®) 
oder 


I 


B-'.(A6)-B 


B-(B-10)-(A6)-(B6)- B 
fir alle A und B aus 6. 


Aé 


§ 4. 

Die besondere Bedeutung der normalen Automorphismen beruht auf 
den folgenden fiir unsere Theorie grundlegenden Tatsachen: 

Satz I. Jeder normale echte Automorphismus E von © ist zugleich 
einstufig, und umgekehrt jeder normale einstufige Aulomorphismus E’ von 
6 zugleich echt. Bei den normalen Automorphismen fallen also die 
Begriffe echt, einstufig und eigentlich einerseits, unecht, mehr- 
stufig und uneigentlich andererseits zusammen. 

Beweis. Folgt aus dem Jordan-Hélderschen Satz: E vermittelt eine 
Isomorphie zwischen einer Restklassengruppe ©/G’ von © und © selber, 
was aber, weil © /G’ und © dann die gleiche Hauptreihenlange haben miissen, 
nur geht, wenn ©’ die Einheitengruppe von 6, also E einstufig ist. Analog 
vermittelt E’ eine Isomorphie zwischen © und einem Normalteiler 6’ von 6, 
was aus demselben Grunde wie oben nur sein kann, wenn 6’ = 6, also E’ 
echt ist. 

Satz Il. Jeder normale Automorphismus 0 einer Gruppe © fiihrt 
zu einer direkten Produktzerlegung © = ©* xG**: die durch 0 erzeugte 
verallgemeinerte Peircesche Zerlegung von 6. 

(Es handelt sich um eine Verallgemeinerung der bekannten einseitigen 
Peirceschen Zerlegung bei hyperkomplexen Systemen, wenn diese als additiv 
geschriebene Abelsche Gruppen mit Operatoren aufgefaBt werden.) 

Beweis. Den ersten Normalteiler 6©* erhalten wir, wenn wir die ab- 
steigende Kette 6 2 G60 2> G0? 2... bilden, in der wegen des Doppel- 
kettensatzes von einem endlichen Index n an dauernd das Gleichheitszeichen 
gilt, und ©* = G0" setzen. Dabei bedeutet hier wie im folgenden immer 
# den durch die Zuordnungsvorschrift 0” = A - ((((A0) 0) 0) 0)...(»mal 
iteriert, s. §5) definierten Automorphismus von 6). 

Den zweiten Normalteiler 6** bekommen wir durch Zusammenfassung 
aller Elemente A** aus @, die der Bedingung A** 0" = E (Einheitselement) 
geniigen. 

Mit 0*, 0** mégen die durch 0 induzierten Automorphismen von 6* 
und @** bezeichnet werden. 
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Die beiden Normalteiler 6* und 6** haben nur das Einheitselement F 
gemein. Da nimlich mit 6* auch (0*)" einstufig ist, folgt aus A* + E£, 
aber € G*: A*O" = A*(0*)" + E(0*)" = E; also gehért A* gewiB nicht 
zu ©**. Wegen [G*, 6**] = (Z) gilt nun (G*, G**) = G* x G** C G. 
Wir beweisen jetzt, daB sogar G©* x G** = © gilt. A sei irgendein Element 
aus ©. Dann ist A0* ein solches aus 6*. Da mit 0* auch (0*)" echt ist, 
gibt es infolgedessen ein der Bedingung A 6" = A*(0*)" = A* 0" geniigendes 
Element A* € G*. Fiir A** = A - (A*)~ gilt also A** 0" = AO - (A* 0)" 
= E. Hieraus folgt, daB A** zu G** und A wegen A = A* - A** zu G* x G* 
gehért. Damit ist die Gleichung © = 6* xG** bewiesen. 

Satz Ill. Ist G = $x... X §, wrgendeine direkte Faktorzerlegung 
von © und 0,, ein normaler Automorphismus von G, welcher §,,..-, Hu—1, 
Hus, +--+ Hr auf das Einheitselement, §, aber auf eine Untergruppe von 
$, abbildet, so ist fir u+v GO,, stets eine Untergruppe des Zentrums 
von ©. 

Ist nimlich H, irgendein Element von §,, so gilt nach (Ia) 

H,~* - (A6,,) +H, = (H,-* 6,5) + (A Ou») - (HO) = A 6,,. 
Hieraus folgt, da8 A0,, immer zum Zentrum von §,, also auch zum Zentrum 
von © gehért. 


II. Verallgemeinerte Ringe oder ,,Bereiche“. 


§ 5. 

Die Automorphismen einer Abelschen Gruppe © bilden — falls man die 
Addition und Multiplikation zweier Automorphismen @ und J7 den Formeln 
(1) 6+27=A-—-(A0)-(ATT) baw. (2) 6-1T=A-—-(AO0)T 
gemaB ausfiihrt — in ihrer Gesamtheit bekanntlich einen Ring, den man den 
Automorphismenring von © nennt (vgl. v.d. W., Bd. I, § 38,). 

Etwas Analoges gilt nun auch fiir die Menge der Automorphismen nicht 
kommutativer Gruppen. Allerdings hat man hierzu den Begriff ,,Ring“ durch 
einen etwas umfassenderen: ,,verallgemeinerter Ring oder Bereich“ zu ersetzen, 
der zunichst abstrakt definiert und zur leichteren Orientierung und Ge- 
wohnung an das Neue ausfiihrlicher als fiir die unmittelbaren Zwecke dieser 
Arbeit nétig betrachtet werden soll. 

Ein Bereich’) ist beinahe ein Ring. Von allen Axiomen, welche bei einem 
Ring postuliert werden, fehlt nur eines: das Axiom der unbeschriinkten Addier- 
bzw. Subtrahierbarkeit. An seine Stelle treten fiinf schwiichere Forderungen: 
a) Nur in speziellen Fallen kénnen n GréBen zu einer Summe addiert werden. 
Man hat also zwischen Kombinationen ,,addierbarer“ und ,,nicht addierbarer“ 


7) Das Wort ,,Bereich hat also in dieser Arbeit nicht wie iiblich die allgemeine 
Bedeutung einer beliebigen Menge. 








-~ ~_ *. ee 
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GréBen zu unterscheiden. b) m GréBen sind stets dann und nur dann addier- 
bar, wenn sie es paarweise sind. c) Sind a,b,... addierbar, und jedes der 
Elemente a,b,... wieder als Summe darstellbar, so existiert die Summe 
aller Elemente. In Formeln: Ausa = a,+...+a4,, b=6,+... +y, .. 
folgt, daB mit a+6+... auch a+...+4,+6,4...4+5)4+... 
existiert. d) Die Summe addierbarer Gréfen ist durch diese eindeutig be- 
stimmt; insbesondere gilt das assoziative und kommutative Gesetz. e) Zu 
jedem geordneten GréSenpaar a, b gibt es entweder keine oder nur eine die 
Gleichung a +- z = 6 lésende Differenz 6 — a; im letzten Fall heiBt a von b 
, subtrahierbar“. 

Zur Vermeidung eines naheliegenden Irrtums werde hervorgehoben, 
daB auf Grund der Forderungen a) bis e) die GréBen eines Bereichs bei 
additiver Verkniipfung nicht etwa ein kommutatives Gruppoid bilden. 

Da definitionsgem&B alle iibrigen Ringaxiome gelten, so ist die Multi- 
plikation unbeschrinkt und eindeutig ausfiihrbar, assoziativ und gegeniiber 
der Addition, also auch der Subtraktion, soweit beide Operationen méglich 
sind, beiderseits distributiv: Mit a,,...,a, sind auch ba,,...,ba, und 
a,6,...,@,6 atets addierbar und die beiden Gleichungen 6 (a, + ...-+ a,) 
= ba,+...+ ba,, (a4, +...+4,)6 =4,64+...+ 4,6 erfillt. 

Bei der spateren Betrachtung von Automorphismen einer Gruppe werden 
nur solche Bereiche vorkommen, in denen eine zu allen a addierbare ,,Null“ 
(a + 0 = a) und eine ,,Eins“ (1- a = a- 1 = a) vorhanden ist. Die Existenz 
einer Null und einer Eins soll darum von nun an auch in den Bereichen 
unserer abstrakten Uberlegungen immer vorausgesetzt werden. Es hat dann 
einen Sinn von ,,Einheiten“, die in ihrer Gesamtheit die ,,Einheitengruppe“ 
bilden, von ,,Nullteilern“, ,,idempotenten‘ GréBen usw. zu reden. Den Begriff 
nilpotent“ definieren wir gleich allgemein fiir eine Menge von GréBen: 
Wir nennen eine Untermenge eines Bereichs nilpotent, wenn fiir eine hin- 
reichend groBe, natiirliche Zahl n jedes Produkt aus n GréBen dieser Menge 
verschwindet. 

Ein Ring ist offenbar stets ein Bereich. Umgekehrt ist aber ein Bereich 
nur dann ein Ring, wenn er neben Null und Eins auch — 1, d. h. die Lésung 
der Gleichung 1+ 2=0 enthilt. Es gilt nimlich 1-a+ (—1)-a =O, 
woraus b +- (1-a-+ (—1)-a) = 6 folgt. 6 ist also zu 1- a = a stets addier- 
bar und die Gleichung a+ 2 = fiir jedes geordnete Paar a,b durch 
z= 6+ (—1)-a lésbar. 


§ 6. 
Ein deal eines Bereichs ® ist eine solche Untermenge von ®, welche 
mit jedem Paar addierbarer GréBen a,b auch die Summe a + 6 und mit a 


das Produkt ra bzw. ar enthilt, wo r belicbig aus R entnommen wurde. 
Mathematische Annalen. 107. 85 
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Hinsichtlich der Differenz wird keine Forderung aufgestellt. Ist der Bereich 
speziell ein Ring, so geht der hier gegebene Idealbegriff in den iiblichen iiber, 
da dann mit a,b auch a + (—1)-6, also die Differenz auf Grund unserer 
Postulate automatisch mit zum Ideal gehért. Die Unterscheidung in Links-, 
Rechts- und zweiseitige Ideale ist die iibliche. 

Zwei Ideale a und a’ heiBen (operator-) isomorph, wenn jedem a aus a 
umkehrbar eindeutig ein a’ aus a’ so zugewiesen werden kann, daB 1. jedem 
Paar addierbarer GréBen a,b ein ebensolches a’, b’ und die Summe a’ + }’ 
der Summe a + 6 zugeordnet ist, 2. aus a +a’ fiir jedes r aus R ra > ra’ 
bzw. ar > a'r folgt. 

Wie in Ringen ist natiirlich der Durchschnitt [a,, ..., a,] beliebig vieler 
Links- bzw. Rechtsideale a,,...,a, wieder ein Links- oder Rechtsideal. 
Das gleiche gilt von Produkt und Summe. Das Produkt a, - . . .- a, ist hierbei 
definiert als die Gesamtheit der Summen der Glieder aller Komplexe 


nop Wile * 000 © Gh ons 

die aus endlich vielen addierbaren Produkten a,-...-a, mit a, €a, besteht, 
die Summe (a,,...,@,) als die Mengen der Summen a,+ ...+ a,, wo 
(a,,...,@,) alle Kombinationen addierbarer GréBen mit a, € a, durchliuft. 
Letzterer heiBt direkt, wenn jede GréBe 6 €(a,,...,a,) sich eindeutig als 
Summe von der Gestalt b=a,+...+ a, mit a,€a, darstellen laBbt. 
Nicht gefordert wird, daB bei einer direkten Idealsumme a, + ...+ a, 
jede Kombination (a,, ...,@,) addierbar sei. 


§ 7. 

Fiir die direkten Idealsummen, welche dem Einheitsideal, d.h. dem 
Bereich selber gleich sind, bestehen dieselben Sitze wie fiir die entsprechenden 
Idealsummen der Ringtheorie *): 

a) Ist 
(1) R=—a,+...+a, 
eine direkte Idealsummenzerlegung eines Bereichs ® in Rechts- bzw. Links- 
ideale und dabei 
(2) l=e¢+...+¢e 


so gelten, wie aus 


8? 


Cg = Cg(€, +... + €y) = €p€, + ... + Cage, 
bzw. 
Cg = (€, +... + Cs) Og = lg t+ ..- + gly 


*) Die entsprechenden Satze der Ringtheorie sind z. B. in der Arbeit von E. Noether: 
Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie, Math. Zeitschr. 30, §§ 9, 10, 11, 
bewiesen. 
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hervorgeht, die ,,Orthogonalitatsrelationen“ 


(3) ek =e, eye; = 0. 

AuBerdem ist 

(4) a; = egR bzw. Reg, 

da wegen (2) die Formel 

(5) R = (e, KR, ..., €,R) bzw. (Re, ..., Re,), 


wegen (3) sogar 
(6) R=—e4R+...+6¢R bzw. Re, +... + Re, 


gilt, woraus in Verbindung mit e,® c a, bzw. Re, C a, die Behauptung (4) 
folgt. 

b) Ist umgekehrt (2) irgendeine Darstellung der Eins als Summe solcher 
GréBen, fiir welche die Orthogonalititsrelationen (3) erfiillt sind, und setzt 
man gemaiB (4) Re, = a, oder e,R = a,, so erhalt man immer eine Zer- 
legung (1); denn aus (2) folgt zunachst (5), aus (3) dann sogar (6). 

c) Aus jeder Rechtsdarstellung R = 1,4 ...+1,=—e,R+...+¢,R 
ergibt sich immer eine Linksdarstellung R = 1,-+ ...+ 1,= Re, + ...+ Re,. 

d) Zweiseitig sind die Ideale a,,...,a, einer Zerlegung (1) stets dann 
und nur dann, wenn die zugehérigen Komponenten e, der Eins [s. (2)] dem 
»Zentrum“ angehéren, d.h. mit allen a aus R multiplikativ vertauschbar 
sind; es gilt nimlich a = ae,+ ...+ae,=¢a+...+¢,a. Wie in 
Ringen entsprechen also die zweiseitigen direkten Summenzerlegungen eines 
Bereichs denen des Zentrums umkehrbar eindeutig. 

e) Aquivalent mit der unter d) gegebenen Bedingung fiir die Zweiseitig- 
keit der Ideale a,,..., a, einer Zerlegung (1) ist die, daB die Orthogonalitits- 
relationen (3) nicht nur fiir die Komponenten der Eins, sondern fiir die Ideale 
selber gelten: 


(3’) aj = ay, a,°a, => (a = T). 


In der Tat ist zunichst 
Ra, = (a, +... + as) A, = ag, a, R = a, (a, + ...+ a,) = a, 


und damit bewiesen, daB die Bedingung hinreichend ist. Die Notwendigkeit 
der Bedingung geht aus 

(4’) a, = e,R = Re, 

hervor. 

f) Fordert man, daB die Ideale a, einer Zerlegung (1) zweiseitig und 
zweiseitig direkt unzerlegbar sind, so sind sie, wenn iiberhaupt vorhanden, 
absolut eindeutig bestimmt. Der Beweis hierfiir verliuft genau so wie beim 
entsprechenden Satz der Ringtheorie. 


35* 
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§ 8°). 

Die nilpotenten Ideale eines Bereiches, in denen definitionsgemaB fiir 
ein hinreichend groBes n jedes Produkt aus n Faktoren verschwindet, kénnen 
natiirlich mit Hilfe des oben definierten Idealproduktes auch dadurch charak- 
terisiert werden, daB eine geniigend hohe Potenz von ihnen, z. B. die n-te, 
das ,,Nullideal“ ist. Gibt es unter ihnen ein maximales, welches von keinem 
anderen nilpotenten Ideal umfaSt wird, so soll es ,,Radikal“ des Bereichs 
heiBen. Da mit zwei Idealen immer auch deren Summe (gréBter gemein- 
samer Teiler) nilpotent ist, kann in einem Bereich, wenn iiberhaupt, nur ein 
einziges Radikal enthalten sein. Die gleiche Uberlegung zeigt, da8 ein Bereich 
mit Teilerkettensatz (Maximalbedingung) sicherlich stets ein Radikal besitzt. 

Sind, abgesehen vom Einheitsideal alle zweiseitigen Ideale nilpotent, 
so heiBt der Bereich primar™) und vollstandig primar’) dann, wenn dieselbe 
Bedingung fiir jedes vom Einheitsideal verschiedene (also auch einseitige) 
Ideal erfiillt ist. 


Ill. Erste Betrachtungen tiber den Automorphismenbereich einer Gruppe. 
§ 9. 

Die Bedeutung der im vorigen Abschnitt definierten Verallgemeinerung 
des Ringbegriffs fiir die Gruppentheorie wird daraus ersichtlich, da8 die 
normalen Automorphismen einer Gruppe © in ihrer Gesamtheit einen 
Bereich '"): ,,Den Automorphismenbereich &“ von © bilden. Addition und 
Multiplikation werden im Sinne der Formel (1) und (2) (§ 5) ausgefiihrt, die 
Addition aber nur dann (und stets dann), wenn fiir die Automorphismen 
6,,..., 9, die Addierbarkeitsbedingung erfiillt ist, da8 die Gruppen 
GO,,...,66, zu je zweien elementweise miteinander vertauschbar sind. 

Die Absicht der weiteren Ausfiihrungen geht dahin, die Struktur des in 
diesem Paragraphen definierten Automorphismenbereichs einer beliebigen 
Gruppe im einzelnen zu untersuchen. 


§ 10. 


Der ,,Nullautomorphismus P, = A - E“ (welcher jedem Element A 
aus & das Einheitselement E aus © zuweist) ist — wie aus der Definitions- 





*) Hinsichtlich der Ausfaihrungen dieses Paragraphen vergleiche man z. B. v. d. W. 
Bd. Il, § 114. 

1) In der Ringtheorie gehen die Begriffe ,,primar“ und ,,vollstandig primar“ auf 
E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Abhandl. des math. Seminars der 
Universitat Hamburg 5, 8. 256, zuriick. 

11) Das gleiche gilt natirlich auch fir alle Automorphismen; dieser umfassendere 
Bereich soll aber, da in ihm die wesentlichsten Struktursitze unserer Theorie nicht 
gelten, ganz unberiicksichtigt bleiben. 
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gleichung 6 + /] = A + (A@)-(AI/) fiir /7 = P, unmittelbar hervorgeht — 
die Null,’ der ,,identische Automorphismus P, = A + A“ die Eins des 
Bereichs YU. Da — P, = A > A-' nur fiir abelsche Gruppen einen (direkten) 
Automorphismus darstellt, ist & nach der Bemerkung am Schlu8 von §5 
stets dann und nur dann Ring, wenn © abelsch ist. 

Satz 1. Der multiplikative Charakter eines beliebigen normalen Auto- 
morphismus @ bestimmt sich aus der von 6 erzeugten Peirceschen Zerlegung 
© = 6*xG** und den durch 6 induzierten Automorphismen 6*, 6** 
bew. von G* und G**: 6 ist im Automorphismenbereich stets dann und nur dann 

(a) Einheit, wenn ©* = G6, G** = (EZ); 

(b) Nullteiler, wenn G* c G, G** + (E); 

(b’) nilpotent, wenn ©* = (EZ), G** = G; 

(b’’) idempotent, wenn 0* = Pf (identischer Automorphismus von ©*, 

6** = P>* (Nullautomorphismus von G**) ist. 
Im Automorphismenbereich einer Gruppe gibt es also nur Einheiten und Null- 
teiler, von denen die ersteren mit den eigentlichen, die letzteren mit den uneigent- 
lichen Automorphismen zusammenfallen. 

Beweis. Im Fall (a) ist 6 eigentlich, die Gleichung X9 = 0X = P, 
fir X = 0-1 lésbar, also 6 Einheit. 

Im Fall (b) sei k die kleinste der Bedingung 6** (6**)' = (Z) geniigende 
(jedenfalls positive!) ganze Zahl. Die Zuordnung /7 = A* - A** + A**(6**)*-1 
ist ein Automorphismus von ©, welcher von P, verschieden ist und die 
Gleichung 6 -J7 = JT - 6 = Py erfiillt. Im Fall k = 1 bedeute (6**)'-! = (0**)° 
in naheliegender Weise den identischen Automorphismus von 6**. 

In den beiden letzten Fallen (b’) und (b”’) sind die Behauptungen unseres 
Satzes unmittelbar einleuchtend. 

Additiv sind im Automorphismenbereich die sogenannten ,,Zentrums- 
automorphismen von 6“ besonders ausgezeichnet, welche © auf eine Unter- 
gruppe des Zentrums abbilden; fiir diese gilt nimlich 

Satz 2. Die Zentrumsautomorphismen einer Gruppe und nur diese sind zu 
allen anderen Automorphismen addierbar. Sie bilden in ihrer Gesamtheit, die 
wir mit U3 bezeichnen wollen, einen Ring und zugleich ein zweiseitiges Ideal 
des Automorphismenbereichs U. Letzteres beruht darauf, da alle normalen 
Automorphismen jedes Element Z des Zentrums wieder auf ein Element Z’ 
des Zentrums abbilden, was aus Z0 = (B--Z- B) 6 = B-!-(Z6)- B hervor- 
geht. 

Wir nennen M3 den Kern des Automorphismenbereichs. Fiir die im 
Kern enthaltenen zweiseitigen Ideale 8 c M3 kann der Begriff ,,Restklassen- 
bereich in gewohnter Weise eingefiihrt werden, was im allgemeinen Fall nicht 
moglich ist. 
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§ 11. 


Nach § 5 heiBt eine beliebige Untermenge des Automorphismenbereichs % 
einer Gruppe nilpotent, wenn fiir ein hinreichend groBes n jedes Produkt 
aus n Elementen dieser Menge verschwindet. In diesem Paragraphen werden 
wir zeigen, daB eine multiplikaiiv abgeschlossene Untermenge von & schon 
dann nilpotent ist, wenn alle ihre Elemente nilpotent sind. Das Verfahren, 
das wir zum Beweis dieser Behauptung anwenden werden, ist einer Arbeit 
des Herrn Levitzki: Uber nilpotente Unterringe, Math. Annalen 105, entlehnt, 
wo der speziellere Satz bewiesen wird, daB alle nur aus nilpotenten Elementen 
bestehenden Unterringe eines Ringes 0 mit Doppelkettensatz selber nilpotent 
sind. Die Ubertragung der Levitzkischen Uberlegung auf den hier vor- 
liegenden allgemeineren Fall besteht darin, daB der Ring o durch die Gruppe 6, 
die Rechtsideale r in 9 durch die Normalteiler U in G, die bei Levitzki vor- 
kommenden GréBen a,,...,a, aus o durch s normale Automorphismen 
6,,..., 4, von © ersetzt werden. s bedeutet in diesem Paragraphen durchweg 
eine natiirliche Zahl, welche nicht kleiner ist als die Hauptreihenlinge | 
von ©. Alle vorkommenden Untergruppen und Automorphismen sind 
beziiglich © normal. 

Hilfssatz 1. U sei irgendein Normalteiler von G. Gilt fiir s normale 
Automorphismen 6,,...,6, von © die Beziehung U0,2£U (o = 1,...,8), 
so besteht dieselbe Relation fiir jedes Produkt 0, = 9, *..°Oq,, dessen 
Faktoren nur dem System S = (6,,...,6,) entnommen sind (U6;5 U); 
es gilt nimlich U2 UG,, 2 UG,, 04, > U4,,9,,94,2.-. 

Hilfssatz 2. Ist fiir die Untergruppe U und die s Automorphismen 
6,,..., 6, neben der Voraussetzung des ersten Hilfssatzes noch die weitere Be- 
dingung U0,- 0,_,-...+ 0, = U + (E) erfiillt, so gibt es einen von der Einheits- 
gruppe (E) verschiedenen Normalteiler U' von ©, welcher der Relation 
u2wW2(u's,,..., UW O,) [> U + (EZ) geniigt. 

Beweis. Man setze U, =U, U, = (U,_,4,,..., U,_,9,) und erhilt 
eine absteigende Kette U,2 U, 2U, =... 2U, 2 U+ (A), in der wegen 
des Jordan-Hélderschen Satzes fiir n< 1<s wenigstens eine Gleichung 
U, = U,,, erfillt ist. Fir u’ = u,, gilt dann die Behauptung. 

Hilfssatz 3. Besteht zwischen den s normalen Automorphismen 6,, . . ., 9, 
und einem Normalteiler U' + (E) von © die Beziehung U' = (U' 6,, . . ., UW’ 4,), 
so kann man entweder ein 6, angeben, fiir das U' 6, = W' ist, oder, wenn das 
nicht méglich ist, s andere normale Automorphismen 6;,..., 0,, die nur durch 
Multiplikateon aus den 6,,..., 9, hervorgehen und eine von der Einheitsgruppe 
(2) verschiedene echte Untergruppe U" von WU’ so _ bestimmen, daf 
(UW 6;,...,U" 6.) = U" CW erfiillt ist. 

Beweis. Zunichst stellen wir fest, daB wir aus den Automorphismen 
6,,..., 6, eine Folge F = 6;,, 0;,, 9;,,... bilden kénnen, bei der fiir jeden 
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endlichen ,,Abschnitt™ 6; , 0;,,,,..-, 9j,,,,— der also mit einem beliehigen 


Element der Folge beginnen kann — die Beziehung U’6;,, -...-0;,., 
-6;, + (2) gilt. Zu ihrer Konstruktion verwenden wir ein rekursives Ver- 
fahren: Wir beginnen mit einem beliebigen der Bedingung U’0;, + (2) 
geniigenden Automorphismus 6,,, welcher unter den 6,,...,9, gewiB exi- 
stiert, da sonst die Voraussetzung U’ = (U'6,,..., U’'0,) + (EZ) nicht be- 
stehen kénnte. Nachdem die u ersten Glieder von F gewiahlt sind, greifen 
wir aus den @, einen solchen Automorphismus 0; heraus, fiir den 


u+1 


W’O;,.,°-++* 9;, = (BZ) ausfallt, was mdglich ist, weil aus (U'6,,. .., U’0,) 
= UW’ + (E£) durch Multiplikation mit 6;,-... -6;, die Relation 
(u’ fy ' 95, ee a 95,5 ee u’ ,: 4;, r Mee 6;,) —_ u’ M5, “ 6;,, Ose 6;, - (E) 


folgt. Das Verfahren kann offenbar beliebig lange fortgesetzt werden. Die 
dabei entstehende Folge F ist in der Tat eine solche von der verlangten Art. 
In der Folge F wihlen wir jetzt s aufeinander folgende Abschnitte 


Bn Opa nae 0 Of) ++ My eG net 


Jug Jug +1? Iu, yh 
welche alle mit demselben Glied 0; =... = Oj, = 4, beginnen; es ist 
dies méglich, da mindestens einer der Automorphismen 6, mehr als s mal in 
der Folge F auftreten muB. Nach Hilfssatz 1 kénnen wir nun auf U’ und 


die s Automorphismen 4; = PT ;,,. _, "9; (Produkt der Glieder 
des o-ten Abschnittes in umgekehrter Reihenfolge) den Hilfssatz 2 an- 
wenden, wodurch wir eine von (£) verschiedene Untergruppe UW” von WU’ 
erhalten, fiir die (U’’0;, ..., UW’ 0.) = UW” gilt. U” ist aber nicht nur in U’, 


sondern schon in U'@, enthalten. Setzt man nimlich zur Abkiirzung 


{ a 0.229; _, firu,,+1+ 4, 


Ila = siciaithae! 
| P, fiir u—,+l = %,, 
so wird 

UW’ 77,5 7,Sw 

uw’dg SW, Sw, 

yu’ = (U" 4,, ..., UW’ O,) SW o£. 

Die beiden Méglichkeiten U'6,=U' und U’'0,c UU’ entsprechen der 
Alternative unseres Hilfssatzes. 





Hilfssatz 4. Aus s Automorphismen, die den Voraussetzungen der ersten 
beiden Hilfssiitze geniigen, kann man nur durch Multiplikation stets einen 
nicht nilpotenten (normalen) Automorphismus IT ableiten. 

Beweis. Zunichst bestimmen wir nach Hilfssatz 2 den Normalteiler U’. 
Hierauf wenden wir den Hilfssatz 3 auf U’ und 0,,..., 0, an, dann auf U” 
und @;,..., 0; usw. In diesem Sinne fortfahrend erhalten wir eine Teiler- 
kette 
fo'akt”’ 2... Pap 
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Solange der erste Fall des Hilfssatzes3 nicht eintritt, kénnen wir nach 
Hilfssatz 3 eine echte Untergruppe U“+” + (#) von U finden. Fiir ein 
gewisses t: 1< ¢< 1! muB dieser Fall aber einmal eintreten, da sonst 
u’'>...2 U+» gelten wiirde, was nach dem Jordan-Hélderschen Satz 
nicht sein kann. Dann ist aber U - 6 = U, also/7 = 0 nach Satz 1 (b’), 
§ 10 sicherlich nicht nilpotent. Da nun //7 nur durch Multiplikation aus 
6,,...,9, entsteht, ist hiermit die Behauptung bewiesen. 

Satz 3. Jede multiplikatw abgeschlossene, nur aus nilpotenten Elementen 
bestehende Untermenge des Automorphismenbereichs einer Gruppe ist selber 
nilpotent: Jedes Produkt aus s GréBen dieser Menge verschwindet, wenn s hin- 
reichend groB, z. B. nicht kleiner als die Hauptreihenlinge von © gewihlt wird 
(vgl. § 5). 

Beweis. Ware fiir s Automorphismen 9,, . . ., 0, aus der zu betrachtenden 
Menge MW 0,-0,_,-...°0, + Py, dh. GO,...0,+ 2, so konnte man 
aus 0,,..., 0, nur durch Multiplikation ein nicht nilpotentes /7 aus M ableiten 
(s. Hilfssatz 4), welches laut Voraussetzung in & nicht existieren kann. Fiir 
U ist G selber zu wihlen. 


IV. Direkte Idealsummenzerlegung des Automorphismenringes. 
§ 12. 
Satz 4. Zwischen den direkten Produktzerlegungen einer 


Gruppe © und den direkten Idealsummenzerlegungen ihres Auto- 


morphismenbereichs besteht eine umkehrbar eindeutige Korre- 
spondenz: 


A. Jede direkte Produktzerlegung von ©: 


(I) © = §,x..-xDs 
fiihrt zu einer direkten Summenzerlegung von U: 
(I’) M=%WH,+...+ 4H, =H,A+...+H,4. 


In thr ist H, der idempotente Automorphismus H, = H,-...-H, > H,, 
welcher jedem Element A aus © seine §,-Komponente zuordnet. UH, be- 
steht aus allen der Bedingung G0, < §, geniigenden Automorphismen 0,, 
HW aus allen der Bedingung (H, x... Ho-1 X Ho41 X-- - XH.) Te = (B) 
gentigenden Automorphismen IT, von ©. 

B. Umgekehrt fiihrt jede Darstellung von & als direkte Summe von Links- 
bzw. Rechtsidealen: 
(IT) A= 2i+...+ (bzw. Ri + ... +R), 
bei der etwa Py = Hi+...-+ Hi sein mége, zu einer direkten Produki- 
zerlegung von @: 
(if’) 6 = $1x...xH 
wenn $. = GH; gesetet wird. 














Automorphismenringe Abelscher Gruppen. 529 


C. Bet Anwendung des Teiles B auf A kommt man von (I') auf (1), bei 
Anwendung des Teiles A auf B von (II’) auj (II) zuriick. Es ist also 
(IIT) §$=G6H, GT=Ah, R=—HG. 

Beweis. A. Aus der Definition der H, folgen die Orthogonalitits- 
relationen 
P, fir w+ » 
H, fir «=» 
Nach §7,b) ergibt sich hieraus die Relation (I’). 

Aus 66, & §, folgt fiir jedes A aus © AO, = AOD,H, und hieraus 
0, = 0,H, oder 06,€%H,. Umgekehrt gilt fiir jeden Automorphismus 
AH, €XMH, GAH, £&Hse. 

Fiir jedes A = H, -...-H, aus © gilt einerseits (H,-...-H,)/7, =H, Il, 
= H,H, 7], = (A,-...-H,) He lT,, also 17, = Ho lT,, andererseits fiir 
jedes H, A aus H, W 

(G1 x. . -XHe1 XBe4a X--- XG.) He A = (B). 

B. Die Gleichung P, = H; + ...+ H; beweist G6 = (GHi,..., GH), 
das Bestehen der aus (II) folgenden Orthogonalitiatsrelationen 
— P, fir u + » 

(3) Ha Hs = | Hi fir p= » 
(vgl. §7,a) sogar © = GH, x...xGHi. 

C. Die erste Behauptung des Teiles C unseres Satzes folgt (nach Satz 5 B) 
aus P,; = H,+...+H, und GH, = §,, beim Beweis der zweiten 
schlieBen wir so: Wegen der Gleichungen §; = GH: gilt H,-...-H; + Hz 
= Ai H,:...:4; H; + At Hz, wegen der Orthogonalititsrelationen (3) 
(A; Hi: ...+ 4: Hy) He = 4: He, d. h. A; Hi-...- 4; He > 4 He = He 
oder H,-...-H; + H} = H;}. Nach Satz 5A ist darum A= WAH; +... 
+ UM H;, woraus wegen 2; > WH, schlieBlich 2; = WH, folgt. 

Satz 5. Bei jeder direkten Idealsummenzerlegung von U sind Elemente ver- 
schiedener Ideale stets addierbar. 

Beweis. a) Bei einer Zerlegung in Rechtsideale M = H, A+ ...+ H,U, 
der etwa die Gruppenzerlegung © = §, x...x, im Sinne des Satzes 4 
entsprechen mége, sei H,@ eine GréBe aus H,W, H,/7 eine solche aus H, W. 
Wir setzen H, 9 = H,9(H,+...+H,) = He? H,+...+H,0 H, und 
dementsprechend H,/J7 = H-J7H,+ ...+H,J7H, Fir o+x und 
t + A geniigen die Automorphismen H,- 0-H, und H,-/7-H, den Voraus- 
setzungen des Satzes III, § 4, demzufolge H,@ H, und H, /7 H, dem Kern U3 
von & angehéren, also stets addierbar sind. Da aber wegen o + t, H, 9H, 
und H,/7H, ebenfalls addierbar sind, gilt dasselbe auch von den Summen 


H,9H,+...+H.9H, = H,0; H-JTH,+...+HeJTH, = HJ. 


() H,H, = und (2) P,; =H, +...+H,. 
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b) Ein entsprechender Beweis ist auch bei den Zerlegungen in Links- 
ideale méglich, doch ergibt sich hier die Behauptung einfacher unmittelbar 
aus Satz 4. 

Durch Satz 5 unterscheiden sich die direkten Idealsummenzerlegungen 
der Automorphismenbereiche wesentlich von denen der allgemeinen Bereiche 
unserer abstrakten Uberlegungen in Abschnitt II, bei denen eine entsprechende 
Aussage nicht gemacht werden konnte. 


Satz 4a. Die Ideale YH, und H, A des Satzes 4 sind stets dann und 
nur dann direkt unzerlegbar, wenn die ,,2ugehdrige Untergruppe §, direkt 
unzerlegbar ist. 

Beweis. Auf Grund des Satzes 4 ergibt sich aus jeder echten Zerlegung 
WH, = HH” + AH” eine echte Zerlegung §, = GH, = © H® x 6H”, 
da wegen H\” +P, und H’+ P, auch GH) + (Z) und GH” + (EB) 
ist, umgekehrt aus jeder echten Zerlegung $, = $5’ x. eine echte Zer- 
legung MH, = MHS + WH; denn mit §° +(E£), Hy + (B) ist 
Hy +P, und Hi? + P, also auch MHS” + (P,), WH’ + (P,). 

Satz 4b. Bei zwei (verschiedenen oder eventuell auch gleichen) direkten 
Summenzerlequngen des Bereichs U: 


MW = WH, +...+ 4H, = WHi+...+ WH; 
=H,4+...+HW=Hi4+...4+ HY, 


denen wm Sinne des Satzes 4 die direkten Produktzerlegungen der Gruppe 
G = §,x...KH, = HX... H; entsprechen mégen, sind zwei Ideale 
WH, und UH; bew. H, UA und H; UW stets dann und nur dann operatorisomorph, 
wenn die zugehdrigen Gruppen §, und §, isomorph sind. 

Beweis. J,, sei irgendein §, §;-Isomorphismus. Dann ist die Zuordnung 
H,-...*H, + H,J., ein Automorphismus 0,, von © und die Zuordnung 
XH, > XHoz Oox, wo X alle normalen Automorphismen von © durchlauft, ein 
%H,, %H,-Operatorisomorphismus , 

Ist J,, eigentlich, so auch J,,. Bezeichnet man nimlich den Auto- 
morphismus H;-...-H; + H; Jz} von G© mit 0;,, so ist J,, echt, weil 
unter den XH, 0,, auch 0;,H,0.. = H:, also auch jedes X H; vorkommt, 
einstufig, weil aus X H,0,: = Po folgt X Ho 90.910 = X Ho = Py. 

Umgekehrt laBt sich zeigen, daB mit J,, auch J,, eigentlich ist. Es 
sei H; J} = 0,., also auch 


He = (Hidet) Joc = HeOreOer, He = (Hedoc) Jot = Holes Dre. 
Fiir jedes Element H; aus §, gilt A; Hi 0.4 00e = Hi Hi 0.0 Jo, = Hi, 
infolgedessen ist, weil H, H: 0.4 zu §, gehért, J,, jedenfalls echt. Da 
ferner aus H, J,, = H,0o. = E He 9:4. = E=H, folgt, ist J,, auch 
einstufig. 
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Eine Zusammenfassung der Resultate dieses Paragraphen fiihrt zu 

Satz 6a. Der Automorphismenbereich einer Gruppe lapt sich 
bis auf Operatorisomorphie eindeutig als direkte Summe direkt 
unzerlegbarer Links- bzw. Rechtsideale darstellen. Jede dieser 
Darstellungen geht in der in Satz 4 beschriebenen Weise aus einer ,,entsprechen- 
den“ (nach dem Krull-Schmidtschen Satze ebenfalls bis auf Isomorphie ein- 
deutigen) Zerlegung der Gruppe in das direkte Produkt direkt unzerlegbarer 
Untergruppen hervor. 

Zusatz. Nennt man zwei Links- bzw. Rechtsideale konjugiert, wenn sie 
vermége eimes inneren Automorphismus X + E-1XE von UM, d.h. durch 
Transformation mit einer Einheit E ineinander tibergehen, so kann man die 
Eindeutigkeitsbehauptung des Satzes 6a auch in der Form aussprechen, dag 
die bei der Zerlegung dieses Satzes auftretenden Ideale bis auf konjugierte, die 
Zerlegungen selber also bis auf innere Isomorphie eindeutig bestimmt sind. 

Beweis. AH—=AH,+ ...+ MH, = AH, + ...-+ WH, seien zwei Dar- 
stellungen von & als direkte Summe direkt unzerlegbarer Linksideale, denen 
im Sinne des Satzes 4 die Gruppenzerlegungen © = §, x...xXH, = HX... 
x; entsprechen mégen. Geht von diesen die zweite aus der ersten durch 
den nach dem Krull-Schmidtschen Satze existierenden eigentlichen Auto- 
morphismus E in der Weise hervor, daB §;E = §,, gilt, so wird E-'H;E 
= Ho, was aus dem Schema 


ee a 
H, {> Mins Mi Moss 

(E)x...x §,; x... x (B) 
cola elie 


Hi, 


leicht abgelesen werden kann. Dementsprechend wird 


E-"%H,E = E-"' 4 EH;, = WH,,. 


§ 13. 


Bei der Formulierung der Gesetze, welche die Zerlegungen des Auto- 
morphismenbereichs einer Gruppe in die direkte Summe zweiseitiger Ideale 
beherrschen, erweist es sich als zweckmaBig, das bisher zugrunde gelegte 
Operatorensystem 2 (das eventuell auch leer sein kann) durch Hinzunahme 
aller normalen Automorphismen von © zu einem neuen Operatorensystem {2* 
zu erweitern. Die Normalteiler der 2-Gruppe ©, welche zugleich alle Opera- 
toren des neuen Systems 2* gestatten, welche mit anderen Worten bei allen 
normalen Automorphismen auf eine Untergruppe von sich selber abgebildet 
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werden, nennen wir (normal-) charakteristisch**) und einen solchen charak- 
teristisch direkt unzerlegbar, wenn er nicht als direktes Produkt echter 
charakteristischer Normalteiler dargestellt werden kann. Mit Hilfe dieser 
Begriffe erhalten wir unmittelbar: 

Satz 4c. Das Ideal UH, (bew. H,U) des Satzes 4 ist stets dann und nur 
dann zweiseitig (UH, = H,U), wenn die zugehdrige Untergruppe §, charak- 
teristisch ist; in diesem Fall ist UH, als Bereich aufgefaBt mit dem Auto- 
morphismenbereich U, der Gruppe §, tsomorph. 

Beweis. Aus der Zweiseitigkeit des Ideals MH, = H,U folgt, daB H, 
zum Zentrum von & gehért (vgl. §7d). Fiir jedes A €W gilt darum 


$2.2 6A He = GHA = §.A. 


Ist §, charakteristisch, gilt also fiir jedes A aus UH, A = GH,AC§,, 
so ist nach Satz5 H,A €UH,, d.h. MH, zweiseitig. 

Jedes 06,€ MH, = H,U fiihrt zu einem Automorphismus von §,: 
6,= H, > H,0, mit H, €H,. Die Zuordnung 6, > 6, ist eine homo- 
morphe Abbildung von MH, auf W,, weil jeder Automorphismus 6; von §, 
zu einem Automorphismus von ©: 6, = H,-...-H,~+H,6; erweitert 
werden kann. Sie ist aber sogar ein Isomorphismus, weil aus 6, = P, (Null- 
automorphismus von §,) 9, = P, folgt: denn dann ist 


(H,-...°Ho—-1*Ho41-...°H,-H.) 9, = E. 

Satz 4d. Das Ideal UH, des Satzes 4 ist stets dann und nur dann zwei- 
seitig und zugleich zweiseitig direkt unzerlegbar, wenn die zugehdrige Unter- 
gruppe $, von © charakteristisch und charakteristisch direkt unzerlegbar ist. 

Beweis. Genau wie beim Beweise des Satzes 4a schlieBt man, daB jede 
echte Zerlegung MH, = MHS + WHS” in zweiseitige Ideale mit einer 
echten Zerlegung $, = $$?” in charakteristische Normalteiler ‘qui- 
valent ist. 

Satz 6b. Der Automorphismenbereich einer Gruppe lapt sich 
in Ubereinstimmung mit §7,f absolut cindeutig in die direkte Summe 
aus zweiseitigen und zweiseitig direkt unzerlegbaren Idealen zer- 
legen. Diese Zerlegung entsteht in der in Satz 4 beschriebenen Weise aus der 
(nach einer leichten Folgerung aus dem Krull-Schmidtschen Satze ebenfalls 
absolut eindeutigen) Darstellung der Gruppe als direktes Produkt charakteri- 
stischer und charakteristisch direkt unzerlegbarer Normalteiler. 


12) Da eine Verwechslung mit den gemeinhin charakteristisch genannten Unter- 
gruppen nicht zu befiirchten ist, lassen wir im folgenden den Zusatz normal zur Ver- 


meidung unndtiger Langen fort, charakteristisch schlechthin bedeutet also immer 
normal-charakteristisch. 
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§ 14. 


Auf Grund der bisherigen Ergebnisse ist es bereits méglich, im Spezialfall 
einer direkt unzerlegbaren Gruppe die Struktur des Automorphismenbereichs 


vollstandig klar zu iibersehen. Im einzelnen gelangen wir zu folgenden Fest- 
stellungen: 


Satz 7. Ist die Gruppe © direkt unzerlegbar (was in diesem Satz immer 
vorausgesetzt werden soll), so ist nach §12, Satz 4 bew. 4a auch der Auto- 
morphismenbereich U von G direkt unzerlegbar und umgekehrt. 
Auferdem besteht dann U auf Grund des Satzes 1 (Fall (a) und (b’)) nur aus 
Einheiten und nilpotenten Automorphismen, von denen die letzteren, d.h. die 
uneigentlichen, ein zweiseitiges nach Satz 3, §11 selber nilpotentes Ideal € 
bilden, welches alle vom Einheitsideal verschiedenen Ideale umfaBt. QU ist also 
in unserem Spezialjall stets vollstindig primar in dem in §8 definierten 
Sinne, und die Menge € der uneigentlich normalen Automorphismen 
das Radikal von U. Jede in diesem Satz angegebene Eigenschaft von U 
ist fiir den Automorphismenbereich einer direkt unzerlegbaren Gruppe charak- 


teristisch. 


Beweis. Es geniigt, die Aussage iiber die Idealeigenschaft der Menge € 
zu beweisen, da alle iibrigen Behauptungen unseres Satzes teils unmittelbar 
klar sind, teils aus friiheren Resultaten dieser Arbeit leicht abgeleitet werden 
kénnen. 

1. Ist I ein uneigentlicher, J7 ein beliebiger normaler Automorphismus 
von ©, so sind mit J’ auch J7I und I'/7 Nullteiler von U, also beide wieder 
uneigentlich. 

2. Wir brauchen nur noch zu zeigen, daB die Summe J, + J, von zwei 
addierbaren Elementen J’,, 7, aus € wieder in € enthalten ist. Dies geht aber 
unmittelbar daraus hervor, daB nach dem soeben unter 1. Bewiesenen die 
Menge € multiplikativ abgeschlossen, nach Satz 3, §11 also nilpotent ist. 
Fiir ein hinreichend groBes n folgt hieraus nimlich (J',; + J)" = Po, 
d. h., daB I’, + I, nilpotent ist, also zu € gehért. Ein zweiter Beweis hierfiir 
kann ohne Benutzung des Levitzkischen Satzes mit wesentlich primitiveren 
Hilfsmitteln auch so gefiihrt werden: Ware I’, + I’, eigentlich, d. h. Einheit, 
so wiirde ein eigentlich nornaler Automorphismus E existieren, fiir den 
Er, + El, = P, ware. Da nun EJ, EJ, uneigentlich sind, gibt es eine 
natiirliche Zahl n, fiir die (EJ’,)" = (EI,)" = Po, also wegen der aus EJ’, 
+ EI, = P, folgenden Vertauschbarkeit von E/,,EI, auch P, = (El, 
+ EI,)** P?* = P, gilt, was ein Widerspruch ist. 

Satz 8. Bei einer Abelschen direkt unzerlegbaren Gruppe ist der Rest- 
klassenring des Automorphismenringes U nach seinem Radikal € ein Kérper, 
Im Spezialfall einer einfachen Abelschen Gruppe ist also der Automorphismen- 
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ring schon selber ein Kérper, da in diesem Falle auBer dem Nullautomorphismus 
keine uneigentlichen Automorphismen existieren und das Radikal € infolge- 
dessen mit dem Nullideal zusammenfallt. Bei einer nicht-Abelschen, einfachen 
Gruppe besteht der Automorphismenbereich nur aus den beiden Automorphismen 
P, und P. 


V. Matrizendarstellungen und Radikal des Automorphismenbereichs. 


§ 15. 
In diesem Abschnitt sei 


(1) @ = §, x... x§, 


eine beliebige, aber ein fiir allemal festgewahite direkte Produktdarstellung 
der Gruppe 6, 

(2) W=%H,+...+MH,=H,A4+ ...+H,H, 

die ihr im Sinne des Satzes 4 entsprechende direkte Summenzerlegung von Y 
in Links- bzw. Rechtsideale. 

Zu jedem normalen §,§,-Isomorphismus J,, fiihren wir den durch 
die Zuordnungsvorschrift H,-...-H,—-H,J,, definierten Normalauto- 
morphismus 6,, von © ein, den wir zur Hervorhebung seines Zusammen- 
hanges mit J,, die ,,Erweiterung von J,,‘‘ nennen wollen. Die Menge der 
Erweiterungen aller normalen §, §,-Isomorphismen bezeichnen wir mit Y,,. 
Es gelten dann die folgenden Tatsachen, von denen die erste die wesentliche 
Grundlage fiir alle weiteren ist: 

a) 0,, ist fiir u + v stets ein Zentrumsautomorphismus, also im Kern %3 
von YU enthalten. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz ITI, § 4, 
da fiir 6,, die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt sind. 

b) 6,,€U,, und 6,,EU,, sind fiir U,, + U,. stets addierbar, was fir 
“~=%, ¢=T, «+o unmittelbar klar ist, im iibrigen aus a) folgt. 

c) Die Menge U,,, ist ein Bereich und in dieser Eigenschaft mit dem Auto- 
morphismenbereich von , isomorph, U,,(u + v) ein im Quadrat nilpotenter 
Unterring von U3. 

d) Satz 9. Wist die direkte Summe der r* Bereiche 4U,,: 

(3) A=, +...4+4,+..-+ Hy 
d. h. jedes 0 aus U lapt sich eindeutig als Summe von der Gestalt 6 = 0,,+... 
+ 6,,+...+ 0,, darstellen. Hierbei ist 6,, = H,- 6-H, 

Beweis. Offenbar ist 6,, = H, 4H, Erweiterung des §, §,-Isomorphis- 
mus: 

J,, = H, — H,H,6H, 


r 


EO. = 5 HOH, = F H,OP, =P,6P, =8. 


“,7=1 4,7 =1 a=1 





Di 


fol 
H, 
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Die Zerlegung ist iiberdies eindeutig, denn aus zweien 
Guu 3 Com. 2 Gy 
u,rv=il u 
folgt fiir jedes Zahlenpaar a, t 
HH. = H,9..H, = H,6,.H, = 6..= 6, (6=1,...,7; tel, ..., #) 
e) Satz 10a. Die umkehrbar eindeutige Zuordnung 
/@ 


r 
(4) D=0% FO, =| | : 
ee 


.&; 


i1°° 


ist eine ,,getreue (isomorphe) Darstellung des Bereichs U durch Matrizen, in 
denen der Koeffizient 6,, unabhiingig von jedem anderen die Erweiterungen 
aller normalen §, ,-Isomorphismen, d.h. den ganzen Bereich U,,, durchliuft. 
Bemerkung. Das Rechnen mit den Matrizen (6,,) geschieht nach 
den iiblichen Regeln des Matrizenkalkiils. Addierbar sind zwei Matrizen 
(6,,), (27,.,) stets dann und nur dann, wenn fiir jedes u=1,..., 7 O44 + TT uy, 
d. h. die Summe entsprechender Diagonalelemente definiert ist. Die Existenz 
des Produktes (6,,)-(77,,) = ( 5 6,,/1,,) beruht wesentlich auf b). Die 
A=1 
Méglichkeit der Darstellung (4) ergibt sich unmittelbar aus den leicht zu 
verifizierenden Rechenregeln 
j= P, fir »+oe 


A — = 
. le Uw, fir r=—co. 


Fiir spitere Uberlegungen dieser Arbeit ist eine Verschirfung des Satzes 
10a wichtig, welche sich am einfachsten formulieren léBt, wenn man hier 
wie im folgenden immer hinsichtlich der Anordnung der §, in (1) die — 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stets erlaubte — Annahme macht, daf 

1. die s ersten §, (s 71) nicht kommutativ, die (r—s) letzten kom- 
mutativ seien, 

2. normal isomorphe §, unmittelbar aufeinanderfolgen, d.h. da8 in 
der Folge §,,..., 5, eine Einteilung in ,,Abschnitte“ méglich ist, bei der 
alle Gruppen desselben Abschnitts normal isomorph, solche verschiedener 
Abschnitte es aber nicht sind. Da nun zwei nicht abelsche §, (0 < 8) nach 
§ 15, a) offenbar nicht normal isomorph sein kénnen, so ergibt sich also, wenn 
wir aus formalen Griinden r, = 0, r, = 1,..., 7, = 8 setzen, das folgende 


Bild: 








D,, 9-, 9,, Dr,+1 Dey +a ++» Hey ++ Dy Se De, 
i eee L J l j 
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f) Satz 10b. Ist A, die Erweiterung eines eigentlichen normalen §$, §,,- 
Isomorphismus J,,, wo 1, der Bedingung r,..< ¢ S 1x geniigt, A, die 
Erweiterung von J;,;,, 80 ist die Zuordnung 


TE ciusnien A; 0,,A, 
2 a : oi 
6) D=d=22F Ow e( | : |= ae 
saan a = : : : 

re Se Gee A, O,-A, 


wegen A, A, = H, etme zweite getreue Darstellung des Bereichs U durch 
Matrizen. 

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Darstellungen D 
und D besteht in folgendem: Wahrend in der Matrix (6,,) jeder Koeffi- 
zient einem anderen Bereich entnommen ist, zerfallt die Matrix (A, 6,,A,) 
in ¢® rechteckige Teilmatrizen 


[Pix Par) 


as 


von denen jede lauter GréBen ein und desselben Bereichs enthalt. P,, durch- 
lauft alle (r,—~r,_,)-reihigen, (r,—r,_,)-spaltigen Matrizen mit Koeffi- 
zienten aus UY, ,, Pz, also insbesondere den vollen ,,Matrizenbereich* 
(r; —1,_,)-ten Grades iiber den Automorphismenbereich YU, ,. von §,.. 

g) Zusatz. Sind die §, direkt wuzerlegbar, so lassen sich die aus ver- 
schiedenen Darstellungen (1), (1’), (1’) usw.38) der Gruppe © als direktes 
Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen entspringenden Zerlegungen (3), 
(3’), (3) usw. im Sinne des Satzes 9 und die daraus abgeleiteten Darstellungen 
D, D’, D’ ... bew. D, D’, D” ... des Bereichs U durch Anwendung innerer 
Automorphismen ineinander tiberfiihren; die Matrizendarstellungen (4) und (5) 
sind also bis auf innere Automorphismen eindeutig bestimmt. 

Ist E,, der eigentliche normale Gruppenautomorphismus, welcher 1 
in 1 iiberfiihrt, so entstehen 3%, DX, DY aus 3, D®, DY, wenn jeder 
vorkommende Automorphismus /7 durch E;}J7E,,; ersetzt, d. h. der innere 
Automorphismus De, ,= IT = E7}ITE,; angewandt wird. Voraussetzung 
dabei ist allerdings, da8 zwei Matrizendarstellungen, von denen die eine 
aus der anderen dadurch hervorgeht, da8 in allen Matrizen derselben ein 
und dieselbe Permutation in den Zeilen und die gleiche Permutation in 
den Kolonnen ausgefiihrt wird, nicht als wesentlich verschieden angesehen 
werden. 


13) Die Zeichen 1%, 3, D®, D© sind abkiirzende Symbole fiir die Gleichungen 
19 6=$%x...xg?, © w-wh +...4+00 


rr’ 


© PO—o > oP), 5 DY = 9 = (4, 62 A). 


(Au Ou»A,) = 
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§ 16. 

Bis zum Schlu8 dieser Arbeit wird von nun an vorausgesetzt, die Fak- 
toren §, der Zerlegung (1), § 15 seien direkt unzerlegbar. Es bezeichne dann 
€,, die Menge der Erweiterungen aller wneigentlichen normalen §, §,-Iso- 
morphismen und € die Gesamtheit aller Automorphismen J, die sich als 
Summe von der Gestalt 


r= 7,, mit F,,€C,, 
uyv=tl 
darstellen lassen (vgl. Satz 9, § 15). 
Wir wollen zeigen, daB © das Radikal von Y ist. 


Hilfssatz 1. SK und & seien zwei Gruppen mit demselben Operatoren- 
bereich. J sei ein RL-Isomorphismus und SK’ ein Normalteiler von R. Ist der 
durch J induzierte X' 2-Isomorphismus J’ eigentlich, so vermittelt J eine direkte 
Produktzerlegung R = & xR", wo K” aus allen Elementen K"' besteht, fiir 
die K" J = E ist. 

Beweis. Sicherlich ist ®’ Normalteiler von & und [S’, KR] = (EB), 
also (R’', R”) = KX xR" CK. Es ist aber sogar X’xR”’ = K, denn fiir 
jedes Element Ke gilt K’-K” = K, wenn K’ = (KJ)J’—' € &, 
K"” = K’-'K € &” gesetzt wird. 

Hilfssatz 2. Ist J,, (bzw. J,,) irgendein normaler §,H,- (bzw. §,9:-) 
Isomorphismus, so muB mit dem normalen §, $,-Isomorphismus J 
der §,,- (bzw. §, §.-) [somorphismus 


uy auch 


Jo, = He — (HeJdou)J yu, (bzw. Jue = A, — (A, dy») d,2) 


uneigentlich sein. 

Beweis (indirekt). 1. Ware J,, eigentlich, so gewiB auch der durch J,, 
induzierte §,J,,, ,-Isomorphismus J,,. Das ist aber wegen der direkten 
Unzerlegbarkeit von §, nach Hilfssatz 1 nur méglich, wenn §,J,, = §,; 
also auch J;,, = J,, ist, was der Voraussetzung widerspricht. 

2. Wire J,, eigentlich, so kénnten wir zunichst durch Wiederholung 
derselben Schliisse, die schon beim ersten Teile des Beweises angewandt 
wurden, foigern, daB §,J,, = §,, d.h. J,, jedenfalls echt wire. J,, miiBte 
aber auch einstufig sein, denn sonst kénnte J,, nicht einstufig sein. Da nun 
J,, voraussetzungsgemaB nicht zugleich echt und einstufig sein kann, ist 
die Annahme, J,, sei eigentlich, ebenfalls zu verwerfen. 

Satz lla. Die Menge € ist ein zweiseitiges Ideal. 

Beweis. 1. Aus /J/,, €U,, (bzw. 7/,,€%U,,) und F,, € €,, folgt, 


wie aus Hilfssatz 2 leicht geschlossen werden kann: 


} | a ee E Cow } an IT, E C,.. 


Mathematische Annalen. 107. 
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2. Weiter zeigt sich, daB die Summen zweier Automorphismen I”,,, I’",, 
aus €,, wieder zu€,, gehéren. Ware dies namlich nicht der Fall, d. h. wire 
Duet jy u» € U,, Erweiterung eines eigentlichen (normalen) §, §,-Iso- 
morphismus J,,, 80 wiirde fiir die Erweiterung E,, von J," 

(7) E..: (Cue +I.) = E..- Lar + Eva ty, = A, 


gelten. Nach dem Vorangehenden gehéren E,,-I°,,, E,u*J'.» zu €,, (Radikal 
des Automorphismenbereichs W,, der direkt unzerlegbaren Gruppe §,). 
Das gleiche muB also nach Satz 7 auch fiir die Summe E,,-J°,,+ E,.-Ty, 
gelten, was offenbar der Gleichung (7) widerspricht. 

3. Aus 1. und 2. ergibt sich die Behauptung des Satzes, was klar hervor- 
tritt, wenn die Darstellung D, § 15, herangezogen wird. 

Satz 1lb. Das zweiseitige Ideal € ist nilpotent. 

Beweis. Nach Satz 3 geniigt es, zu beweisen, da8 jeder Automorphismus 
r= z I, aus € nilpotent ist. Um dies zu zeigen, greifen wir auf die 


uv 
durch J” vermittelte Peircesche Zerlegung © = 6* xG** und die durch [ 
induzierten Automorphismen J, J°** bzw. von G* und 6** zuriick (vgl. § 4). 
Ware I’ nicht nilpotent, so wire ©* +(#) und J* ein eigentlicher Auto- 
morphismus von ©*. Bezeichnet man mit J” den Automorphismus 
A*. A** -- A*(I*)-', so ware IT” ein von Py verschiedener, zu € gehériger 
idempotenter Automorphismus von ©). Wir zerlegen nun 6* und 6** 
in das direkte Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen, wobei sich etwa 


G* = G, x... x G,, G** = G6 .,x... x G, 


ergeben habe. Ist nun E ein eigentlicher Automorphismus, welcher die Zer- 
legung © = §,X...XH, in die Zerlegung G6 = G, x...xG, iiberfiihrt, 
so wird E/°J” E-! ein zu € gehériger idempotenter Automorphismus von 6, 
welcher 6, E-? = §, identisch auf §, abbildet, was aber offensichtlich bei 
den in € vorkommenden Automorphismen nicht der Fall sein kann. Es mu8 
also ©* = (Z£), d. h. I’ nilpotent sein. 

Satz lle. Das zweiseitige, nilpotente Ideal € umfaft alle nilpotenten 
Ideale von X. 

Beweis. Gibe es ein nilpotentes Ideal $, das nicht in € enthalten ist, 
so daB in 8 wenigstens ein nicht in € enthaltener Automorphismus @ vor- 
kommt, so wiirde man folgendermaBen auf einen Widerspruch gefiihrt: 
Es sei (nach Satz 9) 6 = 3" 6,,. Da 8 nicht zu€ gehért, so gibt es unter den 


ave 


14) Hiermit ist gleichzeitig der Satz bewiesen, da8 jedes nicht nur aus nilpotenten 
GréBen bestehende Ideal von & ein Idempotent enthalt, dessen Analogon in der 
Theorie der hyperkomplexen Systeme (Algebren) bei verschiedenen amerikanischen 
Autoren, z. B. Wedderburn und Dickson, die Grundlage bildet. 
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Automorphismen 6,,, wenigstens einen 0,,, welcher Erweiterung eines eigent- 
lichen (normalen) §,§,-Isomorphismus J,, ist. Die Erweiterung von J,,' 
wollen wir mit 6,,, bezeichnen. 

Wir nehmen nun zunichst an, $ sei ein Linksideal. Offenbar gilt dann 
fiir jedes Element H,€$, H,6,,0 = H,-A, wo A wm §, xX... §,-, 
X $141 X.--XH, gehort, also A 6,,,0 = E ist. Infolgedessen ist (H,- A) 0,,,0 
=H,-A. Wegen H,-A+E kann @,,- 6 nicht nilpotent sein, was der 
Voraussetzung widerspricht, daB @ und damit auch 6,,6 einem nilpotenten 
Linksideal angehdort. 

Noch einfacher schlieBt man, wenn 8 Rechtsideal ist. In diesem Falle 
setze man fir H, aus §, H,# = H,:-B, wo H,€§,; und BE§,~x... 
XHr_,XHr+,..- XH, ist. Nun gilt BO,, = FE und darum H, - 0-6,, = H,,; 
66, kann also nicht nilpotent sein, eine Feststellung, die zum selben Wider- 
spruch fiihrt wie oben. 

Zusammenfassend erhalten wir aus den Satzen lla, b, c das End- 
ergebnis: 

Satz 11. Der Automorphismenbereich einer Gruppe besitzt 
stets ein Radikal, d.h.: ein zweiseitiges, nilpotentes, alle nilpotenten Ideale 
umjassendes Ideal. Es entsteht, wenn die $, im (1), § 15, direkt unzerlegbar 


sind, durch Zusammenfassung aller Summen T= s I.,,, in denen I’,, Er- 


ara] 


weiterung eines uneigentlichen, normalen §,§,-Isomorphismus ist. 

Satz 11’ (Folgerung aus Satz11). Das Radikal des Automorphismen- 
bereichs einer vollstdindig reduziblen Gruppe ist das Nullideal. 

Ein Beweis hierfiir ergibt sich unmittelbar aus der in Satz 11 angegebenen 
Kennzeichnung der Automorphismen J", welche das Radikal € bilden. 


§ 17. 

Ist M3 der aus den Zentrumsautomorphismen gebildete Kern von 4, 
und €3 der Durchschnitt von U3 mit €, so ist es, wie wir in § 10 bereits 
bemerkten, méglich, zu den zweiseitigen Idealen U3 und C3 Restklassen- 
bereiche M/M%3; und U/C3 in gewohnter Weise einzufiihren; es beruht dies 
darauf, da8 die Elemente von U3 bzw. C3 zu allen anderen Elementen von & 
addierbar sind. 

Die Struktur der Bereiche U/W3 und A/C3 ergibt sich unmittelbar 
aus den Darstellungen D und D (§ 15), wenn man in ihnen von den Auto- 
morphismen @ zu den module %3 bzw. C3 erzeugten Restklassen 9 bzw. 5 
iibergeht. Man erhilt nimlich dann isomorphe Darstellungen 


D = 6 = (0,4); 5 = § = (4,,) 
36* 
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von U/%3 und A/C€3, bei denen die darstellenden Matrizen (6,,) bzw. (6, ) 
die besonders einfache Gestalt: 


. a =. 
A 0 ~~ O 


we . 7S eee 


a oa 
0 P, 0 P,, 


annehmen, woraus sich unmittelbar die folgenden Resultate ablesen lassen: 














Satz 12. Dre zweiseitigen und zweiseitig direkt unzerlegbaren Ideale 
von U/Az sind UH,,...,WH,, entsprechen also den nicht-Abelschen direkten 
Faktoren der Zerlegung (1) (§ 15) umkehrbar eindeutig. Als Bereich aujgejaft, 
ist MH, mit dem Restklassenbereich U/US isomorph, wo A, UY fiir §, 
dieselbe Bedeutung haben wie U, Uz fiir G. Infolgedessen ist UH, als Bereich 
vollstindig primdr und als Ideal nicht nur zweiseitig, sondern auch einseitig 
direkt unzerlegbar (vgl. D). 

Satz 13a. U/C3 zerfallt in die direkte Summe der t zweiseitigen und zwei- 
seitig direkt unzerlegbaren Ideale: HH,,, ---, WHy» W(Ay,+1 + --. + Ae, . ys 
-eey UH, 41. +---+4H,,). Von diesen ist UH, mit dem entsprechenden 
Ideal MH, des vorangehenden Satzes und U(H,. _,+at.++-+H,,) mit dem 
vollstiindigen Matrizenring (r, —1,_,)-ten Grades iiber dem Restklassenkérper 
W/E” isomorph, wobei U” den Automorphismenring von §, und C” das 
Radikal von UU” bedeutet. Bei Aufspaltung in einseitige Ideale wird UH, 
nicht weiter zerlegt, wihrend U(H,,_, 41+ -..+ H,,) im die direkte Summe 


der r, —1,_, ewmfachen Links- bzw. Rechtsideale 


HH,, ae ©=*g WH,, bzw. H,, \ i A, cee H, -Y. 


1 
weiter zerfallt (val. >). 

Fiir abelsche Gruppen (s = 0) folgt aus diesem Ergebnis der bemerkens- 
werte Spezialfall: 

Satz 13b. Der Restklassenring U/C des Automorphismen- 
ringes UM einer Abelschen Gruppe nach seinem Radikal € ist 
vollsténdigq reduzibel. Insbesondere kommt nach Satz 1\' diese Eigenschajt 
schon dem Automorphismenring XU selber 2u, wenn auch die Gruppe vollstdndiq 


reduzibel ist '*). 





8) Wie ich nachtriglich crfahre, ist dieser Spezialfall (vollstandig reduzibel) 
schon vor langerer Zeit von J. Rabinowitsch (Moskau) behandelt worden, dessen 
Ergebnisse in v.d.W., Bd. Il, § 171 verdffentlicht sind. 





ki 
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§ 18. 

Die in diesem Abschnitt gewonnenen Resultate iiber das Radikal € 
ermoglichen eine genauereCharakterisierung der Struktur des Automorphismen- 
bereichs, wenn iiber die zugrunde gelegte Gruppe © die spezielle Voraussetzung 
gemacht wird, daB alle direkt unzerlegbaren, direkten Faktoren von © normal 
isomorph sind (Fall ¢ = 1). Wir nennen eine solche Gruppe homogen zer- 
legbar oder kurz homogen. 

Satz 14. Der Automorphismenbereich einer homogenen Gruppe © ist 
primir: Jedes vom Einheitsideal verschiedene zweiseitige Ideal B ist nilpotent, 
also im Radikal € enthalten (vgl. §8, SchluB). 

Beweis. Setzt man die Gruppe nicht kommutativ voraus, so ist © 
nach §15, a) direkt unzerlegbar, der Automorphismenbereich also sogar 
vollstindig primar. Bei einer kommutativen Gruppe © schlieBen wir so: 

Da U/C zweiseitig einfach ist, gilt entweder (B,C) = MW oder = C. 


Die erste Méglichkeit scheidet aus, weil aus B +- J’ = P, oder B = —I'+ P, 
folgt, daB B wegen der fiir ein hinreichend groBes n geltenden Gleichung 
fn. ao” A P,)-(™ i e [ ot... ig P,) ims a i P; - P, 


Einheit, also $ das Einheitsideal sein mu8, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Es bleibt also nur die Méglichkeit (6,€) = €, d.h. BCE. 

Satz 14b. Ist der Automorphismenbereich einer Gruppe primir: Ist also 
jedes vom Einheitsideal verschiedene zweiseitige Ideal nilpotent, so ist die Gruppe 
homogen. 


Beweis. Wire dies nicht der Fall, so wire 8 = (UW(H, + ...+ H,,), €) 
zweiseitig und vom Einheitsideal verschieden, aber nicht nilpotent, da 8 
den idempotenten Automorphismus H, + ...-+ H,, enthilt. Hinsichtlich 


der Bedeutung von r, vergleiche man §15 und ff. 
Automorphismenbereich zu besitzen sind nach den Siitzen 14a und b aqui- 
valent. 

Einen genauen Einblick in die Struktur des Automorphismenbereichs 
einer homogenen Gruppe gibt 


Die Eigenschaften einer Gruppe: 1. homogen zu sein, 2. einen primaren 


Satz 15%*). Der Automorphismenbereich einer homogenen Gruppe © 
ist mit dem vollen Matrizenbereich r-ten Grades tiber dem (vollstiindig primdren!) 
Automorphismenbereich der direkt unzerlegbaren, direkten Faktoren von © 
isomorph. r ist hier, wie bisher immer, die Anzahl der direkt unzerlegbaren 
Untergruppen, in deren direktes Produkt © zerfillt. Bei nicht kommutativen 
Gruppen ist r = 1. 

Beweis. Man nehme die Darstellung D im Falle ¢ = 1, § 15. 


16) Man vergleiche hierzu Satz 11 der Arbeit von E. Artin: Zur Theorie der hyper- 
komplexen Zahlen S. 256, Abh. d. Math. Seminars d. Univ. Hamburg 5. 
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Satz 16. Hine Gruppe G, welche aufer sich und der Einheitsgruppe (EB) 
keine normal -charakteristischen Untergruppen besitzt, ist vollstdindig reduzibel 
und homogen. Im Abelschen Spezialjall ist thr Automorphismenring also nach 
Satz 15 mit einem vollstindigen Matrizenring tiber dem Automorphismenkérper 
der einfachen Untergruppen von © isomorph*"). Ist dieGruppe nicht kommutativ, 
so ist sie einfach, so daB ihr Automorphismenbereich nur aus den beiden Ele- 
menten Po, P, besteht. 

Beweis. Wir bilden das Produkt aller einfachen Normalteiler von 6. 
$ ist ein von (Z) verschiedener charakteristischer Normalteiler von 6, ist 
also mit © selber identisch. Da ein beliebiges Produkt einfacher Gruppen 
immer auch als direktes Produkt einfacher Gruppen dargestellt werden kann, 
ist $ und damit auch © vollstindig reduzibel. Nach Satz 11’ ist also das 
Radikal des Automorphismenbereichs U von © gleich Py, d.h. A = A/C. 
Da endlich UA = A/Az nach Satz 4d zweiseitig direkt unzerlegbar ist, so 
folgt nach Satz 13a, daB t= 1, d.h. © homogen ist. 

Die Ergebnisse iiber primaire Automorphismenbereiche fiihren zu einer 
weiteren Konsequenz, die auf §15 zuriickgreift. Man beachte, daB beim 
Beweis des Satzes 9 die direkte Unzerlegbarkeit der §, noch nicht voraus- 
gesetzt war. Legt man statt @ = §, x... x §, die Zerlegung G6 = G, x. . . x G, 
zugrunde, wobei ©, = Hr,_,+1X---XH,, gesetzt wurde, so erhalt man aus 
Satz 9 unmittelbar die Folgerung 

Satz 9a%*). Der Automorphismenbereich einer Gruppe ist direkte Summe 
aus t primdren Bereichen und eines eine additive Gruppe bildenden, im Radikal € 
enthaltenen Restes R, der seinerseits wieder in eine. direkie Summe aus t* —t 
Ringen weiter zerfillt. 


17) In der Ringtheorie stimmt diese Aussage mit dem bekannten Satz iiberein, 
daB ein zweiseitig (d. h. charakteristisch) einfacher Ring (mit Doppelkettensatz) 
einem vollstandigen Matrizenring tiber dem Automorphismenkérper der einfachen 
Links- oder Rechtsideale isomorph ist (vgl. v.d. W., Bd. II, § 118 oder E. Noether, 
Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie, Math. Zeitschr. 30, § 14). 

18) In der Theorie der hyperkomplexen Systeme (Algebren) ist dieser Satz mit 
dem von uns auf neuem Wege bewiesenen Satz 10 des Dicksonschen Buches: Algebren 
und ihre Zahlentheorie S. 130 (deutsche Ausgabe) identisch. 


(Eingegangen am 2. 3. 1932.) 
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Einleitung. 
Die vorliegende Arbeit schlieBt die topologische Untersuchung der Dis- 
kontinuititsbereiche endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen 
sphiirischen Raumes ab, die in einer friiheren Arbeit*) mit den Drehgruppen 


1) W. Threlfall und H. Seifert, Topologische Untersuchung der Diskontinuitats- 
bereiche endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen spharischen Raumes, 
Math. Annalen 104 (1930); im folgenden zitiert als DB I. 
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begonnen worden ist. Die Ermittlung der topologischen Eigenschaften der 
Diskontinuitatsbereiche der Drehgruppen wurde durch die einfache Gestalt 
des normalen Diskontinuititsbereichs dieser Gruppen erméglicht. Die 
normalen Diskontinuitatsbereiche der iibrigen Bewegungsgruppen sind zum 
Teil verwickelte sphirische Polyeder, und es wire eine langweilige Miihe, sie 
einzeln zu beschreiben. Ihre vollstindige topologische Untersuchung wire 
daher unterblieben, wenn nicht die Ergebnisse iiber gefaserte Raume?) 
das Mittel an die Hand giben, die Diskontinuitatsbereiche mit einem Schlage 
zu erledigen. Dies geschieht mit Hilfe des Hauptsatzes des II. Kapitels (§ 7), 
der besagt, daB die Diskontinuitatsbereiche endlicher fixpunktloser sphirischer 
Bewegungsgruppen mit den gefaserten Riumen endlicher Fundamentalgruppe 
iibereinstimmen. — Das neue Hilfsmittel macht eine neue Gliederung des 
Stoffes nétig: Die ersten beiden Kapitel behandeln die fixpunktlosen Be- 
wegungsgruppen. Bei diesen ist die eine der beiden (platonischen) Bewegungs- 
gruppen der gewdhnlichen Kugel, welche die Paargruppe zusammensetzen, 
sagen wir ®, notwendig zyklisch. Nach dem anderen Anteil 2 der Paargruppe 
werden die fixpunktlosen Gruppen in Familien eingeteilt. Die Familie 3 
und die Familien D (n’), bei denen @ eine zyklische oder eine Diedergruppe 
der Ordnung 2 n’ ist, weisen so starke Eigentiimlichkeiten auf, daB sie vorweg 
behandelt werden (I. Kapitel). Die Gesamtheit aller Familien fixpunktloser 
Bewegungsgruppen wird in Kapitel II untersucht. Im III. Kapitel wird 
gezeigt, daB die fixpunkthaltigen Gruppen keine topologisch neuen Dis- 
kontinuititsbereiche liefern. Auch fiir die Drehriume gibt die Theorie der 
gefaserten Raume neue Ergebnisse. Die Vermutung, daB die uns bekannten 
Poincaréschen Raume endlicher Fundamentalgruppe mit dem Dodekaeder- 
raum iibereinstimmen (DBI, § 12) la8t sich damit beweisen*). 

Fiir das Verstiindnis der Arbeit ist die Kenntnis von DB I, insbesondere 
§7 bis §11 und von F, erforderlich. Es wird vorausgesetzt, da8 der Schauplatz 
der spharischen Geometrie, die Einheitshypersphire des reellen euklidischen R,, 
sowie ihre stereographische Projektion in den dreidimensionalen eukli- 
dischen Aquatorraum bekannt ist. Dieser Aquatorraum schlieBt sich durch 
das (uneigentliche) Bild des Projektionszentrums zum dreidimensionalen 
konformen Raume K,, auf den sich die Metrik der Hypersphire, die sphirische 
Metrik, iibertraigt. Die Bezeichnungen Hypersphére und konformer Raum, 
R,-Gruppe von euklidisch starren Bewegungen der Hypersphire und sphiri- 
sche Bewegungsgruppe © des konformen Raumes werden daher synonym 
gebraucht. Die sphirische Metrik ist dabei durch die Gruppe sphirisch 





*) H. Seifert, Topologie dreidimensionaler gefaserter Raume, Acta Math. 60; im 
folgenden zitiert mit F. 

3) C. Weber und H. Seifert, Die beiden Dodekaederraume, Math. Zeitschr. 
1932. 
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starrer Bewegungen des konformen Raumes gekennzeichnet, eine Gruppe, 
die Diametralkugeln der Einheitskugel untereinander vertauscht; sphirische 
Geraden sind im konformen Raume Diametralkreise, sphirische Ebenen 
Diametralkugeln der Einheitskugel; sie sind stereographische Bilder von 
Hauptkreisen bzw. Hauptkugeln der Hypersphiire. Ferner werden die Be- 
griffe Links- und Rechtsdrehung der Hypersphiire oder des konformen 
Raumes*) benutzt, sowie die Tatsache, da8 jede sphirische Bewegung sich 
aus einer Links- und einer Rechtsdrehung zusammensetzt (nach E. Goursat 
DBI, 8/14). Jede Rechtsdrehung R und ihre ,,entgegengesetzte“ laBt sich 
durch eine starre Drehung R der gewéhnlichen Kugel repriisentieren, ent- 
sprechend jede Linksdrehung L durch eine starre Drehung L. Jede Gruppe © 
sphirischer Bewegungen bildet sich daher ,,einstufig’ oder ,,zweistufig“ in 
eine Paargruppe © von Paaren euklidischer R,-Drehungen ab. Auf diesem 
Zusammenhang beruht die Méglichkeit, die Diskontinuitatsbereiche der 
sphirischen Bewegungsgruppen © vollstindig zu iiberblicken. 

Am Schlu8 der Arbeit haben in Anhang II Nachtrige zu DBI ihren 
Platz gefunden. 


I. Kapitel: 
Linsen- und Prismaraume. 


§ 1. 
Linsenriume. 

Die topologische Untersuchung der Diskontinuitatsbereiche sphirischer 
Bewegungsgruppen beginnen wir mit den Gruppen einer Familie 3; in diese 
fassen wir alle fixpunktlosen Bewegungsgruppen © zusammen, die sich in eine 
aus zyklischen R,-Gruppen R und & gebildete Paargruppe © (zweistufig oder 
einstufig) abbilden. Wir beschrinken uns auf fixpunktlose Gruppen ©, denn 
im III. Kapitel werden wir zeigen, daB die fixpunkthaltigen Bewegungs- 
gruppen keine topologisch neuen Beitriige zu den Diskontinuititsbereichen 
liefern. 

Wir weisen zunichst nach, daB eine Gruppe der Familie 3 schon durch 
zwei Zahlen p, q vollstindig charakterisiert ist, deren Bedeutung wir sogleich 
angeben werden. Wie sich die Zahlenpaare p, q auf die einzelnen Arten von 
Gruppen — Drehgruppen, Rechtecksgruppen usw., die wir in DB I, § 6 unter- 
schieden haben — verteilen, ist leicht zu ermitteln, interessiert uns aber nicht 
weiter. 





*) Diese Begriffe treten in der Literatur als Cliffordsche Schiebungen erster und 
zweiter Art auf, was uns bei Abfassung von DBI entgangen ist. 
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Die Gruppen ® und &, die sich zweistufig in R und & abbilden, sind 
ebenfalls zyklisch. Die Rechtsdrehkreiskongruenz, deren Kreise von den 
Rechtsdrehungen von & in sich bewegt werden, hat mit der Linksdrehkreis- 
kongruenz von 2 nach DBI, 8.9 zwei Drehkreise gemeinsam, die man im 
konformen Bildraum (DBI, 8. 38) durch eine sphirische Bewegung immer 
in z-Achse und dazu senkrechten Einheitskreis iiberfiihren kann. Anders 
ausgedriickt: Man darf die Schraubachse von R ebenso wie die von 2 nach 
DB I, 8.59 im konformen Bildraum immer in die z-Achse fallen lassen. Dann 
fiihren auch alle Bewegungen von © die z-Achse und den Einheitskreis in 
sich iiber. Unter diesen Bewegungen gibt es eine Bewegung Z, die die z-Achse 
im positiven Sinne um eine méglichst kleine Strecke verschiebt. Z ist wegen 
der vorausgesetzten Fixpunktlosigkeit von © einzig, und © ist die von Z 
erzeugte zyklische Gruppe, deren Ordnung p > 1 sein mége. Die Bewegung Z 
verschiebt hiernach die z-Achse durch den Winkel 2/p, den Einheitskreis, 
der ja mit der z-Achse zugleich in sich gedreht wird, durch den Winkel 2 xq/p 
im positiven Sinne. Im Nenner des letzten Bruches steht ebenfalls :p, weil die 
p-te Potenz der Bewegung Z die Identitat ist. q ist eine ganze zu p teiler- 
fremde Zahl. Wire nimlich der gréBte gemeinsame Teiler (p, g) = d > 1, 
so wiirde die (p/d)-te Potenz von Z die z-Achse durch den Winkel 22/4, 
den Einheitskreis durch den Winkel 22q/d in sich bewegen, der Einheits- 
kreis bliebe also punktweise fest, was der Fixpunktlosigkeit von © wider- 
spricht. Da Addition ganzzahliger Vielfacher von p zu gq an der Bewegung 
nichts andert, so darf man q auf das Intervall — p/2< q=+ p/2 be- 
schrinken. Die Gruppe G, die durch die Zahlen p und q offenbar eindeutig 
bestimmt ist, wollen wir mit 

G(p.9), (p>, (pg) =1, —p/2<9gS + pid) 
bezeichnen. Jede fixpunktlose zyklische Bewegungsgruppe kommt dann 
unter diesen Gruppen vor. Den normalen Diskontinuitatsbereich von 6 (p, q) 
bestimmen wir wie in DB I, 8. 58. Er ist eine Linse von der spharischen Dicke 
2x/p, in der die beiden Kalotten vermége einer Schraubung durch den 
Winkel 2 q/p zugeordnet sind. Fiir den dadurch entstehenden Linsenraum 
ist es offenbar gleichgiiltig, ob diese Schraubung durch den Winkel 2 q/p 
oder durch den Winkel — 22q/p erfolgt, weil die Diskontinuitatsbereiche 
der beiden entsprechenden Gruppen durch eine Spiegelung ineinander tiber- 
gehen. Da es uns nur auf den Linsenraum ankommt, beschrinken wir q auf 
Werte >0. Den Limsenraum, der alsdann Diskontinuitatsbereich sowohl 
der Gruppe © (p,q) als der Gruppe © (p,— gq) ist, bezeichnen wir nach 
H. Tietze®) mit dem Symbol 


(py, 9); 


5) H. Tietze, Topologische Invarianten, Monatsh. f. Math. u. Phys. 19 (1908), § 20. 
(p, q) bezeichnet 1. c. eine besondere Zellteilung des Linsenraumes, wahrend der Linsen- 
raum selbst [p,q] genannt wird. 
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darin ist 
p>o @g)=1, 9S¢sp/2. 
Die Linsenriume, die wir in I, 8. 58 betrachteten und die Diskontinuitits- 
bereiche von Drehgruppen waren, erhalt man, wenn man g = 1 setzt, falls 
p> 1 ist. Wenn p = 1 ist, so hat man gemi6 der Normierungsbedingung 
= 0 zu setzen, und der Diskontinuitiatsbereich ist die Hypersphire selbst. 
Ist die Gruppe © (p, 1) eine Rechtsadrehgruppe, so ist © (p, — 1) eine Links- 
drehgruppe. 

Wir fassen zusammen: Die Gruppen der Familie 3 stimmen mit der 
Gesamtheit der zyklischen fixpunktlosen Bewegungsgruppen der Hypersphdre 
tiberein. Normaler Diskontinuitatsbereich einer solchen Gruppe ist eine Linse, 
deren Kalotten, durch den Winkel 2q/p verschraubt, zugeordnet sind, p > 0, 
(p,g) = 1,095 p/2. Der durch diese Zuordnung aus der Linse entstehende 
geschlossene Raum wird der Linsenraum (p,q) genannt. 

Die scharfe Kante der Linse zerfallt in p unter der Gruppe © (p, q) aqui- 
valente Strecken. Im Linsenraum stellen diese ein und dieselbe geschlossene 
Kurve dar, die erst pmal durchlaufen ein Elementarflichenstiick, nimlich 
die Linsenkalotte, berandet. Im Einklang hiermit kommt allen Linsenriumen 
mit demselben p ein Torsionskoeffizient der Dimension 1 vom Wert p zu. 


§ 2. 
Homéemorphieproblem der Linsenriume. 


Die Fundamentalgruppe des Linsenraumes (p, q) stimmt wegen der Fix- 
punktlosigkeit von © mit der Bewegungsgruppe © iiberein (DBI, § 8), ist 
also die zyklische Gruppe der Ordnung p. Die Frage, wann die Diskontinuitate- 
bereiche, die zu gleichem :p, aber verschiedenem g gehéren, homéomorph sind, 
kénnen wir nicht vollstaindig beantworten. Nur so viel laBt sich sagen: sicher 
sind zwei Linsenriume (p, q) und (,, q') homéomorph, wenn die Bewegungs- 
gruppen © (p, g) und © (p, q’) metrisch ahnlich sind, d. h. durch eine metrisch 
starre Bewegung 7 der Hypersphire ineinander iibergehen. Die Drehgruppe 
6 (p, 1) ist einer Gruppe 6 (p, q) mit gq > 1 (und < p/2) sicher nicht metrisch 
aihnlich, da die Drehgruppe aus Rechts- (oder Links-) Drehungen allein be- 
steht. Im Falle g >1 aber miissen bei Transformation mit 7 die beiden 
ausgezeichneten in sich bewegten Kreise von © (p, q) in die ausgezeichneten 
Kreise von © (p, q’) tibergehen. 

Die Bewegung 7, die von der ersten oder zweiten Art sein darf, fiihrt 
dann entweder z-Achse und Einheitskreis einzeln in sich tiber oder sie ver- 
tauscht sie untereinander. Im ersten Falle geht © (p, q) bei Transformation 
mit 7 in eine Gruppe iiber, die von der Bewegung TZT-" erzeugt wird, 
und diese Bewegung dreht die z-Achse durch den Winkel + 22/p und den 
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Einheitskreis durch den Winkel + 22q/p, so daB wieder die Gruppe 6 (p, q) 
oder die Gruppe © (p,—gq) vorliegt. Vertauscht dagegen 7 die z-Achse 
und den Einheitskreis, ist also 7’ etwa eine Rechtsdrehung lings der x-Achse 
als Schraubachse durch den Winkel 2/2, so ist 7 G (p, q) T-* ebenfalls eine 
zyklische Gruppe mit der Erzeugenden Z’ = TZT-'. Z’ verschiebt jetzt 
die z-Achse durch den Winkel + 2.2q/p, den Einheitskreis durch den Winkel 
+ 22/p. Bestimmt man nun die ganzen Zahlen x und y so, dab 
eg+yp=+1 wud 0Of25 7/2 


wird, so erzeugt Z’* ebenfalls die Gruppe 7G (p,q) T-'. Denn z= ist teiler- 
fremd zu p. Z’* dreht aber die z-Achse durch den Winkel + 22/p, den Ein- 
heitskreis durch den Winkel + 222/p, also ist TG (p,q) T-* die Gruppe 
G(p, xz). Die Linsenriiume (p, q) und (p,q') sind also sicher dann homéo- 
morph, wenn zwischen q und q' die Kongruenz 
qq = +1 (mod p) 

in diesen Fillen die beiden in sich bewegten Drehkreise nicht eindeutig be- 
stimmt sind. Dann ist aber. die Transformierte von © (p,q) mit einer be- 
liebigen Bewegung T wieder die Gruppe © (p, g) oder © (p, — q). Die Raume, 
die in diesen beiden Fallen entstehen, sind, wie bereits in DBI, § 11 bemerkt, 
der konforme und der projektive Raum. 

Fiir p = 5 z. B. sind die Linsenriume (5,1) und (5,2) zu unterscheiden. 
Da 1-2 +1 (mod 5) ist, lat sich mit den bisher angegebenen Mitteln 
die Entscheidung iiber die Homéomorphie der beiden Raume nicht treffen. — 
Fiir p = 7 liegen die Linsenriume (7,1), (7.2), (7,3) vor. Da 2-3=—1 
(mod 7) ist, sind (7,2) und (7,3) homéomorph. 

Das Homéomorphieproblem der Linsenraiume lauft auf die Frage hinaus, 
ob zwei metrisch nichtihnliche Bewegungsgruppen doch topologisch aholich 
sein kénnen. Man muB also die Bewegungsgruppen © (p,q) durch topo- 
logische Invarianten charakterisieren. Vollstandig gelingt das nicht. Doch 
laBt sich, wie soeben eine hinreichende Bedingung fiir die Homéomorphie 
zweier Linsenriume, auch eine notwendige Bedingung angeben. Topologisch 
invariant ist die Verschlingungszahl v zweier (orientierter) Kurven C’ und C” 
der Hypersphire, die bei der Bewegungsgruppe in sich tibergehen. C’ sei 
genauer eine doppelpunktfreie geschlossene Kurve (Streckenkette) auf dem 
Streckenkomplex einer solchen Zellteilung der Hypersphire, die bei der Be- 
wegungsgruppe in sich iibergeht, C’” eine ebensolche Kurve auf dem Strecken- 
komplex der reziproken Zellteilung. C’ und C” sind also punktfremd. Ihre 
Verschlingungszah! ist die Schnittpunktzahl der Kurve C” mit einer 
,lachenkette der urspriinglichen Zellteilung, die C’ zum Rande hat 
(= orientierbare, mit bestimmter Orientierung versehene, von C’ berandete 


besteht. Die SchluBweise versagt nur dann, wenn p = 1 oder = 2 ist, ‘weil 
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Fliche). Ein Schnittpunkt von C” mit der Flichenkette liefert dabei zur 
Schnittpunktzahl den Beitrag + 1 oder —1, je nachdem die positiv durch- 
laufene Kurve C” die Flache in ihm von der positiven zur negativen Seite 
durchsetzt oder umgekehrt®). Von einer negativen und positiven Seite der 
Flachenkette kann man reden, sobald der Hypersphire eine bestimmte 
Orientierung erteilt ist, was wir voraussetzen wollen. Auf der Kurve C’ 
hetrachten wir ein vollstindiges System von Punkten Pj, P},...P,_,, die 
zu einem Punkte P, aquivalent sind und in der angegebenen Ordnung auf- 
einanderfolgen, wenn man C’ im positiven Sinne durchlauft. Ein entsprechendes 
System P;, P,... P{_, sei auf der anderen Kurve C” gegeben. Die Kurven C’ 
und C’’ wihlen wir nun so, daB die Bewegung, die P, in P, iiberfiihrt, auch 
P; in P; bewegt. Solche Kurvenpaare gibt es. Man hat z. B. nur einen 
Punkt P,, mit seinem Bildpunkt P, unter einer erzeugenden Bewegung G 
von © (p,q) und ebenso einen Punkt P; mit seinem Bildpunkt P; unter 
derselben Bewegung G durch zwei punktfremde Kurven zu verbinden. 
Die p Bilder dieser beiden Verbindungskurven setzen sich zu zwei geschlossenen 
Kurven zusammen, denen man durch geeignete Wahl der urspriinglichen 
Verbindungskurven noch die Bedingung, doppelpunktfrei und punktfremd 
zu sein, auferlegen kann und die somit alle Bedingungen von C’ und C” 
erfiillen’). 

Zur Bestimmung der Verschlingungszahl v werden die beiden Kurven C’ 
und C” unabhangig voneinander deformiert. Die Deformation von C’ wird 
dabei durch aufeinanderfolgende elementare Deformationen auf dem Flachen-. 
komplex der urspriinglichen Zellteilung der Hypersphiire bewirkt, die von 
C” durch ebensolche auf dem Flichenkomplex der reziproken Zellteilung®). 


6) Vgl. O. Veblen, Analysis situs, Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 5, 2, 2nd ed. (New 
York 1931), Appendix I, oder Topologievorlesungen, die demniachst in Géschens 
Lehrbucherei erscheinen sollen. 

7) Auch zwei gewdhnliche Fasern der durch die Zahlen m = p und n = q be- 
stimmten Faserung der Hypersphare (F, §3) sind zwei Kurven der verlangten Be- 
schaffenheit. Sie liegen auf den in §3 erwihnten Ringflachen und bilden in der Hyper- 
sphire im allgemeinen einen Torusknoten; aber sie liegen freilich nicht notwendig 
auf vorgegebenen reziproken Zellteilungen der Hypersphare und die verlangte Be- 
schaffenheit kommt ihnen daher nur dann zu, wenn sich reziproke Zellteilungen 
angeben lassen, auf denen die zwei Fasern Streckenziige sind. 

8) Eine elementare Deformation von OC’ besteht entweder a) darin, daB man 
eine Strecke von C’ durch einen Streckenzug ersetzt, der zusammen mit der Strecke 
Rand einer zweidimensionalen Zelle der urspriinglichen Hypersphirenteilung ist, oder 
b) im Fortlassen oder Hinzufiigen einer hin und zuriick durchlaufenen Strecke dieser 
Zeliteilung. Wenn im Falle a) die Kurve C” die erwaihnte zweidimensionale Zelle 
durchsetzt (in ihrem ,,Mittelpunkte“), so andert sich bei der Deformation die Schnitt- 
punktzahl der Kurve C’” mit der in C’ eingespannten Flachenkette, also die Ver- 
schlingungszahl um die Schnittpunktzahl der vielleicht schon nicht mehr doppel- 
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Dabei wollen wir immer p solche elementaren Deformationen zugleich aus- 
fiihren, die durch die Bewegungen der Gruppe auseinander hervorgehen. 
Die Kurven C’ und C” sind nach p solchen Deformationen immer noch punkt- 
fremd und gehen bei den Bewegungen der Gruppe 6 (p, g) einzeln in sich 
iiber. Die Deformation der ganzen Kurve C”’ ist dann durch die der Ver- 
bindungskurve P, P; schon bestimmt, entsprechend die von C’’. Man kann 
nun — notigenfalls nach einer Unterteilung der urspriinglichen Zellteilung 
der Hypersphare — durch derartige Deformationen erreichen, daB der sphiri- 
sche Abstand aller Punkte der Verbindungskurve P, P, von der z-Achse 
< 2/4 wird. Dann liegt, weil bei den Bewegungen von 6 (p, qg) die z-Achse 
in sich iibergeht und diese Bewegungen sphirisch starz sind, die ganze Kurve C’ 
im Innern eines Vollringes (§ 3), dessen simtliche Punkte von der z-Achse 
einen Abstand < 2/4 haben. In gleicher Weise kann man C”’ in einen Voll- 
ring hineindeformieren, der den Einheitskreis einschlieBt und dessen Punkte 
von ihm einen Abstand < 2/4 haben. Bei diesen Deformationen andert 
sich die Verschlingungszahl v nur dann, wenn eine Uberspringung der 
Kurven C’ und C” stattfindet. Eine solche erfolgt aber immer zugleich an 
p Stellen, so daB die Verschlingungszahl sich, weil alle Bewegungen von 
6 (p, q) von erster Art sind, die einzelnen Uberspringungen sich also in ihrer 
Wirkung nicht gegenseitig wegheben, sondern addieren, nur um ein Vielfaches 
von p andern kann. SchlieBlich kann man die Verbindungskurve P, P; 
ganz in eine Strecke der z-Achse hineinfallen lassen, was freilich nicht mehr 
notwendig durch elementare Deformationen der kombinatorischen Topologie, 
sondern unter Umstianden erst durch eine kontinuierliche Deformation er- 
reichbar ist, da die z-Achse nicht dem Streckenkomplex der urspriinglich 
gegebenen Zellteilung der Hypersphire und auch nicht einem durch endlich- 
malige Unterteilung daraus entstehenden anzugehéren braucht. Bei der 
letzten Deformation geht die Kurve C’ in die ein- oder mehrmal, sagen wir 
r'mal durchlaufene z-Achse iiber. Die Verschlingungszahl » mit der defor- 
mierten Kurve C” dndert sich bei der letzten Deformation nicht mehr, da 
C’ und C” sich bereits in punktfremden Vollringen befinden, in deren einem 
sich die letzte Deformation von C’ abspielt. Auf gleiche Weise laBt sich 
C” in den r’mal durchlaufenen Einheitskreis iiberfiihren. Wenn nun Z die 
Bewegung von © (p,q) ist, die die z-Achse durch 22/p und den Einheits- 
punktfreien — Kurve C” mit der zweidimensionalen Zelle. Die Kurve C’ hat bei dieser 
Deformation die Kurve C” iibersprungen. Von einer Uberschneidung der beiden 
Kurven kann man deshalb nicht reden, weil die elementaren Deformationen der kom- 
binatorischen Topologie sprungweise und nicht stetig erfolgen, und die Kurven C’ 
und C’”’ niemals einen Punkt gemein haben. Vgl. hierzu auch H. Seifert, Konstruktion 


dreidimensionaler geschlossener Raume, Berichte Sachs. Akad. d. Wissensch. 88 (1931), 
§2, 8. 31. 
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kreis durch 22q/p dreht, dann ist die erzeugende Bewegung G, die fiir die 
Kurven C’ und C” bestimmend war, von der Form 

G=7Z7, (7,7) = 1. 

r’ =r(modp) und r”’ = gr (mod p). 

Die Verschlingungszahl von z-Achse und Einheitskreis ist nun + 1 oder — 1, 
also ist die Verschlingungszahl der r’-mal durchlaufenen z-Achse und des 
r’mal durchlaufenen Einheitskreises + r’r”’. Dies ist aber auch bis auf Viel- 
fache von p die Verschlingungszahl v der urspriinglichen Kurven C’ und C”: 

v= -+r'r” (mod p). 
Daher gilt fiir diese Verschlingungszahl v die Kongruenz 

v = + qr* (mod p). 
Der Wertvorrat méglicher Verschlingungszahlen zweier Kurven C’ und C” 
ist nun offenbar eine topologische Invariante der Gruppe 6 (p,q). Damit 
also zwei spharische Bewegungsgruppen © (p, g) und © (p, q’) topologisch 
aihnlich sind, das hei&t durch eine topologische Selbstabbildung der Hyper- 
sphare von der ersten oder zweiten Art ineinander iibergehen, ist notwendig, 
daB die Wertevorrite von Verschlingungszahlen iibereinstimmen. Insbesondere 
muB8 die Zahl q’ selbst, die ja eine mégliche Verschlingungszahl bei der Gruppe 
6 (p, q’) darstellt, auch in der Gruppe © (p, q) als Verschlingungszahl auf- 
treten, also sich in die Form g’ = + qgr* (mod p) bringen lassen. Damit 
ist eine notwendige Bedingung fiir die Homéomorphie zweier Linsenriume 
(p,q) und (p, q’) gewonnen. 

Da die Kongruenz 1 = + 2z*(mod 5) keine Lésung hat, so sind die 
Linsenriume (5,1) und (5,2) nicht homéomorph*). Die Kongruenz 
1 = + 2 x (mod 7) hat dagegen die Lésung x = 2, und man kann hiernach 
iiber die Homéomorphie der Linsenriume (7,1) und (7,2) nicht entscheiden. 

Uber die Homéomorphie der Linsenriume wissen wir somit dies: Eine 
hinreichende Bedingung ftir die Homéomorphie zwever Linsenriume (p,q) utd 
(p, 7) ist das Bestehen der Kongruenz 

q7 = +1 (mod p) 
und eine notwendige Bedingung die Lésbarkeit der Kongruenz 
q = + 2* (mod p). 


§ 3. 
Zerlegung in zwei Vollringe. 
Eine weitere, rein topologische Charakterisierung der Linsenriume er- 
gibt sich, wenn man den konformen Bildraum durch eine Ringfliche P in 


*) Diesen Sonderfall leitet W. J. Alexander ab: Note on two three-dimensional 
manifolds with the same group, Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), 8. 339. Die hin- 
reichende Bedingung war auch Herrn H. Kneser bekannt, nach brieflicher Mitteilung. 


Daher ist 
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zwei Teile W, und W, zerlegt. P sei die Einhiillende einer Schar von Kugeln 
mit dem sphirischen Radius 2/4, deren sphirische Mittelpunkte auf dem 
Einheitskreis liegen. Bei allen sphirischen Bewegungen, die den Einheits- 
kreis in sich iiberfiihren, geht daher P ebenfalls in sich iiber. Gleiches gilt 
bei den spharischen Bewegungen, die Einheitskreis und z-Achse vertauschen, 
da der sphirische Abstand jeden Punktes Q auf P vom Einheitskreis (einer 
sphirischen Geraden!) gleich dem von der z-Achse ist, nimlich 2/4. In der 
Fig. 1 ist der Schnitt von P mit der xz-Ebene angegeben. Der Raumteil W,, 
der den Einheitskreis im Innern enthalt (im Schnitt schraffiert), ist ein Voll- 
ring. Gleiches gilt daher von dem Raumteil W,, da eine sphirisch starre 
Bewegung, die Einheitskreis und z-Achse vertauscht, auch W, in W, iiberfiihrt. 








Fig. 1. 


Bei der Gruppe © (p,q) gehen W, und W, einzeln in sich iiber. Zwei Halb- 
ebenen durch die z-Achse, die den Winkel 2 2/p einschlieBen, schneiden aus 
W, einen Zylinder (der sphirischen Geometrie) aus, den Diskontinuitits- 
bereich des Teilraumes W, bei der Gruppe © (p,q), mit anderen Worten: 
den in W, gelegenen Teil des gesamten Diskontinuititsbereichs von © (p, q). 
Grund- und Dachflache dieses Zylinders 
gehen durch eine erzeugende Bewegung 
der Gruppe © (p, q) ineinander iiber. Identi- 
fiziert man sie, so entsteht wieder ein Voll- 
ring V,. Dieselbe Uberlegung kann man 
auf W, anwenden. Der Linsenraum (9, q) 
zerfallt also in zwei Vollringe V, und V,, 
deren Oberflichen P, und P, topologisch 
aufeinander abgebildet sind. Die Zerlegung 
der Linse selbst wird durch Ausbohren der 
z-Achse bewirkt. Der Bohrkern ist der 
Vollring V,, das Reststiick auf Grund der vorstehenden Uberlegungen nach 
Identifizieren aquivalenter Punkte der Vollring V, (Fig. 2). 

Wir beantworten jetzt die fiir §9 wichtige Frage, ob umgekehrt durch 
Aufeinanderkleben zweier Vollringe immer ein Linsenraum entsteht und 











Fig. 2. 
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welcher. Auf der Randringfliche P, eines Vollringes V, ist bis auf Deforma- 
tionen auf P, und bis auf die Orientierung ein Meridiankreis M, ausgezeichnet, 
als eine doppelpunktfreie Kurve, die nicht auf P,, wohl aber in V, durch das 
Innere hindurch auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Irgendein konjugierter 
Riickkehrschnitt von M, heiBt ein Breitenkreis B, von P,; B, schneidet also 
mit M, zusammen die Ringfliche P, zum Rechteck auf (vgl. F, §1). In den 
beiden Voilringen V, und Vj, in die wir den Linsenraum (9, q) zerlegt haben, 
sind Meridiankreise die Kreislinien M,, die der Rand des Bohrkernes aus der 
Linsenkalotte aussticht (Fig. 2), bzw. eine der beiden Kreislinien, in der die 
zz-Ebene die Randringfliche P von W, durchsetzt (in Fig.1 mit M, be- 
zeichnet). M, erscheint in der Linse in p spharische Strecken zerlegt, die von 
p (gleiche Winkel miteinander einschlieBenden) Halbebenen durch die z-Achse 
aus dem Rande des Bohrkerns ausgeschnitten werden. Bei geeigneter Wahl 
von B, und geeigneter Orientierung der Kreise M, und B, besteht dann die 
Homologie 
(1) M,~pB,+qMy,, (auf P; = P,), 
worin p,q die charakteristischen Zahlen der Gruppe © (p,q) sind. Klebt 
man also auf die Oberfliche P; eines Vollringes V;, auf dem man einen 
Meridiankreis M, und einen Breitenkreis B, beliebig gewahlt hat, einen 
zweiten Vollring V; so mit seiner Oberfliche auf, da8 der irgendwie orientierte 
Meridiankreis M, von V; die Homologie erfiillt: 
(2) M;~pB,+qM, (auf P}) 
nit p > 0, O= ¢< p/2, (p, 7) = 1, 80 entsteht ein geschlossener Raum L’, 
von dem wir zeigen, daB er mit dem Linsenraum (, q) iibereinstimmt. Man 
kann nimlich V; so auf V, abbilden, daB B, mit B, und M, mit M;, zur 
Deckung kommt. Wegen (1) und (2) geht dabei die Kurvenklasse von M, 
in die von M, iiber. L’ stimmt dann mit dem Linsenraum (7, q) iiberein, 
nach dem Hilfssatz von AnhangI. Klebt man V, irgendwie auf Vj, so 
erhalt man an Stelle von (2) die Homologie 
(3) M; ~p'B,+ Mj (aut P}) 
mit beliebigen ganzen Zahlen p’ und q’, die nur teilerfremd sein miissen, da 
M; doppelpunktfrei ist. Durch Einfiihrung eines anderen Breitenkreises 
B,~ &,B,4- 2M, (eg = +1) 
und nétigenfalls durch Umorientierung von M,, d.h. durch Einfiihrung des 
neuen Meridiankreises 
M,~ eM; (&= +1) 
geht die Homologie (3) iiber in 
Mz ~ &p' By + (€9q' — &&cp’) M, = pB, + qM,. 
Man kann hierin x, ¢, und ¢, so wahlen, dab p >0 und 0 <q SS p/2 wird. 
Fir p’ + 0 ist auch p +0, also liegt fiir p’ +0 der Linsenraum (p, 9) vor 


Mathematische Annalen. 107. 37 
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mit p = |p’| und q gleich dem absoluten Betrage des mod p auf das Interval] 
— p/2 bis + p/2 reduzierten q’. Ist aber p’ = 0, 80g’ = + 1, und der Raum 
ist das topologische Produkt aus Kreislinie und Kugelfliche. 

Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen: 'Jeder Linsenraum api 
sich durch Aufeinanderkleben zweier Vollringe V, und V, mit ihren Rand- 
ringflachen P, und P, gewinnen. Umgekehrt entsteht durch Aufeinanderkleben 
zweier Vollringe der Linsenraum (p,q), wenn der Meridiankreis M, von V, 
auf P, eine Kurve M, ~ pB, + qM, ist; M, und B, bezeichnen dabei einen 
Meridian- und einen beliebigen Breitenkreis auf P,, und nach Definition des 
Linsenraumes ist p > 0. 


Um die zyklischen Bewegungsgruppen auch analytisch zu untersuchen, 
ist es zweckmaBig, im konformen Raume ,,Ringflachenkoordinaten“ gp, y, 0 
einzufiihren. Sie sind so erklart: 9 = const ist eine Ringfliche, deren Punkte 
von der z-Achse alle ein und denselben festen sphirischen Abstand 9, vom 
Kinheitskreis also den Abstand 2/2— haben. Ausgeartete Ringflichen 
sind die z-Achse fiir @ = 0 und der Einheitskreis fiir 9 = 2/2. Diese oc? Ring- 
flichen sind in DB I, 8.38 auf etwas andere Weise, nimlich dadurch gekenn- 
zeichnet worden, daB sie die z-Achse zur Rotationsachse haben und das durch 
den Einheitskreis gehende Kugelbiischel orthogonal durchsetzen. g =a 
ist eine in die z-Achse eingespannte Halbebene, die mit der festen durch den 
Punkt z = 1, y = z = 0 gehenden Halbebene den Winkel » = a einschlieBt. 
g wird positiv gemessen in Richtung des positiv durchlaufenen Einheits- 
kreises, entsprechend ist y = 6 definiert als die in den Einheitskreis ein- 
gespannte Kugelkalotte, die mit der durch den Punkt c= y=z=0 
gehenden Kalotte y = 0 den Winkel } einschlieBt. » = const und y = const 
stellen somit in gleicher Weise ,,Halbebenen der spharischen Geometrie“ dar. 

Eine Bewegung G, die z-Achse und Einheitskreis einschlieBlich ihrer 
Orientierungen in sich iiberfiihrt, fiihrt auch jede der Ringflichen 9 = const 
in sich iiber. G@ ist vollkommen durch die Winkel gy und yp bestimmt, 
durch die der orientierte Einheitskreis und die orientierte z-Achse in sich 
gedreht werden. In den Ringflichenkoordinaten kann man @ wie folgt 
schreiben: 
| Y = 9+ Mt 2ha, 


(4) ¥ = yt wt 2ka, 


= 
h und & sind willkiirliche ganze Zahlen. Es ist niitzlich, g und y als recht- 
winklige kartesische Koordinaten in einer g y-Ebene zu deuten. Die beiden 
ersten Gleichungen (4) stellen dann eine Translation in dieser Ebene dar. 
Liegt im konformen Raume eine Gruppe 6 der Familie 3 vor, so bilden die 
Translationen in der gy-Ebene, die den Bewegungen von © entsprechen, 
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eine unendliche Gruppe G, deren jedes Element durch die zugehérigen Werte 
VON @%, Yo &, & gekennzeichnet ist. Dem Einselement in der konformen 
Gruppe G entspricht in der Translationengruppe © die Untergruppe 
gy = pt 2ha, y = y+ 2k. Die zum Punkte gy = y = 0 hinsichtlich 
6 aquivalenten Punkte bilden ein ebenes Gitter 7’, das die Punkte » = 2h =, 
y = 2k= alle enthalt. Einer Ringfliche 9 = const entspricht in der ¢ y- 
Ebene ein Quadrat mit den Ecken I(p = 0, py = 0), Il (op = 22, py = 0), 
Ill (gp = 22, y= 22), IV(py = 0, y = 22). Die Bedingung fiir Fixpunkt- 
losigkeit von © driickt sich jetzt so aus: Je zwei verschiedene aquivalente 
Punkte auf einer Ringfliche @ = const haben verschiedene Koordinaten 
und auch verschiedene Koordinaten y, d. h. sie liegen 
niemals auf demselben _,,Meridiankreis“‘ = const 
oder auf demselben Breitenkreis y = const der Ring- 
fliche. — In der Fig.3 sind in das Quadrat der 
y y-Ebene die Punkte eingetragen, die zum Nullpunkt 
hinsichtlich einer fixpunktlosen Bewegungsgruppe © 
iquivalent sind. © wird dabei von der Bewegung G 
erzeugt: 








P = P+ */ 2 

y= vt 22 
In der entsprechenden Gruppe © (p,q) ist daher p = 10, g = 3, der Dis- 
kontinuitatsbereich ist also der Linsenraum (10,3). 


Die zyklischen Bewegungsgruppen sind so einfach, daB die Einfiihrung 
der Ringflachenkoordinaten hier noch keinen Vorteil bietet. Von Bedeutung 
wird sie erst fiir die Untersuchung der Prismaraume. 


(G). Fig. 3. 


§ 4. 
Prismardiume. 

Eine weitere Familie, die Familie D(n’), wird von den fixpunktlosen 
Gruppen © gebildet, bei denen R zyklisch, 2 eine Diedergruppe der Ordnung 
n=2n’ ist. Jeder ganzen Zahl n’ = 2, 3,... gehdrt eine solche Familie zu. 
Die Schraubachsen der Linksdrehungen der Gruppe &, die sich zweistufig 
in 2 abbildet, gehen vom Koordinatenanfangspunkt des konformen Raumes 
nach den Ecken, Kanten- und Flachenmitten eines Dieders. Man darf nach 
DBI, 8. 59 annehmen, daB die Diederhauptachse mit der Schraubachse der 
Rechtsdrehungen von ® zusammenfillt, etwa in die z-Achse. Die Neben- 
achsen des Dieders liegen dann in der zy-Ebene. Eine Linksdrehung von 2 
langs einer solchen Nebenachse bildet sich in eine Zweierdrehung der Dieder- 
gruppe 2 ab, hat also die Ordnung 4 nach dem Hilfssatz von DBI, S. 24 
und vertauscht daher z-Achse und Einheitskreis. Alle Drehungen der Rechts- 
drehgruppe ® und der Linksdrehgruppe 2, also auch alle von 6 — gleich- 
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giltig, ob © Diagonalgruppe, direktes Produkt oder Rechtecksgruppe ist —, 
fiihren daher z-Achse und Einheitskreis einzeln in sich iiber oder vertauschen 
sie miteinander. Im ersten Falle geht eine Ringfliche @ = ¢ in sich iiber, 
im letzten vertauscht sie sich mit der Ringfliche 9 = 2/2 —c. In jedem Falle 
kommt also die mittlere Ringfliche 9 = 2/4 mit sich zur Deckung. Eine 
Bewegung C, die z-Achse und Einheitskreis vertauscht, vertauscht auch 
Meridian- und Breitenkreise auf der mittleren Ringflache; sie fiihrt nimlich 
die spharischen Halbebenen g = const in die sphirischen Halbebenen 
y = const iiber und umgekehrt. Da nicht nur die dreidimensionale sphirische 
Bewegung des konformen Raumes die Bewegung der mittleren Ringfliche 
in sich bestinimt, sondern auch umgekehrt durch die Abbildung der mittleren 
Ringflache auf sich die Bewegung des konformen Raumes eindeutig festgelegt 
ist, so erhilt man gewiB alle Gruppen der Familie D (n’), wenn man alle 
endlichen Gruppen von Selbstabbildungen der mittleren Ring- 
flache aufsteilt. 

Diese Aufgabe wollen wir jetzt in Angriff nehmen. Wieder beschrinken 
wir uns auf fixpunktlose Gruppen, und da 2 eine Diedergruppe ist, kénnen 
wir annehmen, da8 es wenigstens eine Bewegung C gibt, die Breitenkreis und 
Meridiankreis der mittleren Ringfliche vertauscht. Wir miissen aber damit 
rechnen, da8 sich auBer den Gruppen der Familie D (n’) hierbei noch weitere 
Gruppen ergeben. — Eine Bewegung C, die Breitenkreise und Meridian- 
kreise der mittleren Ringfliche vertauscht, erscheint in der py y-Ebene ent- 
weder als eine mit einer Translation verbundene Spiegelung an der 
Diagonale I III des Quadrates I II LIT IV, also als eine Gleitspiegelung lings 
einer zur Diagonale I III parallelen Geraden, einer 45°-Linie, oder als eine 
Gleitspiegelung lings einer zur Diagonale II IV parallelen Geraden, einer 
135°-Linie, oder als eine Drehung um einen festen Punkt durch den Winkel 2/2. 
Es kann nicht sein, da8 die positiv (im Simne wachsender g-Werte) durch- 
laufenen Breitenkreise in die negativ durchlaufenen Breitenkreise iibergehen, 
wiihrend die Meridiankreise ihre Richtung beibehalten. Die entsprechende 
Bewegung des konformen Raumes wiirde namlich die orientierte z-Achse 
in sich iiberfiihren und die Orientierung des Einheitskreises umkehren, was 
nur eine Bewegung zweiter Art leisten kann. Da nun eine Gleitspiegelung 
lings einer 45°-Linie, gefolgt von einer Gleitspiegelung lings einer 135°-Linie 
eine Drehung um einen festen Punkt liefert, so kann es wegen der voraus- 
gesetzten Fixpunktlosigkeit entweder nur Gleitspiegelungen lings 45°-Linien 
oder nur solche lings 135°-Linien in der Gruppe © geben. Wir nehmen das 
erste an, was keine Einschriinkung bedeutet. Man darf dann sogar voraus- 
setzen, da die Diagonale I III selber eine Gleitspiegelgerade ist; andernfalls 
brauchte man nur die Gruppe © starrer Selbstabbildungen der g p-Ebene, 
die sich in die Gruppe © auf der Ringfliche abbildet, mit einer geeigneten 
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Translation zu transformieren. C sei die Gleitspiegelung lings I III, bei der 
III] um eine méglichst kleine Strecke d in sich verschoben wird. Ist 6, 
die Untergruppe aller Translationen von ©, so ist 6 = 6+ 06,, d. h. 
6, ist eine Untergruppe vom Index 2 von 6. C* ist eine Translation n lings 
[III um die Strecke 2d, und es gibt offenbar keine Translation in 6,, die 
I III um weniger als 2d in sich verschiebt. Triagt man also das Gitter T der 
hinsichtlich G, zu I aquivaienten Punkte in die g y-Ebene ein, so haben 
zwei benachbarte Punkte auf I ITI den Abstand 2d, und da I und III zu 
dem Gitter gehéren, so ist 2d ein ganzzahliger Teil der Diagonale I III. 
Insbesondere ist der Mittelpunkt M des Quadrates I II III IV entweder selbst 
ein Gitterpunkt, oder aber es gibt eine Gleit- 
spiegelung lings I III, die I in M iiberfiihrt. Im ¥ 
letzteren Falle wiirde der Punkt g = x, y = 0 Pat Zz 
inden Punkt » = 2, y = 22 iibergehen, das ° 
ist aber im konformen Raum derselbe Punkt. 
Wegen der Fixpunktlosigkeit von 6 mu8 also M ° 
ein Gitterpunkt sein. Fiir die Gruppe © bedeutet ° 
das, da8 die Diametralpunktvertauschung S 1 
in © vorkommt; denn dieser entspricht in der C 
py-Ebene gerade die Bewegung, dielinM /; 7! 
iiberfiihrt. Man erhalt somit die auf den Dia- Fig. 4. 
gonalen I III und II IV liegenden Gitter- 
punkte, wenn man I III in 2q und ILIV in 2p gleiche Teile 
teilt. A sei die Translation, die die Diagonale II IV um die Strecke 
ILIV/2 p in sich verschiebt. Wir behaupten, daB die Gruppe 6, von den 
Translationen A und C? erzeugt wird, daB also das Gitter T ein rechteckiges 
Gitter ist, dessen Grundmasche ein parallel zu den Diagonalen I III und II [IV 
gelegenes Rechteck J7 mit den Seitenlingen I ITI/2 q und II IV/2 p ist; Fig. 4 
zeigt den Fall p = 3, ¢ = 2. Da namlich 6, invariante Untergruppe von 
6 ist, so geht 6, bei Transformation mit C in sich iiber, d. h. das Gitter T 
kommt bei Spiegelung an der Diagonale I III mit sich zur Deckung und ist 
daher entweder das eben erwahnte rechteckige Gitter mit der Grundmasche J7 
oder ein rhombisches Gitter, das aus jenem durch Hinzunahme simtlicher 
Rechtecksmittelpunkte entsteht. Die letztere Méglichkeit scheidet aus, da 
eine durch eine Rechtecksmitte gehende 135°-Linie nicht nur durch eine 
Translation, sondern auch durch eine Gleitspiegelung lings I III in die Dia- 
gonale II IV iiberfiihrbar wire. Die Translation, gefolgt von der reziproken 
Gleitspiegelung fiihrte dann die 135°-Linie mit Umkehrung ihrer Orientierung 
in sich iiber, wire also eine fixpunkthaltige Bewegung. 

Wir sind somit zu dem Ergebnis gelangt: Entspricht einer Gruppe 6 
der » w-Ebene eine fixpunktlose Gruppe © des konformen Raumes, die 2-Achse 
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und Einheuskreis in swh tiberfiihrt oder untereinander vertauscht und wenigstens 
eine z-Achse und Evnheuskreis vertauschende Bewegung enthilt, so wird 6 
erzeugt von einer Translation A, die die Diagonale II IV um die Strecke 11 IV/2 p 


verschiebt und von einer Gleitspiegelung C langs der Diagonale 1111 um die 
Strecke 1 IT1/4 q. 


© ist dann und nur dann fixpunktlos, wenn p und q relativ prim sind. 
Zunichst ist namlich klar, da8 eine Bewegung des konformen Raumes, die 
z-Achse und Einheitskreis vertauscht, einen Fixpunkt héchstens auf der 
mittleren Ringflache hat. Die entsprechende Bewegung der ¢ p-Ebene gehért 
dann der Restklasse 0G, von G an und verschiebt eine jede 135°-Linie um 
ein ungerades Vielfaches von I III/4q in der Richtung I III, wahrend zwei 
135°-Linien, die sich in ein und denselben (schrigen) Kreis auf der mittleren 
Ringflache abbilden, immer um ein Vielfaches von I IIT/2, also um ein gerades 
Vielfaches von I III/4 q voneinander entfernt sind. Eine Bewegung von 6, 
die z-Achse und Einheitskreis vertauscht, hat daher keinen Fixpunkt auf der 
mittleren Ringfliche. Die Bedingung dafiir aber, daB die Bewegungsgruppe 6, 
des konformen Raumes, die der Gruppe 6, entspricht, fixpunktlos ist, be- 
steht darin, da8 niemals zwei hinsichtlich ©, aquivalente Punkte der mittleren 
Ringfliche auf demselben Meridian- oder Breitenkreis liegen. Nun wird das 
ebene Gitter T’ von den Vektoren (22/2 ¢, 2/2 q) und (— 22/2 p, 22/2 p) 
aufgespannt; die in den Klammern angegebenen Vektorkomponenten be- 
ziehen sich dabei auf ein Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren I Il 
und I IV. Der allgemeine Gittervektor hat also die Gestalt 

22 2x 22x 22 

(F ‘—3" Qq°t I>") 
worin € und 7 beliebige ganze Zahlen bedeuten. Die erste Komponente 
verschwindet nur, wenn &/q = n/p, also § = Cq/(p,q), 1 = Cp/(p, 9) ist 
(¢ ganze Zahl). Dann ist die zweite Komponente gleich 22¢/(p, q). Dann 
und nur dann, wenn (p, g) = 1 ist, ist dieser Ausdruck fiir jedes ¢ ein 
ganzzahliges Vielfaches von 22, also nur dann sind zwei auf einer Geraden 
y = const gelegene Gitterpunkte auf der mittleren Ringfliche identisch. 
Ebenso sieht man, da8 im Falle (p,q) = 1 auf einem Breitenkreis der mittleren 
Ringflaiche niemals aquivalente Gitterpunkte vorkommen. 

©, fiihrt nun z-Achse und Einheitskreis einschiieBlich ihrer Orientierungen 
in sich iiber und ist daher wegen der Fixpunktlosigkeit eine zyklische Gruppe 
der Familie 3. Die zu den Zahlen p, ¢ gehérige Gruppe 6, hat, wie man durch 
Abzihlen der im Quadrat I II III IV enthaltenen Gitterpunkte erkennt, die 
Ordnung 2 pq, © selbst also die Ordnung 4pq. Zwischen A und C besteht 
die Relation 

ACAC-1=1, 
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und das Element A» 0% ist eine Translation, die II in III tiberfiihrt, und 
die daher der identischen Bewegung des konformen Raumes entspricht. 
Also geniigen die entsprechenden Bewegungen des konformen Raumes 
den Relationen 

(1) ArC*4 = ACAC*=1 (p>090,q>0). 


Diese Relationen bilden bereits ein vollstaindiges Relationensystem der 
Gruppe 6. Denn sicher ist © zunichst eine Quotientengruppe der Gruppe (1). 
Kann man zeigen, da8 (1) héchstens die Ordnung 4 pq hat, so ist bewiesen, 
da8 © genau mit der durch (1) definierten Gruppe iibereinstimmt. Nun ist 
auf Grund von (1) 
C = CAPC*4 = A-*CAP-1C84 =... = APCMC = A-2C, 
also A?” = 1. Jedes Element von (1) kann somit auf die Normalform 
AeCr («a =0,1,...2p—1; y=0,1,...2¢—1) 
gebracht werden. Das sind 4 pq Normalformen; (1) hat also héchstens die 
Ordnung 4 pq. — Bestimmen wir das Zentrum der Gruppe ©! Die Bédingung, 
da8 das Element A*Cy mit A und C vertauschbar sei, liefert: 
C1A = AC’ und A*C=CA-, 
also wegen der zweiten definierenden Relation (1) von © 
CYA = CYA" und CA* = CA~. 
Ware y ungerade, so folgte A? = 1, was nur fiir p = | erfiillt ist. Fir p > 1 
ist also y gerade und « ein ganzzahliges Vielfaches von p, d. h. das Zentrum 
wird fiir p > 1 von C? und A? und damit von C? erzeugt, ist also zyklisch 
von der Ordnung 2g. Im Falle p = 1 fallt das Zentrum mit der Gruppe © 
zusammen und hat die Ordnung 4 g. Die Quotientengruppe nach dem Zentrum 
hat fiir p > 1 die Relationen 


C2 = ApC*4 = ACAC-1 = 1 
oder 


(2) Ae = C? = ACAC = 1; 


die Quotientengruppe ist daher die Diedergruppe der Ordnung 2 p™). Daraus 
geht hervor, da8 zwei Gruppen der Form (1) nur dann isomorph sind, wenn 
sie in den Zahlen p,q iibereinstimmen. 

Hieraus folgt, daB auch der Diskontinuitatsbereich der sphirischen 
Bewegungsgruppe © des konformen Raumes durch die Zahlen p,q charak- 
terisiert ist; wir bezeichnen ihn mit 


[p, 9]. 


*) Die Relationen (2) stimmen nimlich nach Umbenennung von A in A, und C 
in A, und Elimination von A, mit denen der ,,Doppelpyramidengruppe“ von W. v. Dyck, 
Gruppentheor. Studien (Leipzig 1882), 5.35 iiberein. 
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Die Raume [1,q] sind, wie gezeigt, Diskontinuititsbereiche zyklischer Be- 
wegungsgruppen der Ordnung 44, also Linsenriiume, weshalb wir den Fall 
p = 1 hinfort ausschlieBen. Die Raume [p,q] mit p > 1 heiBen Prisma- 
rdéume wegen der Gestalt ihres normalen Diskontinuitatsbereiches™). Von 
den 4 pq hinsichtlich 6 zum Punkte z = y = z = 0 Aquivalenten Punkten 
des konformen Raumes liegen namlich 2 pq in gleichen spharischen Abstinden 
auf der z-Achse und die iibrigen 2 pg auf dem Einheitskreis. Nach dem Ver- 
fahren von DBI, 8. 60 erhalt man also als normalen Diskontinuititsbereich 
i» 2 pq-seitiges Prisma; seine Grund- und Dachfliche sind ebenso wie die 

then, die Quadrate der sphirischen Geometrie sind, paarweise ein- 
ander zugeordnet. Wahrend bei den Drehgruppen (DB I, § 11) immer gegen- 
iiberliegende Seitenflichen zugeordnet waren, ist das jetzt nicht mehr not- 
wendig der Fall; an Hand von Fig. 4 kann man sich die Zuordnung der Seiten- 
flachen leicht fiir den Fall p = 3, q = 2 klar machen. Da die Zuordnung im 
einzelnen nicht ganz einfach ist und in die topologische Struktur der Riume 
keinen Einblick gewahrt, tibergehen wir hier ihre nahere Beschreibung *) 
und begniigen uns mit der Feststellung: Hine Bewegungsgruppe einer Familie 
D (n’) (8. 555) ist durch zwei ganze positive teilerfremde Zahlen p,q (p > 1) 
bestimmt und hat die definierenden Relationen 


(1) ArC*4 = ACAC = 1. 


Das Zentrum dieser Gruppe wird von C* erzeugt und ist zyklisch von der Ord- 
nung 2q; die Quotientengruppe nach dem Zentrum ist somit die Diedergruppe 
der Ordnung 2p. Die Zahlen p,q sind daher durch die abstrakte Gruppe (1) 
bestimmt. Der Diskontinuitdtsbereich von (1) heiBt Prismaraum [p, q]. 


Es ist noch nicht gezeigt worden, da8 jede Gruppe (1) in einer Familie D(n’) 
vorkommt. Das wird in §6 nachgeholt, und es wird dort (8. 567) zugleich 
der Zusammenhang zwischen n’ und p,q angegeben. 


§ 5. 
Zerlegung der Prismariume. 


Die Prismariume sind aufer als Diskontinuititsbereiche bestimmter 
spharischer Bewegungsgruppen auf eine zweite Art topologisch charakteri- 


11) In der S. 550 *) angefiihrten Arbeit sind auch die Raume []1, g] als Prisma- 
raume bezeichnet worden. Wir schlieBen sie hier von den Prismariumen aus, damit 
sich die Raume der Familien D (n’) mit den Prismaraumen decken und die Bezeichnung 
nicht die natiirliche Familieneinteilung kreuzt. In der angefiihrten Arbeit ist ferner 
R als Dieder-, 2 als zyklische Gruppe angenommen worden, umgekehrt wie in der 
vorliegenden Arbeit. Dies kommt auf eine Vertauschung der 45°- mit den 135°- Linien 
der gp y-Ebene hinaus. 

12) Vgl. die S. 550 *) angefiihrte Arbeit § 9. 
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sierbar; wir kénnen namlich an ihnen eine Zerschneidung in zwei berandete 
Teilraume vornehmen, die der Zerschneidung der Linsenriume in zwei Voll- 
ringe an die Seite tritt. Wie von einem Linsenraum nach Ausbohrung der 
Linsenachse immer ein Vollring iibrigbleibt erhalt man nach Ausbohrung der 
Prismaachse eines Prismaraumes immer ein und denselben Restraum, der 
jetzt aber kein Vollring ist. — Das Rechteck /7 ist als Fundamentalparallelo- 
gramm des Gitters 7’ Diskontinuitatsbereich der zyklischen Gruppe ©, auf 
der mittleren Ringfliche. Ebenso ist das Rechteck /7 (0), das auf der Ring- 
fliche @ = const liegt und dessen Ecken dieselben ¢ y-Koordinaten haben 
wie die von /7, Diskontinuititsbereich von ©, auf der Ringfliche 9. Der 
riumliche Diskontinuitatsbereich D, von 6, wird somit von dem Recht- 
eck /7 (9) tiberstrichen, wenn 0 stetig von 0 bis 2/2 wichst. Durch die mittlere 
Ringflache wird dieser Diskontinuititsbereich in zwei Teile zerlegt, deren 
jeder als Diskontinuitatsbereich der ganzen Gruppe © aufgefaBt werden kann. 
Den an die z-Achse angrenzenden Teil wollen wir weiter untersuchen und mit 
D bezeichnen. Durch eine Ringfliche 9 = 0, < 2/4 wird D in zwei Teile V 
und U zerschnitten. Der an die z-Achse angrenzende Teil V ist ein Vollring, 
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denn V ist zugleich der Diskontinuititsbereich der zyklischen Gruppe ©, 
innerhalb des friiher mit W, bezeichneten Vollringes, der bei G, in sich iiber- 
geht, also selbst ein Vollring, nimlich einer der beiden Vollringe, in die jede 
Ringflache 9 = 9, den Diskontinuitatsbereich einer zyklischen fixpunkt- 
losen Bewegungsgruppe zerlegt. U ist eine rechteckige Platte mit den Basis- 
flichen J7 = I] (2/4) und J7 (gq). Die vier gegeniiberliegenden Seitenflichen 
der Platte sind in ihr paarweise zugeordnet, so da8 zunichst ein Hohlring 
entsteht, der von den zu Ringflichen zusammengebogenen Rechtecken // 
und /7 (9,) berandet wird. J7 (9) ist eine freie Randringfliche der Platte, 
mit der sie auf dem Vollring V aufsitzt. Das Rechteck /7 dagegen zerfallt 
durch seine mittlere 135°-Linie (in der Fig. 5 punktiert) in zwei Hilften, die 
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durch eine Gleitspiegelung lings der mittleren 45°-Linie (in der Figur ge- 
strichelt) zugeordnet sind. U schlieBt sich daher zu einem von der Ring- 
fliche /7 (99) berandeten Raume, der von den Zahlen p und g ganz unabhingig 
ist und als ein Hohlring angesprochen werden kann, auf dessen einer Rand- 
ringfliche man durch eine fixpunktlose involutorische stetige Selbstabbildung 
zweiter Art paarweise Punkte identifiziert hat. Die verschiedenen Prisma- 
riume entstehen aus demselben U durch verschiedenes Aufkleben des 
Vollringes V auf die freie Randringfliche /7(g,). Es entstehen nebenbei 
bemerkt hierdurch nicht nur Prismariume, sondern iiberdies die speziellen 
Linsenriume [1, g] und zwei Raume unendlicher Fundamentalgruppe, 
nimlich die topologische Summe zweier projektiver Riume und das 
topologische Produkt aus Kugelfliche und Kreislinie, je nachdem man M 
oder B zum Meridiankreis des VerschluBringes macht }*). 

In Fig. 6 ist die Oberfliche der rechteckigen Platte U dargestellt und 
zwar als Netz in die Zeichenebene ausgebreitet. Das AuBere der Figur ist 
die eine Randringfliche /7 (0,) von U, auf der die vier Punkte 1’, 2’, 3’, 4’ 
in einen zusammenfallen. Die Kurven M und B bilden auf ihr zwei konju- 
gierte Riickkehrschnitte. Der Prismaraum [p, q] ist nun nach AnhangI voll- 

kommen bestimmt, wenn man auf der Rand- 
¥ ringfliche /7(0,) den Meridiankreis M, des 
t -f'  VerschluBringes kennt. Nun ist in Fig.7 die 
Ringflache 9 = gy in die g y-Ebene als Quadrat 
I’ Il’ Ill’ IV’ ausgebreitet. Der Meridian- 
oY ° kreis M, des VerschluBringes V ist jetzt die 
° » Strecke I’ II’. Denn diese Strecke ist der 
A Meridiankreis des Vollringes W,, der von der 
Gs Ringflache 9 = 9, aus der Hypersphire aus- 
geschnitten wird, und sie ist daher auch Meri- 
Fig. 7. diankreis von V (bei Betrachtung der Linsen- 
raume mit V, bezeichnet, vgl. 8.552 und Fig. 2.) 
Die Strecke I’ II’ ist aber auf //(o,) in die gebrochene Linie I’ 3’ II’ 
deformierbar, das ist auf der Ringfliche /7(o,) die Kurve M7 Br. Um 
also den Prismaraum [p,q] zu erhalten, muB man die Kurve M, = M? Be 
auf der Randringfliche I] (0,) des Raumes U zum Meridiankreis eines Ver- 
schluBringes V machen. — Auf eine dritte Art kann man die Prismariume 
folgendermafen erhalten: Da durch Aufkleben von V der Hohlring (Fig. 6) 
zu einem Vollring wird, so kann man jeden Prismaraum durch Identifizieren 
der Oberflichenpunkte eines Vollringes gewinnen, die durch eine fixpunktlose 
involutorische stetige Selbstabbildung zweiter Art ineinander tibergehen. 














18) Vgl. die S. 550 *) angefiihrte Arbeit Satz 5, 8.51 und S.571 vorliegender Arbeit. 
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II. Kapitel: 
Die fixpunktlosen spharischen Bewegungsgruppen. 
§ 6. 


Die Familien der fixpunktlosen Bewegungsgruppen und ihrer 
Diskontinuitatsbereiche. 

Die Familie 3 und die Familien D (n’) fixpunktloser sphirischer Be- 
wegungsgruppen haben wir im J. Kapitel vorweggenommen. Wir wenden 
uns jetzt zur Ermittlung aller endlichen fixpunktlosen sphirischen Be- 
wegungsgruppen tiberhaupt. Dazu brauchen wir einen Hilfssatz, der gestattet, 
aus der Kenntnis der Drehwinkel y, und y, zweier R,-Drehungen G, und G, 
zu entscheiden, ob eine der beiden sphirischen Bewegungen G und G- = GS, 
die sich in das Paar (G,, G,) abbilden, fixpunkthaltig ist. 

Der Hilfssatz lautet: Ist 


(1) %r=+4. (mod 22), 

so ist wenigstens eine der spharischen Bewegungen G und G- fixpunkthaltig; 
dann und nur dann, wenn 

(2) 1 =M=7 (mod 22) 

ist, sind G und G- beide fixpunkthaltig; ist aber (1) nicht erfiillt, so hat weder 
G noch G- Fixpunkte. 

Zum Beweis bemerken wir, daB fiir die Winkel » und y, durch die die 
beiden aufeinander (total) senkrechten Ebenen des R, von G in sich gedreht 
werden, nach DBI, 8.9 die Gleichungen bestehen 

?=%r+% (mod 2z), 

=%,—% (mod 27). 
Darin bedeuten y, und yx, die Drehwinkel der Rechtsdrehung G, bzw. der 
Linksdrehung G,, in die sich die sphiarische Bewegung G = G,G, zerlegen laBt. 


G ist also nur dann fixpunkthaltig, wenn wenigstens eine der beiden total 
senkrechten Ebenen punktweise festbleibt, d. h. wenn 


(3) Ye 4% =O (mod 22) 


ist. Nach DB I, 8.13 besteht zwischen y, und y,, bzw. x, und y, die 
Beziehung 


(4) WH+t2e; m=Ht2n (mod 2 2). 
Aus (3) folgt durch Einsetzen von (4) unmittelbar (1). (1) ist somit eine not- 


wendige Bedingung fiir die Fixpunkthaltigkeit von G. Ist umgekehrt (1) er- 
fillt, so folgt mit Hilfe von (4) 


2 (Xr + x) =0 (mod 2 2), 
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also entweder 


(5) te += (mod 22) 
oder 
(6) tr +t = (mod 22). 


Gilt (5), so ist G fixpunkthaltig; gilt aber (6), so hat die entgegengesetzte 
Bewegung G- = GS Fixpunkte, denn es ist y7 = y,, x; = 4%, + 2 (mod 22), 
d. h. es ist dann a 
4 +n =O (mod 22). 
Sollen G und G- beide Fixpunkte haben, so ist dafiir notwendig und hin- 
reichend, daB (5) und (6) zugleich bestehen, d.h. es ist 
te+ mn =9; 4—m =A (mod2z2) 
oder 
Aet+ ti =7%; %—X=OO (mod 22), 
also jedenfalls 
247, =27,=2 (mod 2z), 
wegen (4) also 
Xe = =7 (mod 22). 

Nunmehr kénnen wir von jeder spharischen Bewegungsgruppe 6, die sich 
in eine vorgelegte Paargruppe © abbildet, entscheiden, ob sie fixpunkthaltig 
ist oder nicht. Sei © etwa das direkte Produkt aus zwei nichtzyklischen 
Gruppen ® und 2. Sowohl ® als 2 enthalt dann Elemente der Ordnung 2; 
es gibt also in © ein Paar (G,, G,) von R,-Drehungen mit den Winkeln 
%r = %1 = 2. Da jede der beiden entgegengesetzten Bewegungen, die sich 
in (G,, G,) abbilden, nach dem eben bewiesenen Hilfssatz fixpunkthaltig ist, 
so enthilt die sphirische Bewegungsgruppe © sicher Bewegungen mit Fix- 
punkten. — Derselbe Schlu8 ist anwendbar, wenn man Rechtecksgruppen 
oder Diagonalgruppen betrachtet, wenn nur keine der Gruppen ® und 2 
zyklisch ist. Man braucht nur die Gruppen der Reihe nach durchzugehen 
und findet immer ein Paar (G,,G,) von R,-Drehungen mit den Winkeln 
Ae = Xi = %. 

Damit also eine sphirische Bewegungsgruppe © fixpunktlos sei, ist not- 
wendig, daB wenigstens eine der Gruppen R oder 2 zyklisch ist. 

Es macht nun keine Schwierigkeiten mehr, unter den noch verbleibenden 
Gruppen, bei denen wir etwa ® als zyklisch annehmen, die fixpunktlosen 
ausfindig zu machen. Wir geben gleich das Ergebnis an: Wir teilen die 
fixpunktlosen Bewegungsgruppen in Familien ein: 3, D (n’), T, O, 3, 
je nachdem die Gruppe @ eine zyklische Gruppe, eine Diedergruppe der 
Ordnung 2 n’, eine Tetraeder-, Oktaeder- oder Ikosaedergruppe ist. In der 
nachstehenden Tafel sind diese Familien zusammengestellt. Die Angabe 
der Quotientengruppe nach dem Zentrum und die der Torsionskoeffizienten 
findet erst spiter ihre Begriindung. 
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Tafel der endlichen fixpunktlosen sphirischen Bewequngsgruppen. 
Familie 3. 
R und L zyklisch, G zyklisch der Ordnung p. Quotientengruppe nach 
dem Zentrum: 1. Torsionskoeffizient: p. 


Familie D (n’). 
R zyklisch der Ordnung m, 2 Diedergruppe der Ordnung 2 n’. 
Quotientengruppe nach dem Zentrum: Diedergruppe der Ordnung 2 n’, 
Diese Familie zerfallt in zwei Unterfamilien: 

D, (n’): G = Rk direktes Produkt, in das G sich zweistufig abbildet. Be- 
dingung fiir Fixpunktlosigkeit von ©: (m,2n’)= 1. Torsionskoeffi- 
zienten bei geradem n’: 2m, 2, bei ungeradem n’: 4m. 

Dn (n’): G Rechtecksgruppe. m = 2 yw, t zyklisch der Ordnung y, | zyklisch 
der Ordnung vy = n’; Gemeinsame Quotientengruppe R/t = 2/1, Ord- 
nung 2 (DBI, 8. 33). 

Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit von ©: (u, v) = 1 und wp gerade, 
also n’ ungerade. Diese Unterfamilie existiert daher nur bei ungeradem n’. 
Torsionskoeffizient: 44 = 2 m. 


Familie T. 
® zyklisch der Ordnung m, 2 Tetraedergruppe. Quotientengruppe nach 
dem Zentrum: Tetraedergruppe. Auch diese Familie zerfallt in zwei Unter- 
famalien: 
T,;: G = RL direktes Produkt. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (m, 12) = 1. Torsionskoeffizient: 3 m. 
T,: G Rechtecksgruppe. m = 3 yw, t zyklisch der Ordnung p, | Vierergruppe. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit von ©: m =9(2k+ 1). Torsions- 
koeffizient: m. 
Familie D. 
R% zyklisch der Ordnung m, 2 Oktaedergruppe, © direktes Produkt. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit von ©: (m,24)= 1. Quotientengruppe 
nach dem Zentrum: Oktaedergruppe. Torsionskoeffizient: 2 m. 


Familie 3. 

® zyklisch der Ordnung m, 2 Ikosaedergruppe, © direktes Produkt. 

Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit von G: (m, 60) = 1. Quotientengruppe 
nach dem Zentrum: Ikosaedergruppe. Torsionskoeffizient: m. 

Wir haben in § 2 gesehen, da8 es in der Familie 3 metrisch nichtahnliche 
Bewegungsgruppen gibt, die als abstrakte Gruppen dennoch isomorph sind. 
In den tibrigen Familien dagegen zeigt sich, daB zwei metrisch nichtihnliche 
Bewegungsgruppen schon als abstrakte Gruppen verschieden sind. Das Merkmal, 
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die Bewegungsgruppen, die wegen der Fixpunktlosigkeit zugleich Fundamental- 
gruppen des Diskontinuitatsbereichs sind, als abstrakte Gruppen voneinander 
zu unterscheiden, sind die numerischen Invarianten (DBI, §9), also die 
Torsionskoeffizienten der Gruppe. Diese reichen aber zur Unterscheidung 
nicht hin, weil nichtisomorphe Gruppen gleicher Torsionskoeffizienten auf- 
treten. Wir haben deshalb jedesmal als weiteres Unterscheidungsmerkmal 
die Quotientengruppe der abstrakten Gruppe © nach ihrem Zentrum hinzu- 
gefiigt. 

Das Zentrum stimmt in der Familie 3 mit der Gruppe © iiberein. In den ibrigen 
Familien besteht es aus der Gesamtheit der Rechtsdrehungen, die in © vorkommen, 
also aus der Gruppe ® bzw. r, die sich zweistufig in R bzw. t abbildet. DaB das Zentrum 
nicht gréBer ist als R bzw. r, folgt daraus, daB die Quotientengruppe von G nach R 
bzw. t die Gruppe & ist, die kein vom Einselement verschiedenes Zentrum mehr hat, 
auBer im Falle, daB 2 die Diedergruppe der Ordnung 2 n’ mit geradem n’ ist, in welchem 
Falle das Zentrum von 2 die Ordnung 2 hat. In diesem Ausnahmefall gehért © zur 
Familie D,(n’). DaB auch dann das Zentrum nicht gréBer als R ist, zeigen wir so: 
Gabe es in dem Zentrum noch ein Element A = A, 4), das keine Rechtsdrehung ist, 
so ware auch A, im Zentrum, und A, ware vom Einselement Z und von der Diametral- 
punktvertauschung S verschieden. Es geniigt also zu zeigen, daB das Zentrum der 
Gruppe 2, die sich zweistufig in 2 abbildet, nur aus dem Einselement und der Dia- 
metralpunktvertauschung besteht. @ hat nach DBI, S. 26 die Relationen 

Dp’ = D;’ = D,* =8; D,D,Di;=8; #=E, 
oder nach Elimination von D7’: 
Dt’ = D,* = D,D,D,D,= 8; 8° = EB. 
Daher ist 
(7) D, D, = 8 Dy" D; 


* = Dy D, 
Ein von £ und 8 verschiedenes Element des Zentrums von & bildet sich in ein von £ 
verschiedenes Element von £2 ab, das dem Zentrum von & angehért. Es kommt also 
nur das Element py’? in Frage (n’ war gerade). Nun ist wegen (7) 
D; Dp’? — Dp, *'? pi = D*'" 8 Dy. 

Also ist pr nicht mit D; vertauschbar, sondern dies Element multipliziert sich bei 
Vertauschung mit D; mit S. Also hat die Gruppe 2 zum Zentrum nur die beiden 
Elemente Z und 8S. — In den Familien D (n’) bis J ist daher die Quotientengruppe 
nach dem Zentrum die Gruppe &. Die Torsionskoeffizienten bestimmt man aus den 
in DB I, § 6 verzeichneten Relationen der Gruppen nach dem Verfahren von DB I, 8. 47. 

Aus der Tabelle geht hervor, da8 niemals zwei Gruppen @, die ver- 
schiedenen Familien angehéren, isomorph sind, da ihre Quotientengruppen 
nach dem Zentrum verschieden sind. Da8 auch zwei Unterfamilien nur 
verschiedene abstrakte Gruppen enthalten, folgt fiir T, und Ty, daraus, 
da8 der Torsionskoeffizient einer Gruppe von T,, durch 9 teilbar ist, der einer 
Gruppe von T, aber nur durch 3 und nicht durch 9. Die Unterfamilie Dy (n’) 
existiert nur bei ungeradem n’. Der Torsionskoeffizient ist durch 8 teilbar, 
wahrend der Torsionskoeffizient einer Gruppe der Familie D, (n’) bei un- 
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geradem n’ nur durch 4 teilbar ist. Innerhalb einer Familie oder Unterfamilie 
unterscheiden sich nichtaihnliche Bewegungsgruppen bereits durch ihre 
Ordnungen, sind also schon als abstrakte Gruppen verschieden, ausgenommen 
in der Familie 3. 

Die Gegenstinde, die in die Familien 3, D (n’), T, O, J zusammengefaBt 
sind, sind spharische Bewegungsgruppen; ebenso wollen wir jetzt die Dis- 
kontinuitatsbereiche der Bewegungsgruppen einer jeden Familie, etwa 
der Familie D(n’), in eine Familie zusammenfassen, die wir ebenfalls mit 
D(n’) bezeichnen. Da nun eine fixpunktlose Bewegungsgruppe 1-isomorph 
mit der Fundamentalgruppe ihres Diskontinuititsbereiches ist (DBI, § 8), 
so besagt unser letztes Ergebnis, da8 je zwei Diskontinuitiatsbereiche, die 
verschiedenen Familien angehéren, nichtisomorphe Fundamentalgruppen 
haben, also nicht homéomorph sind, da8 vielmehr, wenn man von der Familie 3 
absieht, Bewegungsgruppe (als abstrakte Gruppe) und Diskontinuitatsbereich 
(als abstrakte dreidimensionale Mannigfaltigkeit) einander umkehrbar ein- 
deutig entsprechen. 

Von den uns aus dem I. Kapitel bekannten Diskontinuitatsbereichen 
bilden die simtlichen Linsenraume (p,q) nach 8. 547 die Familie 3. Aus 
§4 wissen wir ferner, daB ein Diskontinuitatsbereich einer Familie D (n’) 
notwendig ein Prismaraum [p,q] ist, und da nach 8. 559 die Quotienten- 
gruppe der Fundamentalgruppe von [p, g] nach ihrem Zentrum eine Dieder- 
gruppe ist, so liegt auch umgekehrt jeder Prismaraum [p, g] in einer Familie 
D (n’). Denn nur in den Familien D (n’) ist die Quotientengruppe nach dem 
Zentrum ebenfalls eine Diedergruppe, naimlich von der Ordnung 2 n’. Genauer 
hat die Quotientengruppe der Fundamentalgruppe von [p,q] nach dem 
Zentrum die Ordnung 2p. Die Familie D (n’) (n’ fest!) besteht somit aus 
der Gesamtheit der Prismariume [n’,q]. Nun hat die Fundamentalgruppe 
des Prismaraumes [n’,q] die Ordnung 4n’g. Eine Bewegungsgruppe der 
Unteramilie D,; (m’) hat andererseits die Ordnung 4 n’m (= 2mm), eine der 
Unterfamilie D,; (n’) aber die Ordnung 4 n’u = 2 n’m, so daB g = m= 2y 
bzw. = yu ist, je nachdem der Prismaraum [n’,q] zur Unterfamilie D, (n’) 
oder Dy; (n’) gehért. Da m in der Unterfamilie D, (n’) ungerade, u aber in 
Du (n’) gerade ist, so gehért der Prismaraum [n’, g] zur Unterfamilie D, (n’) 
oder Dy, (n’), je nachdem q ungerade oder gerade ist. 


§ 7. 
Hauptsatz. 


Unsere naichste Aufgabe wird es nun sein, fiir die Diskontinuitatsbereiche 
der Familien T, O, 3 eine ahnlich einfache Darstellung zu finden, wie wir sie 
fiir die Linsen- und Prismariume im I. Kapitel gegeben haben. Die Linsen- 
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riume gingen durch geeignete Ausbohrung alle in einen Vollring, die Prisma- 
riume alle in ein- und denselben berandeten Raum U iiber (8. 561). Allgemein 
werden wir nun zeigen, da8 der Diskontinuitatsbereich einer jeden fixpunkt- 
losen spharischen Bewegungsgruppe durch Ausbohrung von drei geeignet 
gewahliten geschlossenen Kurven in ein- und denselben berandeten drei- 
dimensionalen Raum, namlich in das topologische Produkt aus der dreifach 
gelochten Kugelfliiche und der Kreislinie iibergeht. Mit anderen Worten: 
Der Diskontinuititsbereich einer jeden fixpunktlosen sphirischen Bewegungs- 
gruppe kann erhalten werden, indem man die drei Randringflachen des topo- 
logischen Produktes aus der dreifach gelochten Kugelfliche und der Kreislinie mit 
Vollringen, sogenannten VerschluBringen, in geeigneter Weise schlieBt. Diese 
Tatsache ist eine unmittelbare Folge des 

Hauptsatzes: Die Gesamtheit der Diskontinuititsbereiche der endlichen 
fixpunktlosen sphiirischen Bewegungsgruppen stimmt mit der Gesamtheit der 
dreidimensionalen gefaserten Raume endlicher Fundamentalgruppe tiberein. 

Ein gefaserter Raum ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die sich 
mit einer Schar von geschlossenen Kurven, den Fasern, einfach und liickenlos 
so ausfiillen liBt, da& die Umgebung jeder Faser einen gefaserten Vollring 
ausmacht. Die genaue Definition findet sich in F, §1. Da man die ge- 
faserten Raume topologisch ziemlich gut iibersieht, so erhalt man auf Grund 
des Hauptsatzes zugleich einen Einblick in die Struktur der Diskontinuitits- 
bereiche der sphirischen Bewegungsgruppen. Z. B. gelingt es jetzt, die in 
DBI, §12 offengebliebene Frage zu beantworten, ob die drei einzigen be- 
kannten Poincaréschen Riume endlicher Fundamantalgruppe, namlich der 
Dehnsche Kleeblattschlingenraum"™), Poincarés Poincaréscher 
Raum) und der Dodekaederraum™”™) iibereinstimmen. Wenn sich 
zeigen laBt, daB alle drei Raume faserbar sind, so ist die Ubereinstimmung 
gesichert, weil es nach F, Satz 12 nur einen einzigen Poincaréschen 
gefaserten Raum endlicher Fundamentalgruppe gibt. Der Dodekaeder- 
raum la8t sich fasern auf Grund des Hauptsatzes. Die Faserung des Klee- 
blattschlingenraumes ist in F, §13 angegeben worden. Da8 sich Poincarés 
Poincaréscher Raum fasern liBt, wird in einer anderen Arbeit gezeigt"). 
Wenn der Hauptsatz auch keinen Aufschlu8 iiber die Frage gibt, ob mit 
den sphirischen Diskontinuititsbereichen alle Riume endlicher Fundamental- 
gruppe erschépft sind (weil es noch unfaserbare Riume endlicher Funda- 


1#) M. Dehn, Topologie des dreidimensionalen Raumes, Math. Annalen 69 (1910), 
S. 160. 

45) H. Poincaré, Cinquiéme complément 4 l’analysis situs, Palermo Rendiconti 
18 (1904), S. 109. 

1%) DBI, § 12. 

17) Vgl. FuBnote S. 644%) l.c., § 4. 
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mentalgruppe geben kénnte), so leistet er hiernach dennoch Dienste auch 
fir topologische Mannigfaltigkeiten, die unabhingig von jeder Faserung de- 
finiert sind. 

Der Beweis des Hauptsatzes wird in zwei Schritten gefiihrt: 1. der 
Diskontinuitatsbereich einer jeden fixpunktlosen sphirischen Bewegungs- 
gruppe laBt sich fasern, 2. es gibt auBerdem keine gefaserten Riume endlicher 
Fundamentalgruppe. 

An Stelle von 1. beweisen wir den allgemeineren Satz: Der Diskonti- 
nuitaétsbereich einer spharischen Bewegungsgruppe mit zyklischem ® laBt 
sich fasern. Daraus folgt 1. unmittelbar, da bei einer fixpunktlosen sphiarischen 
Bewegungsgruppe eine der beiden Gruppen ® oder 2, etwa ® zyklisch ist. 
Die zyklische Rechtsdrehgruppe ®, die sich zweistufig in ® abbildet, laBt 
sich zu einer kontinuierlichen zyklischen Rechtsdrehgruppe ® erweitern, deren 
Bahnkurven eine Rechtsdrehkreiskongruenz K bilden (DBI, 8.39). Da jede 
Rechtsdrehung mit jeder Linksdrehung, also insbesondere die Drehungen 
von 2 mit allen Drehungen von ® vertauschbar sind, so werden von einer 
(Links-) Drehung von 2 die Drehkreise der Gruppe ® untereinander ver- 
tauscht, wahrend die Rechtsdrehungen von § sie sogar einzeln in sich bewegen. 
Somit geht bei jeder Bewegung der Gruppe © ein Drehkreis von ® wieder 
in einen solchen iiber. Ja noch mehr! LaSt man die Gruppe ® auf die Punkte 
der Hypersphaire einwirken, so wird auf den Bahnkurven eine gewisse 
Orientierung festgelegt, eine gleichmaBige Orientierung im Sinne von 
F, §6. Wegen der Vertauschbarkeit von jeder Rechtsdrehung von ® mit 
jeder Linksdrehung von & bleibt dann bei einer Vertauschung der Drehkreise 
von K durch eine Drehung von &, sogar die Orientierung der Drehkreise er- 
halten. — Die Rechtsdrehkreiskongruenz K bildet sich nun in eine Kurven- 
schar des Diskontinuitatsbereichs D von © ab, von der wir behaupten, daB 
es eine Faserung von D ist. Dazu hat man erstens zu zeigen, da die Kurven 
in D geschlossen sind und da8 durch jeden Punkt von D genau eine Kurve 
hindurchgeht. Ersteres ist der Fall, weil die Drehkreise in der Hypersphare 
geschlossene Kurven sind, letzteres weil durch jeden Punkt der Hypersphire 
genau ein Drehkreis, durch zwei aquivalente Punkte der Hypersphire aber 
aquivalente Drehkreise von K hindurchgehen. Um zweitens zu zeigen, daB 
jede Kurve in D eine Faserumgebung besitzt, projizieren wir die Hypersphare 
stereographisch so in den konformen Raum, daB ein beliebig vorgegebener 
Drehkreis von ¥ in die z-Achse tibergeht und umgeben die z-Achse mit einer 
aus Drehkreisen bestehenden Réhre Q, die so diinn gewahit werden kann, 
da8 je zwei in Q enthaltene aquivalente Punkte nur durch eine die z-Achse 
in sich iiberfiihrende Bewegung von © ineinander tibergehen. Die Gesamtheit 
der die z-Achse in sich iiberfiihrenden Bewegungen von © bildet eine Unter- 


gruppe U von @&, deren Diskontinuititsbereich innerhalb Q ein gefaserter 
Mathematische Annalen. 107. 388 
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Keil mit einer auf der z-Achse liegenden Schneide ist. Aus ihm entsteht durch 
Zuordnung seiner Seitenflachen ein gefaserter Zylinder, dessen Basisflichen, 
um einen rationalen Winkel gegeneinander verschraubt, einander zugeordnet 
sind, wobei das in dem Zylinder liegende Stiick der z-Achse zur mittleren 
Faser wird (war der Offnungswinkel des Keiles 22, so ist der Keil selbst 
schon ein voller Zylinder gewesen). Der so erhaltene gefaserte Vollring ent- 
hilt keine fquivalenten Punkte mehr und stellt somit ein Stiick des Dis- 
kontinuitatsbereichs D dar. Damit ist zu jeder beliebigen Faser von D eine 
Faserumgebung aufgewiesen. 

Die Zerlegungsfliche des so gefaserten Raumes D ist die Kugel. Hat 
man namlich die Drehkreise der Kongruenz K gleichmaBig orientiert, so 
entspricht dem eine bestimmte gleichmaBige Orientierung der Fasern von D; 
denn bei den Bewegungen von © bleibt ja auch die Orientierung der Dreh- 
kreise erhalten. Da nun D ein orientierbarer Raum ist, so mu8 die Zerlegungs- 
fliche selber orientierbar, also wegen der Endlichkeit der Fundamental- 
gruppe von D die Kugel sein (F, §10, Satz 9). — Es ist hervorzuheben, da8 
beim Beweis die Fixpunktlosigkeit von © nicht benutzt worden ist. 

Die Prismariume gestatten iiberdies eine weitere Faserung mit der 
projektiven Ebene als Zerlegungsflache. Der Diskontinuitiatsbereich D einer 
fixpunktlosen Bewegungsgruppe © ist (8.567) dann ein Prismaraum, 
wenn ® eine zyklische, 2 eine Diedergruppe ist. Die zyklische Untergruppe | 
von 2, die sich in die invariante zyklische Untergruppe I von 2 abbildet, 
la8t sich nun zu einer kontinuierlichen Linksdrehgruppe | erweitern. Ist 
d, eine Linksdrehung der Ordnung 4, die sich in eine Zweierdrehung von 2 
abbildet, so ist fiir jede Bewegung z, von [ d,z,d;' = 277 [DB I, 8.31, R Dieder- 
gruppe der Ordnung m = 2m’, 2. Darstellung (III)]. Das bedeutet, dab 
die Linksdrehkreise von | bei d, untereinander vertauscht werden und da 
sich dabei ihre Orientierung wmkehrt — gleichmaBige Orientierung aller 
Drehkreise von | vorausgesetzt. Deshalb lassen sich die Fasern von D, 
in die sich die Linksdrehkreise von | abbilden — man beweist wie soeben, 
da8 eine Faserung von D entsteht —, nicht gleichmaBig orientieren, so dab 
die Zerlegungsfliche von D jetzt nur eine projektive Ebene sein kann (F, § 10, 
Satz 9). Jeder Prismaraum [p, g] ist also ein gefaserter Raum (Om; 1] 6) 
bzw. (On; 1]; a, B,). Mehr als eine Ausnahmefaser kann nimlich nicht 
auftreten, da sonst die Fundamentalgruppe des gefaserten Raumes unendlich 
werden wiirde. 

Umgekehrt ist auch jeder gefaserte Raum F endlicher Fundamental- 
gruppe mit der projektiven Ebene als Zerlegungsfliche ein Raum [p, 9]. 
Bohrt man namlich aus F die einzige Ausnahmefaser oder, wenn keine 
vorhanden ist, eine gewohnliche Faser aus, so bleibt der Klassenraum F, 
iibrig. Das ist aber gerade der Raum U von §5. Zum Beweis fasern 
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wir den zur rechteckigen Platte der Fig. 6 (8. 561) aufgeschnittenen Raum U 
durch Strecken parallel zur Kante B. Durch jeden Punkt der Seitenfliche 
1’ 2’ 21 (die beim SchlieBen der Platte zu U auf 4’ 3'3 4 zu liegen kommt) 
geht dann genau eine Faser, und jede Faser durchsetzt diese Fliche genau 
einmal, so daB dieses Flachenstiick nach Identifizieren zugeordneter Kanten 
(11 zu 2’2 und 51 zu 25) die Zerlegungsflache liefert. Das ist aber ge- 
rade die einmal gelochte projektive Ebene, also das Mébiusband. — Was 
nun die SchlieBung des Klassenraumes F, = U zu einem gefaserten Raum F 
anlangt, so kann man jede doppelpunktfreie Kurve auf der Randringfliche 
P = JT (g,) zum Meridiankreis des VerschluBringes ernennen, ausgenommen 
die Faser, also B, und die Kurve M; im ersten Falle ergibe sich kein gefaserter 
Raum, im letzteren der Raum (Om; 1|0), der unendliche Fundamental- 
gruppe hat, wie die unten stehenden Relationen (1) zeigen. Daher ist nach 
§5, 8.562 der gefaserte Raum entweder ein Prismaraum oder ein Linsen- 
raum [1, q]. 

Um den Zusammenhang zwischen den Zahlen p, q und den Faserinvari- 
anten 6, «,, 6, herzustellen, bestimmen wir die Fundamentalgruppe des ge- 
faserten Raumes (On; 1|6) bzw. (On; 1|6; a, 6). Nach F, § 10 lauten 
die Relationen von (On; 1|6; a, 6) 

AHA'=H"; 00,= 4°; 0, =Qe HA =1; 
Q)HQ;* =H (j=0,1). 
Diejenigen von (On; 1|5) erhalt man daraus, wenn man a, = 1, fp, = 0 
setzt. Elimination von Q, und Q, fiihrt zu den Relationen 
(1) AHA“*H =1; A*%1H%>+A = 1, 

Nach 8. 559 hat die Fundamentalgruppe des Raumes [p, gq] (p > 1) 

die Relationen 


(i) 17AHA--=1; AH? = 1. 


Somit ist 

9 sa . oon | 

(2) g=%; p= |mb-+ B,|. 

Denn nach 8.559 sind zwei Gruppen der Form (1) nur dann isomorph, 
wenn die Zahlen p und gq in beiden die gleichen sind. 


In F, §15 sind die beiden Faserungen mit verschiedener Zerlegungs- 
fliche fiir den Prismaraum [2,1], den Quaternionenraum, ausfiihrlich be- 
schrieben worden. 


§ 8. 
Die Faserinvarianten der Diskontinuitaitsbereiche. 


Es bleibt noch der zweite Teil des Hauptsatzes zu beweisen, nimlich, 
daB jeder gefaserte Raum endlicher Fundamentalgruppe als sphirischer 
Diskontinuitétsbereich auftritt. Nach F, Satz 9 (§10) hat ein gefaserter 
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Raum endlicher Fundamentalgruppe entweder die Kugel oder die projektive 
Ebene zur Zerlegungsfliche. Ist die projektive Ebene Zerlegungsfliche, so 
haben wir soeben gezeigt, daB dann der gefaserte Raum ein Raum [p, g] 
mit p> 0 ist; dann tritt er also als Diskontinuitatshereich auf. Wir 
brauchen somit nur noch die gefaserten Riume endlicher Fundamental- 
gruppe zu untersuchen, die die Kugel zur Zerlegungsfliche haben, und zu 
zeigen, daB diese Raume von den Diskontinuititsbereichen ersch6pft werden. 
Zu dem Zwecke werden die Faserinvarianten der Faserungen aller Diskonti- 
nuitétsbereiche berechnet. Die Faserung des Diskontinuitatsbereiches wird 
dabei durch die Rechtsdrehkreiskongruenz K bewirkt. Die Zerlegungsfliche 
ist also eine Kugel und der Diskontinuitatsbereich wegen der Endlichkeit 
der Fundamentalgruppe ein gefaserter Raum 
(1) (00; 0]; a, 8,;:..a,, B,) 
mit r< 3 (F, § 10, Satz 9). — Fiir r = 6, 1, 2 ist der gefaserte Raum (1) 
ein Linsenraum oder das topologische Produkt aus Kugelfliche und Kreis- 
linie, da er durch Aufeinanderkleben der Oberflichen zweier gefaserter Voll- 
ringe entsteht. Wir wollen die simtlichen méglichen Faserungen eines vor- 
gegebenen Linsenraumes nicht einzeln auffstellen, sondern uns mit der Fest- 
stellung begniigen, daB jeder Raum (1) mit r < 2 und endlicher Fundamental- 
gruppe ein Linsenraum ist, also als Diskontinuititsbereich in der Hypersphire 
auftritt. — Ist r = 3, so ist a, a, a, eines der platonischen Tripel, nach F, 
Satz 9. Die Fundamentalgruppe hat die Relationen 
(2) l Q.H° —_ Qn HA - Qe: HP: = Qs: HPs - Q% a Q Q; =]; 

\Q,4HQ;* =H (j =0,152,3); B; prim m a; 0< B, < w%. 
Das Zentrum dieser Gruppe ist die von H erzeugte invariante Untergruppe §. 
DaB das Zentrum nicht gréBer als § ist, folgt daraus, dab die Quotienten- 
gruppe nach § die Gruppe 
(3) Or = OF = OF = 2,2.9; = 1, 
also eine Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- oder Ikosaedergruppe ist, die kein 
vom Einselement verschiedenes Zentrum hat, auBer im Falle der Diedergruppe 
von durch 4 teilbarer Ordnung. In diesem Ausnahmefall fiigen wir zu den 
Relationen (2) der Fundamentalgruppe die Zusatzrelation H* = 1 hinzu 
und erhalten die Quotientengruppe 


Q,.H* = GH = GH = OH = Q,0,9.03 = 1; 
H?=1; QHG' =H (j = 0, 1, 2, 3). 
Weil a, gerade (wegen der durch 4 teilbaren Ordnung) und jedesmal («,, 8;) = 1 
ist, ist in den Relationen der Exponent von H stets = 1 zu setzen bis auf den 
ersten 6,, der 0 oder 1 sein kann. Elimination von Q, und Q, liefert 


0? = 03 = OQ: =H, 0,0.0,=H oder =1; A*=1. 
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Das sind aber gerade die Relationen der binaren Diedergruppe (DB I, 8. 26). 
H hat also die Ordnung 2, und das Zentrum dieser Gruppe besteht, wie wir 
auf 8. 566 zeigten, aus H und dem Einselement. Somit besteht das Zentrum 
der Fundamentalgruppe (2) héchstens aus den Elementen der beiden Rest- 
klassen, die sich in H und 1 abbilden. Das sind aber gerade die simtlichen 
Potenzen von H. Damit ist gezeigt, daB auch in dem Ausnahmefall das Zentrum 
der Fundamentalgruppe (2) allein die Potenzen von H enthilt. 

Nunmehr kénnen wir auch die gefaserten Riume endlicher Fundamental- 
gruppe in Familien einteilen, die wir mit 3’, D’ (n’), T’, O’, Y’ bezeichnen. 
Sie haben alle die Kugel zur Zerlegungsfliche und sind durch Anzahl r bzw. 
Vielfachheiten a, a, «3 der drei Ausnahmefasern charakterisiert. Es enthalt 
3 alle gefaserten Riume von endlicher Fundamentalgruppe mit r < 3 

Ausnahmefasern, also alle gefaserten Linsenriume; 


D (n’) (a, og, ag) = (2, 2, n’); 
} (a1, %, &) = (2, 3, 3); 
0’ (a, %, Xs) = (2, 3, 4); 
y (x, Ae, &,) = (2, 3, 5). 


Zwei gefaserte Raume verschiedener Familien sind durch die 
Quotientengruppen ihrer Fundamentalgruppe nach dem Zentrum unter- 
schieden. Diese sind dieselben wie die der entsprechend bezeichneten Familien 
von Bewegungsgruppen der Tafel 8.565. Denn sie werden erhalten, indem 
man in den Fundamentalgruppen (2) H = 1 setzt. Aus den Fundamental- 
gruppen entstehen so z.B. die Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaeder- 
gruppe mit den Relationen (3). 

Um nachzuweisen, da8 auch die Raume innerhalb einer Familie alle 
verschieden sind, bestimmen wir die Torsionskoeffizienten aus der Funda- 
mentalgruppe (2). Die Koeffizientenmatrix der Homologiegruppe ist 


60001 
0 m0 0 B 
00 a 0 py 
0 0 0 a Bs 
2 } 2 SB 
und ihre Determinante 
(4) A = bay cgay + Byagay + 1 Bygag + a X85. 


Der Wert von A ist fiir (a, a», %3) = 
(2,2,n’) 4A =4{(6+ 1)n'+ Bs}, 
(2,3,3) 4 =3(66+ 3+ 2(B,+ B)}, 
(2,3,4) A=2(12b4+6+4f,+ 3/5}, 
(2,3,5) A= {306+ 15+ 108,+ 68;,}. 
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4 ist immer + 0; denn im Falle (2, 2, n’) ist £8, prim zu n’, in den iibrigen 
Fallen sind die geschweiften Klammern ungerade. — Hitte man an Stelle 
des gefaserten Raumes (1) den entgegengesetzt orientierten Raum 

(Oo; O| b*; af, AT; af, BI; af, B3) 

= (0.0; 0] —b—3; ay, a — fy; ap, a — By; Hg, % — fy) 
benutzt, so wire die entsprechend gebildete Determinante 4* = — A. Ver- 
langt man also, was wir hinfort tun wollen, von der Determinante (4), da 
sie > 0 ist, so hat man damit eine bestimmte Orientierung des gefaserten 
Raumes festgelegt. 

A ist gleich dem Produkt der Torsionskoeffizienten des betreffenden 
gefaserten Raumes. Es ist nun nicht notwendig, die Torsionskoeffizienten 
der gefaserten Raume einzeln auszurechnen, da sich zwei gefaserte Riume 
derselben Familie bereits durch den Wert von A unterscheiden. Zum Beweis 
betrachten wir etwa den Fall («,, a», a3) = (2, 3,5), in welchem 


A = 306+ 15+ 108,+ 68, 
war. Ist 


(Oo; 0] 0’; 2,1; 3, By; 5, Bs) 
ein weiterer gefaserter Raum, fiir den die Determinante 
A’ = 306'+ 15+ 10f%,+ 68; 
denselben Wert hat wie 4, so folgt durch Subtraktion 
0 = 30 (6 — b’) + 10 (8, — fr) + 6 (Bs — fs). 
Daher ist 8, — 8, = 0 (mod 3); wegen der Normierungsbedingung 0 < f, < «, 
muB also £; = f, sein. Ebenso ergibt sich aus 8, — 8; = 0 (mod 5) und aus 
der entsprechenden Normierungsbedingung f; = fs. Dieselbe SchluBweise ist 
auf die iibrigen Familien anwendbar. Nur in der Familie T’ gibt es zu vor- 
gegebenem Werte von 4 auber dem gefaserten Raume 
(Oo; 0|b; 2,1; 3, By; 3, Bs) 
noch den weiteren gefaserten Raum 
(Oo; O[b'; 2,1; 3, Bo; 3, Bs) 
mit 6’ = b, 6; = Bs, Bs = B,. Dieser geht aber durch Vertauschung der 
Indizes 2 und 3 in den ersten Raum iiber. 

Ist nun F’ ein vorgegebener gefaserter Raum einer bestimmten Familie, 
etwa der Familie 3’, mit der Determinante 4 = A, (Produkt der Torsions- 
koeffizienten von F’) und gibt es in der Familie 3 einen Diskontinuitits- 
bereich F, bei dem das Produkt der Torsionskoeffizienten ebenfalls A, be- 
triigt, so ist man sicher, daB F und F’ homéomorph sind. Denn F laBt sich 
fasern und muB daher in der Familie 3’ vorkommen. F’ ist aber der einzige 
Raum von 3’, dessen Determinante 4 den Wert A, hat. Hat man also ge- 
zeigt, daB jeder mégliche Wert, den A in der Familie 3’ annehmen kann, 
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auch in der Familie 3 als Produkt der Torsionskoeffizienten vorkommt, 
so ist bewiesen, daB die Familien 3 und 3’ genau dieselben Raiume umfassen. 
In der Tat ist nun in der Familie J’ 4 = 306+ 15+ 108, + 68, prim zu 
2, 3 und 5, also prim zu 60. Jede zu 60 teilerfremde Zahl kommt aber in der 
Familie 3 wirklich als Torsionskoeffizient vor, wie man aus der Tafel S. 565 
ersieht. —- Ebenso wird die Ubereinstimmung in den anderen Familien be- 
wiesen. In der Familie 0’ ist 4 = 2 {126+ 6+ 48,+ 38}, also = 2m, 
mit (m, 24) = 1. In der Familie T’ hat A = 3 (66+ 3+ 2(f,+ £,)} fiir 
B, + Bs = 2 oder = 4 die Form 3m mit (m, 12) = 1; der gefaserte Raum 
gehért also dann in die Unterfamilie T,. Fiir 8, + 8, = 3 ist 4 das Neunfache 
einer ungeraden Zahl, und der gefaserte Raum gehért in die Unterfamilie T,,. 
In der Familie D’ (n’) hat A = 4 {(6+-1) n’ + B,} bei geradem n’, also un- 
geradem f, die Form 4m, m ungerade und prim zu n’; es handelt sich dann 
um einen Raum der Unterfamilie D, (n’). Bei ungeradem n’ gehért der Raum 
m D, (#’) oder Dy (n’), je nachdem die geschweifte Klammer im Ausdruck 
fiir A ungerade oder gerade ist. 

Die Ergebnisse stellen wir noc) einmal nach Familien und Unterfamilien 
geordnet zusammen; die in der Tafel auftretenden Riume sind so orientiert, 
daB A > 0, also gleich dem Produkt der Torsionskoeffizienten ist. 


Tafel des Zusammenhangs zwischen fixpunktloser sphirischer Bewegungs- 
gruppe © wnd Faserinvarianten des Diskontinuitatsbereiches. 


Familie 3. 
R zyklisch Ordnung m, 2 zyklisch Ordnung n; © zyklisch Ordnung p. 
Diskontinuitatsbereich: Linsenraum (p, q), in §§ 1—3 untersucht. 


Familie D (n’). 
R zyklisch Ordnung m, 2 Diedergruppe der Ordnung 2’. Quotienten- 
gruppe von © nach dem Zentrum: &. 

Unterfamilie D, (n’): G = RL direktes Produkt; G Ordnung 4 n’m. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (m, 2’) = 1; 
Diskontinuitatsbereich: Prismaraum [n’, m], in §4 und §5 untersucht; 
Torsionskoeffizienten: 2, 2m, wenn n’ gerade, und 4 m, wenn n’ ungerade; 
Faserung: (00; 0|b; 2,1; 2,1; n’, Bs); m = (b+ 1) n’ + Ay. 

Unterfamilie D,; (n’): G Rechtecksgruppe, m = 2 u, t zyklisch Ordnung yp, 

1 zyklisch Ordnung vy = n’; © Ordnung 4 n’u = 2n'm. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (4, n’) = 1 und yw gerade; 
Diskontinuitaitsbereich Prismaraum [n’, 1]: 

Torsionskoeffizient: 2 m. 
Faserung: (00; 0|6; 2,1; 2,1; n’, Bs); m = 2 {(6+ 1) mn’ + Bs}. 
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Familie T. 
R zyklisch Ordnung m, 2 Tetraedergruppe. Quotientengruppe von 6 
nach dem Zentrum: &. 


Unterfamilie T,: © = RL direktes Produkt; G Ordnung 24 m. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (m, 12) = 1; 
Torsionskoeffizient: 3 m. 
Faserung: (‘/0; 0]; 2,1; 3, 8,; 3,83); m= 66+ 3+ 2(f, + £,). 


Unterfamilie Ty: © Rechtecksgruppe, m= 3, t zyklisch Ordnung y, 
I Vierergruppe; © Ordnung 8 m. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: m = 9 (2k + 1); 
Torsionskoeffizient: m. 
Faserung: (O 0; 0| 6; 2,1; 3, 6,; 3,8); m= 3 (66+ 3+ 2(B,+ §,)}. 


Familie ©. 
R zyklisch Ordnung m, 2 Oktaedergruppe, 6 = RL. Quotientengruppe 
von © nach dem Zentrum: 2; 6 Ordnung 48 m. 
Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (m, 24) = 1; 
Torsionskoeffizient: 2 m. 
Faserung: (00; 0]; 2,1; 3,f,; 4,83); m= 126+ 6+ 48,+ 3£,. 


Familie 3. 

R zyklisch Ordnung m, 2 Ikosaedergruppe, 6 = RL. Quotientengruppe 
nach dem Zentrum: 2; G Ordnung 120 m. 

Bedingung fiir Fixpunktlosigkeit: (m, 60) = 1; 

Torsionskoeffizient: m. 

Faserung: (O 0; 0| 6; 2,1; 3, 8; 5, Bs); m = 306+ 15+ 108, + 6, 

Damit ist der zweite Teil des Hauptsatzes bewiesen, und zugleich sind 
durch die Tafel die Diskontinuititsbereiche der endlichen fixpunktlosen 
sphirischen Bewegungsgruppen in das System der gefaserten Raume ein- 
geordnet. Nun folgt unmittelbar die zu Anfang von §7 erwahnte Tatsache, 
da8 man jeden solchen sphiarischen Diskontinuitatsbereich durch Ausbohren 
von drei geeigneten geschlossenen Kurven in das topologische Produkt F 
einer dreifach gelochten Kugelfliche und einer Kreislinie verwandeln kann. 
Man braucht bei den Diskontinuititsbereichen der Familien D (n’), T, O, 3 
nur die drei Ausnahmefasern auszubohren. Der iibrigbleibende Raum ist 
der zweifach ausgebohrte Klassenraum des gefaserten Raumes, also das 
topologische Produkt F (vgl. F, §6, Satz3 und §7). Bei einem Diskon- 
tinuitatsbereich der Familie 3, also einem Linsenraum, der nur r < 2 Aus- 
nahmefasern enthalt, bohre man die r Ausnahmefasern und 3 — r gewohnliche 
Fasern aus. — Umgekehrt kann man zu vorgegebener spharischer Bewegungs- 














Bewegungsgruppen des dreidimensionalen spharischen Raumes. II. 577 


gruppe den Diskontinuitiatsbereich aus dem topologischen Produkt F und 
drei VerschluBringen aufbauen. Bequemer ist es aber, von dem topologischen 
Produkt aus vierfach gelochter Kugelfliche und Kreislinie auszugehen, das 
ist ein dreifach ausgebohrter euklidischer Zylinder, dessen Deckflachen parallel 
verschoben zugeordnet sind. Aus der Tafel entnimmt man, wenn eine von 3 
verschiedene Familie vorliegt, die Faserinvarianten des Diskontinuitites- 
bereiches und gewinnt daraus den Diskontinuititsbereich durch SchlieBen 
des topologischen Produktes mit Vollringen, deren Meridiankreise aus den 
Faserinvarianten wie in F, §7 zu bestimmen sind. 

Wir schilen aus den vorstehenden Uberlegungen schlieBlich ein rein 
gruppentheoretisches Ergebnis heraus. Die Topologie der gefaserten Raume 
liefert uns fiir die Fundamentalgruppen der gefaserten Riume einfache 
Relationen, aber sie lehrt uns wenig iiber den Bau dieser Gruppen. Die 
Topologie der Diskontinuitatsbereiche sphirischer Bewegungsgruppen da- 
gegen gibt uns fiir die Fundamentalgruppen weitlaufige Relationen (DB I, 
§6), aber sie l48t uns die Struktur dieser Gruppen erkennen. Da nach 
dem Hauptsatz die gefaserten Raume endlicher Fundamentalgruppe mit den 
Diskontinuitatsbereichen fixpunktloser spharischer Bewegungsgruppen tiber- 
einstimmen, so erhalten wir Aufschlu8, welcher Art und Ordnung die Gruppen 
sind, die von jenen einfachen Relationen erzeugt werden. Eliminieren wir 
z. B. aus den Relationen (2) 8.572 Q), so erhalten wir fiir die Fundamental- 
gruppen der betreffenden gefaserten Raume die Relationen 


Qe HP: — Qs: HP: = Qs: HPs = 2,2.9,;H-" = 1; 
Q,4Q;" = H (t = 1, 2, 3); 


hierin ist (a1, %, %) ein platonisches Tripel und es ist #,; prim zu a, und 0 < f, 
<a, Also ist eine der Zahlen a, a», a, etwa a, = 2 und #, = 1”), 
Wahlen wir z. B. («,, a», %3) = (2, 3, 5), also die Gruppe mit den Relationen 
Q?H = Q} HP: = Q3 Hs = 2,2.9,H~ == a; 
Q,HQ;' =H (= 1, 2, 3); 
2 = loder 2; 8, = 1, 2,3 oder 4; b beliebig, so ist diese Gruppe Fundamental- 
gruppe des gefaserten Raumes 
(O00; 0]; 2.1; 3, By; 5, Bs). 


Nach der Tafel ist sie in der Familie 3 enthalten und daher zweistufig iso- 
morph zum direkten Produkt der Ikosaedergruppe und der zyklischen Gruppe 
der Ordnung 

m = | 306+ 15+ 107, + 68, |). 


18) Ahnliche Gruppen sind mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln untersucht 
worden von O. Hélder, Bildung zusammengesetzter Gruppen, Math. Annalen 46 (1895). 
19) Vgl. Jahresbericht der D. Math. Ver. 41 (1931), Aufgabe 84, S. 6. 
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Ill. Kapitel: 
Die fixpunkthaltigen sphirischen Bewegungsgruppen. 


§ 9. 
R® Diedergruppe, 2 nichtzyklisch. 

Wir gehen zum Nachweis iiber, da8 die fixpunkthaltigen sphiirischen 
Bewegungsgruppen keine topologisch neuen Diskontinuitiatsbereiche zu denen 
der fixpunktlosen beitragen. 

Ist R zyklisch, so ist der Diskontinuititsbereich nach 8. 569, auch wenn 
die sphirische Bewegungsgruppe Fixpunkte hat, ein gefaserter Raum endlicher 
Fundamentalgruppe, tritt also schon als Diskontinuitiatsbereich einer fix- 
punktlosen Bewegungsgruppe auf. 

Sei jetzt R eine Diedergruppe der Ordnung m = 2m’, 2 nichtzyklisch. 
3 sei die zyklische Untergruppe der Ordnung m’ von R. Ob nun @ das direkte 
Produkt RL oder eine Rechtecksgruppe oder Diagonalgruppe ist, immer 
bilden die Elemente von G, die zu dem direkten Produkt 32 gehéren, eine 
invariante Untergruppe ©, vom Index 2 in 6. Daher bilden auch die Elemente 
von ©, die sich in 6, abbilden, eine invariante Untergruppe ©, von © vom 
Index 2. Der Diskontinuititsbereich von ©, ist aber, da 3 zyklisch ist, ein 
gefaserter Raum F,. Die Faserung wird bewirkt durch die Rechtsdrehkreis- 
kongruenz, die bei der sphirischen Bewegungsgruppe 3 in sich iibergeht. 
Die Zerlegungsfliche in F, ist eine Kugel (nach 8. 570), und die Fasern von 
F, kann man gleichmaBig orientieren. Diese Rechtsdrehkreiskongruenz geht 
nicht nur bei der Gruppe G,, sondern bei der ganzen Gruppe © in sich iiber. 
Allerdings wird die gleichmaBige Orientierung der Drehkreise bei einer Be- 
wegung D von 6, die nicht zu ©, gehért, umgekehrt (vgl. Faserung der 
Prismariume, 8.570). Da ferner wegen der Invarianz von ©, in G jedes 
System hinsichtlich ©, aquivalenter Punkte des konformen Raumes bei der 
Bewegung D wieder in ein solches System iibergeht, so iibertragt sich die 
Abbildung D auf den Diskontinuititsbereich F, als eine fasertreue involu- 
torische Selbstabbildung C erster Art, die die Richtungen der Fasern umkehrt. 
Der Diskontinuitatsbereich F von © wird erhalten durch Identifizieren hin- 
sichtlich C aquivalenter Punkte in F,. Ist C fixpunktlos — wir lassen dahin- 
gestellt, ob dieser Fall eintreten kann —, so ist F, selbst ein gefaserter Raum, 
kommt also schon einmal als Diskontinuitatsbereich einer fixpunktlosen 
Gruppe vor. Ist C fixpunkthaltig, so bewirkt C auf der Zerlegungsfliche 
von F,, die eine Kugel /, ist, eine fixpunkthaltige involutorische Selbst- 
abbildung c zweiter Art, also eine Spiegelung an einem ,,Aquatorkreis“ von 
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f,™). f, zerfallt also in zwei hinsichtlich der Abbildung c aquivalente Halb- 
kugeln f, und f;. Enthilt 7, Ausnahmefasern, so liegen die entsprechenden 
Ausnahmepunkte der Zerlegungsfliche entweder auf dem f, und f; gemein- 
samen Aquatorkreis oder als paarweise aquivalente Punkte im Innern von f; 
und f;. Letzteres kann nur dann eintreten, wenn F, zwei Ausnahmefasern 
der gleichen Vielfachheit enthalt. Denn bei der involutorischen Selbstabbildung 
geht eine Ausnahmefaser wieder in eine Ausnahmefaser der gleichen Vielfach- 
heit iiber. In jedem Falle liegt im Innern von f; héchstens ein Ausnahme- 
punkt, da es auf /, nicht mehr als drei Ausnahmepunkte geben kann (vgl. F, 
Satz 9, §10). Wir wihlen nun auf dem Aquatorkreis drei Punkte h,, hg, hg, 
unter denen die etwa auf dem Aquatorkreis liegenden Ausnahmepunkte vor- 
kommen sollen und im Innern von f, einen weiteren Punkt h,, der mit dem 
etwa im Innern von f/f, liegenden Ausnahmepunkt iibereinstimmen soll. 
hy, he, hg, hg schneiden wir durch kleine punktfremde Kreisflichenstiicke w,, 
W,, 3, @, aus, 80 daB w, ganz innerhalb von f; liegt, 
wahrend @,, @,, @, bei der involutorischen Selbst- 
abbildung c von f, einzeln in sich abgebildet werden. 
Durch die Ausschneidung von @, bis w, geht f, in 
ein gelochtes Elementarflichenstiick h iiber, dessen 
einer Randkreis aus sechs Strecken besteht, nimlich 
den Strecken a,, Gg, @g, in denen f; an f; angrenzt, und 
den Strecken 6,, 5,, bs, die fg mit @,, we, w, gemein 
hat. In der Fig. 8 ist /, schraffiert. Die Fasern, die 
sich in f; abbilden, machen einen Teilraum F, von F, ° Fig. 8. 

aus. Das ist ein gefaserter Hoblring**), dessen eine 

Randringfliche P sich in den Rand von a, abbildet, waihrend die andere 
Randringfliche aus sechs von Fasern gebildeten Kreisringen A,, A,, Az, 
B,, B,, B, besteht, die sich in die Strecken a,, ay, a3, 5,,.b,, bs ab- 
bilden. Die Fasern auf den Seitenflichen A,, A,, A, werden vermége 
der involutorischen Selbstabbildung C von F, einzeln mit Umkehrung 
ihrer Orientierung auf sich abgebildet. Es gibt also auf A, zwei Querlinien, 
die punktweise fest bleiben und durch die A, in zwei aquivalente Teile 4} und 
A} zerlegt wird. Identifiziert man A} und A}, so erhalt man eine Vollkugel, aus 
der eine unverknotete Kurve ausgebohrt ist. Der Rand des Bohrkernes ist 
die Ringfliache P. Eine unverknotet ausgebohrte Vollkugel ist aber ein Voll- 
zing mit einem kugelférmigen Loch im Innern. Die Randringfliche des Voll- 
ringes, ist P; der Rand des Loches ist eine Kugelfliche, auf der die Kreis- 








%) v. Kerékjarté, Uber die periodischen Transformationen der Kreisscheibe und 
Kugelflache, Math. Annalen 80 (1919), S. 36—38. 

21) Denn die Fasern, die sich in iP einschlieBlich w, abbilden, machen einen ge- 
faserten Vollring nach F, Hilfssatz III, § 4, aus. 
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ringe A, und A, liegen. Diese Kreisringe werden von dem Kreisring B, ge- 
trennt, wahrend durch die Zuordnung von Aj und A} die Kreisringe B, 
und B, Elementarflichenstiicke geworden sind. Durch Identifizieren von A} 
und A} und von A} und A} erhilt man endlich einen Vollring mit der Rand- 
ringfliche P und drei Léchern, deren Rander von den zu Kugelflichen z- 
sammengebogenen Kreisringen B,, B,, B, gebildet werden. Sind Q,, Q,, 
Q,, Q, die gefaserten Vollringe von F,, deren Fasern sich in die Punkte von 
@, @g, Ws, @, abbilden, so hat man, um den Diskontinuitatsbereich F der 
Gruppe © zu erhalten, auf die Randringfliche P den gefaserten Vollring Q, 
zu setzen, waihrend die Lécher mit den Vollringen 2,, 2,, 2, zu schlieBen 
sind, in denen zuvor solche Punkte, die hinsichtlich der Abbildung C von F, 
aquivalent sind, identifiziert worden sind. Durch SchlieBung von P mit Q, 
erhalt man einen Linsenraum A mit drei Léchern. Nach 8.553 entsteht 
namlich durch Aufeinanderkleben der Oberflichen zweier Vollringe ein Linsen- 
raum oder das topologische Produkt aus Kreislinie und Kugelfliche, das 
deshalb nicht in Frage kommt, weil es unendliche Fundamentalgruppe hat, 
wahrend die Fundamentalgruppe des Diskontinuitiatsbereiches F endlich 
werden muB. 

SchlieBlich ist noch zu untersuchen, was aus einem gefaserten Voll- 
ring 2; («= 1, 2, 3) bei der imvolutorischen Selbstabbildung C wird. 
Statt dessen kann man auch das Urbild von Q, im konformen Raum betrachten 
— das ist ein aus Drehkreisen der Rechtsdrehkreiskongruenz von 3 bestehender 
gefaserter Vollring V, dessen mittlere Faser etwa die z-Achse sei — und 
nachsehen, was aus V durch .Identifizieren aller hinsichtlich der Gruppe 6 
aiquivalenten Punkte wird, wobei es wieder geniigt, die Untergruppe U von 
© zu betrachten, die die z-Achse in sich iiberfiihrt. Da bei der Abbildung C 
die Fasern von 2; sich umkehren, mu8 es auch in U eine Bewegung geben, 
die die z-Achse umkehrt. 

Eine solche Bewegung ist notwendig eine Umklappung um eine die 
z-Achse senkrecht schneidende sphirische Gerade. Der Diskontinuitits- 
bereich von U auf der z-Achse ist also stets eine Strecke, etwa S7', und der 
Zylinder, der aus dem Vollring V durch die spharischen Ebenen heraus- 
geschnitten wird, die durch S und 7 senkrecht zur z-Achse gehen, ist der 
Diskontinuititsbereich von U innerhalb V, falls es keine von der Identitat 
verschiedene Bewegung in U gibt, die die z-Achse punktweise fest laBt. Die 
Basisflache des Zylinders wird von je einer Fixgeraden halbiert, so da8 nach 
Identifizierung einander zugeordneter Punkte der Basisflichen aus dem 
Zylinder eine Vollkugel wird. Enthalt U auch Bewegungen, die die z-Achse 
punktweise fest lassen, so ist der Zylinder durch den entsprechenden Zylinder- 
sektor zu ersetzen. Auch dann ist der Diskontinuitatsbereich von U innerhalb 
V eine Vollkugel. Die Lécher in dem Linsenraum A sind also durch Voll- 
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kugeln zu schlieBen. Damit ist der Diskontinuitatsbereich von 6 als ein 
Linsenraum erkannt. 

Als Beispiel betrachten wir die Gruppe 6, die sich zweistufig in das 
direkte Produkt ® £ abbildet: ® Diedergruppe der Ordnung n = 2 n’ = 10, 
£ Tetraedergruppe. Die fixpunkthaltigen Bewegungen von © sind diejenigen, 
die sich in die Paare (G,, G,) abbilden, G, eine Zweierdrehung von 3, G, eine 
Zweierdrehung von 2. Sie erzeugen die Untergruppe, die sich zweistufig 
in das direkte Produkt ® x Vierergruppe abbildet. Die Quotientengruppe 
von © nach dieser Untergruppe ist von der Ordnung3 und stimmt nach 
DBI, 8.586 mit der Fundamentalgruppe des Diskontinuititsbereichs von 
6 iiberein. Da der Diskontinuitatsbereich von © nur ein Linsenraum sein 
kann, so ist es der Linsenraum (3, 1). 


§ 10. 
R und 2 Tetraeder-, Oktaeder- oder [kosaedergruppe. 


Wir wenden uns jetzt den Gruppen zu, bei denen ® und 2 Tetraeder-, 
Oktaeder- oder Ikosaedergruppe sind. Darunter befinden sich Diagonal- 
gruppen(DBI, 8.27). Deren Diskontinuititsbereiche sind leicht anzugeben. 
Z. B. ist nach DBI, 8.570 die einzige sphirische Bewegungsgruppe G, die 
sich einstufig in die zur Tetraedergruppe gehérige Diagonalgruppe abbildet, 
die Gruppe der euklidisch starren Tetraederdrehungen des konformen Raumes 
um den Koordinatenanfangspunkt. Bei © geht also insbesondere die Einheits- 
kugel um den Koordinatenanfangspunkt in sich iiber, und man erhilt den 
Diskontinuitatsbereich von © durch Projektion des zweidimensionalen Dis- 
kontinuitiétsbereiches der Tetraedergruppe auf der Einheitskugel vom Ko- 
ordinatenanfangspunkt aus. Der Diskontinuitatsbereich ist also mit der 
Hypersphire homéomorph. Ahnlich kann man mit den tibrigen Diagonal- 
gruppen verfahren. In allen Fallen erweist sich der Diskontinuitatshereich als 
die Hypersphire. Nur bei der Diagonalgruppe, die dem duBeren Auto- 
morphismus der Ikosaedergruppe entspricht (DB I, 8. 29), mu8 man anders 
vorgehen. Wir behaupten, daB diese Gruppe die gréBte Gruppe von Dee ‘x- 
bewegungen ist, die das aus fiinf Tetraedern bestehende 5-Zell der Hyper- 
sphire in sich zulaBt. In der Tat muB in dieser Deckbewegungsgruppe R = &, 
t = I sein, da man durch Spiegelung das 5-Zell mit Umkehrung der Orien- 
tierung auf sich abbilden kann. Dabei erfaihrt die gréBte Gruppe der Deck- 
bewegungen einen Automorphismus, der Rechts- und Linksdrehungen, also 
R mit 2 und r mit I vertauscht. Ferner hat die Deckbewegungsgruppe die 
Ordnung 60 und enthilt die Diametralpunktvertauschung nicht, ist also ein- 
stufig. Daher sind rt und { zyklisch von ungerader Ordnung uw = »v (vgl. 
DBI, 8S. 23). Bezeichnet j die Ordnung der Quotientengruppe ®/t, so ist 
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die Ordnung der Deckbewegungsgruppe, nimlich 60, gleich uvj = pj, 
also « = 1, 7 = 60. Die Deckbewegungsgruppe ist daher eine Diagonal- 
gruppe, also eine platonische Gruppe der Ordnung 60, und da sie die Tetraeder- 
gruppe zur Untergruppe hat (Deckbewegungen des 5-Zells bei Festhaltung 
eines Tetraedermittelpunktes), so ist sie die Ikosaederdiagonalgruppe, und 
zwar diejenige, die dem auSeren Automorphismus entspricht (DB I, 8. 29), 
da bei der anderen einstufigen Gruppe alle Bewegungen einen gemeinsamen 
Fixpunkt haben **). 


Von den.iibrigen fixpunkthaltigen sphirischen Bewegungsgruppen 6 
sind die die einfachsten, die sich (zweistufig — nach DB I, §5) in das direkte 
Produkt RZ mit R = L = Tetraeder-, Oktaeder- oder Ikosaedergruppe 
abbilden. Z. B. enthalt die letztere Gruppe unter anderen die binire Ikosaeder- 
gruppe ®, die eine Rechtsdrehgruppe ist, und eine zur Ikosaedergruppe 
l-isomorphe Diagonalgruppe U zu Untergruppen. Der normale Diskonti- 
nuitatsbereich -von KR ist ein Dodekaeder D, dessen Mittelpunkt mit dem 
Koordinatenanfang des konformen Raumes zusammenfiallt (DB I, § 11). Die 
Schraubachsen der Rechtsdrehungen von ® gehen nach den Ecken, Kanten- 
mitten und Flachenmitten dieses Dodekaeders, und man kann annehmen, 
daB die Schraubachsen der Linksdrehgruppe 2 mit den Schraubachsen von R 
zusammenfallen (DBI, 8.59). Eine Rechtsdrehung, gefolgt von einer ge- 
eigneten Linksdrehung lings derselben Schraubachse, ist aber eine euklidisch 
starre Drehung um diese Achse, und die Gesamtheit dieser euklidisch starren 
Drehungen um den Koordinatenanfang — d.i. zugleich die Gesamtheit der 
starren Drehungen, bei denen das Dodekaeder D in sich iihergeht — bildet 
gerade die obenerwaihnte Diagonaluntergruppe U. Das Dodekaeder zerfiilt 
daher in 60 hinsichtlich U aquivalente Pyramiden, deren jede die Spitze im 
Koordinatenanfangspunkt hat, wahrend die Basisfliche ein Doppeldreieck, 
ein ,,schwarzes und ein ,,weifes‘‘ Dreieck der Normalunterteilung der Dode- 
kaederoberflache ist. Eine solche Pyramide ist nun schon der Diskontinuitits- 
bereich unserer Gruppe 6. Da namlich © die Ordnung 120 x 60 hat und 
da andererseits die Hypersphire in 120 x 60 solche Pyramiden zerlegbar ist, 
so kann es in einer Pyramide hinsichtlich © keine aquivalenten Punkte 
mehr geben. Man stellt leicht fest, da zugeordnete Flachenstiicke 


22) Abnlich kann man die gréBten Deckbewegungsgruppen der iibrigen regel- 
maBigen Zellteilungen der Hypersphare (DBI, 8.61 *™)) in das System aller 
spharischen Bewegungsgruppen einordnen. Es ergibt sich fiir das 16-Zell und das 
zu ibm reziproke 8-Zell (DBI, S. 61) die Rechtecksgruppe R = 2 = Oktaedergruppe, 
t = I = Vierergruppe, Ordnung 192, ferner fiir das 600-Zell und das zu ihm reziproke 
120-Zell (DB I, 8.65) das direkte Produkt R = 2 = Ikosaedergruppe, Ordnung 7200, 
schlieBlich fir das 24-Zell (DBI, 8. 62) die Rechtecksgruppe R = 2 = Oktaedergruppe, 
t = | = Tetraedergruppe, Ordnung 576. 
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auf der Pyramide beiziehbar sind, so daS der Diskontinuitiatsbereich 
von © die Hypersphire ist. Dieselbe Methode fiihrt bei den Gruppen 
R2 — Tetraeder- x Tetraeder- und Oktaeder- x Oktaedergruppe zum 
gleichen Ergebnis. 

Es bleiben noch die Gruppen, die sich in die folgenden Paargruppen 
(zweistufig) abbilden: 


©,: R= 2 Tetraedergruppe, tr = ! Vierergruppe; 
©,: R= L Oktaedergruppe, tr = I Tetraedergruppe; 
G,: R= L Oktaedergruppe, r = I Vierergruppe; 
©,: RL = Tetraeder- x Oktaedergruppe; 

G©,: RL = Tetraeder- x Ikosaedergruppe; 

©,: RL = Oktaeder- x Ikosaedergruppe. 


Ks liegt nahe, diese Gruppen auf invariante Untergruppen mit bekanntem 
Diskontinuitatsbereich zuriickzufiihren, wie wir es friiher 8. 578 getan haben. 
Z.B. enthalt die Gruppe G, als invariante Untergruppe vom Index 3 die 
Gruppe G,, das direkte Produkt R 2 = Vierergruppe x Vierergruppe. Ebenso 
ist dann die zweistufig in die Paargruppe ©, abgebildete sphirische Bewegungs- 
gruppe ©, in der sphirischen Bewegungsgruppe ©, invariant vom Index 3 
enthalten. Man erhalt daher den Diskontinuititsbereich von ©,, indem 
man auf den Diskontinuitatsbereich von ©, der eine Hypersphire H ist, 
eine zyklische Gruppe der Ordnung 3 von topologischen Selbstabbildungen 
ausiibt und Aquivalente Punkte identifiziert. Eine genauere Uberlegung 
zeigt, daB bei dieser zyklischen Gruppe der Ordnung 3 eine Triangulation 
von H in sich tibergeht und da8 wenigstens ein Punkt dauernd fest bleibt. 
Es wire also gezeigt, daB der Diskontinuitatsbereich von ©, selbst der Hyper- 
sphire homéomorph ist, wenn man von folgendem Hilfssatz Gebrauch machen 
kénnte: Eine zyklische Gruppe von topologischen Selbstabbildungen erster 
Art der Hypersphare, bei der ein Punkt dauernd fest bleibt und bei der eine 
Triangulation der Hypersphire in sich iibergeht, hat zum Diskontinuitits- 
bereich wieder die Hypersphire. Leider ist uns ein Beweis des Hilfssatzes 
nicht gelungen, so daB nichts iibrigbleibt, als den Diskontinuititsbereich 
jeder der sechs Gruppen einzeln zu bestimmen. 

G, enthalt als Untergruppe erstens die Gruppe I, d. i. die Quaternionen- 
gruppe **), deren Diskontinuitatsbereich ein Wiirfel W mit dem Mittelpunkt 
im Koordinatenanfangspunkt des konformen Raumes ist; zweitens eine Dia- 
gonalgruppe, die zur Tetraedergruppe l-isomorph ist und aus euklidisch 
starren Drehungen dieses Wiirfels in sich besteht. W zerfallt in 12 hinsichtlich 
der Diagonalgruppe, der konforme Raum also in 8 x 12 hinsichtlich der 


*%%) DBI, 8. 60. 











584 W. Threlfall und H. Seifert. 


Gruppe ©, iquivalente Tetraeder. Da 8 x 12 die Ordnung von 6, ist (DB i, 
8. 36), so ist ein solches Tetraeder schon der Diskontinuitatsbereich von 6,,. 
Durch Zuordnung dquivalenter Punkte der Seitenflichen schlieBt ein solches 
Tetraeder sich zur Hypersphire. — Ebenso erhilt man die Diskontinuitats- 
bereiche der Gruppen ©, bis G,, indem man auf den Diskontinuitatsbereich 
der Drehgruppe | bzw. 2 die Bewegungen einer Diagonalgruppe ausiibt, die 
zusammen mit | bzw. 2 die vorliegende Gruppe ©, erzeugt. Nur bei G, ver- 
sagt das Verfahren, da es hier keine Diagonaluntergruppe gibt, die zusammen 
mit 2 @, erzeugt. Man kann sich in diesem Falle damit helfen, da8 man 
vom Diskontinuitatsbereich von ©, ausgeht und ihn der metrischen involu- 
torischen Selbstabbildung erster Art unterwirft, die den Diskontinuitits- 
bereich von @, liefert. In allen Fallen erweist sich der Diskontinuitatsbereich 
von ©, als Hypersphare. 


Anhang I. 


Hilfssatz: SchlieBt man einen von einer Ringflache P, berandeten dreidimensionalen 
Raum V, mii einem Vollring V,, indem man die Randringflache P, des Rawmes und die 
Randringfliche P, des Vollrings topologisch aufeinander bezieht, so ist der entstehende 
geschlossene Raum bestimmt durch die beiden entgegengesetzten Kurvenklassen von P,, 
deren doppelpunktfreie Kurven Meridiankreise von V, sind. 

Beweis. Sind A’ und A” zwei topologische Abbildungen von P, auf P,, bei 
denen beide Male dieselben Kurven von P, nullhomotop in V, werden, so ist A’-1 A’ 
eine Selbstabbildung von P,, bei der die Kurvenklasse des Meridiankreises M, in sich 
oder in ihre entgegengesetzte ibergeht. Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn man zeigen 
kann, daB die Abbildung A, = A’’-' A’ der Randringflache P, sich zu einer topo- 
logischen Selbstabbildung A, von V, vervollstandigen la8t. Wir zerlegen A, in zwei 
Faktoren: 

(1) Ap = Jp Bp. 
Darin ist B, eine spezielle Selbstabbildung von P,, die die Kurvenklassen von P, 
ebenso substituiert wie A,. Daher ist J, eine Selbstabbildung von P,, bei der jede 
Kurvenklasse in sich tibergeht. Bei Ap erfahren die Kurvenklassen eine Substitution, 
die durch 

Ms ~ &,M,, By ~ «My + eB, (€;, & = +)) 
gegeben sei. Darin bedeuten M,, B, Meridian- und Breitenkreis auf P,, Mj, By ihre 
Bilder bei A,. Nun gibt es sicher eine spezielle topologische Selbstabbildung B, von 
V,, die die Kurvenklassen auf P, ebenso transformiert. Die Abbildung, die By auf P, 
bewirkt, ernennen wir zu der Abbildung B,. Vermdge (1) ist dann J, bestimmt. 
K6énnen wir zeigen, daB sich J, zu einer Selbstabbildung J, von V, erweitern laBt, 
so ist Ay = J, By die gesuchte topologische Selbstabbildung von V,, die auf P, ge- 
rade die Abbildung A, bewirkt. Nun laBt sich jede topologische Selbstabbildung J, 
einer Ringfliche P,, bei der jede Kurvenklasse in sich tibergeht, topologisch in die 
Identitat deformieren**); mit Benutzung dieser Tatsache kann man die Abbildung Jy 
ebenso konstruieren wie in F, § 5. 


*4) Der Satz gilt fiir beliebige geschlossene orientierbare Flachen; einen giltigen 
Beweis haben wir aber in der Literatur nicht finden kénnen. Der Beweis JaBt sich 
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Anhang II. 


Nachtrage zum ersten Teil der Untersuchungenin Math. Annalen 104(DB I). 


1. Die Problemstellung und Einzelergebnisse finden sich in der uns leider 
erst nach Beendigung von DBI bekanntgewordenen Arbeit Heinz Hopf, Zum Clifford- 
Kleinschen Raumproblem, Math. Annalen 95 (1925). In §2 dieser Arbeit werden 
wichtige Klassen fixpunktloser spharischer Diskontinuitatsbereiche aufgezihlt. Der 
Diskontinuitatsbereich einer fixpunktlosen sphirischen Bewegungsgruppe © wird dabei 
ein dreidimensionaler elliptischer oder spharischer Raum genannt, je nachdem 
6 sich zwei- oder einstufig in die Paargruppe © abbildet; je nachdem ist namlich 
der betreffende Raum schon Diskontinuitatsbereich einer Bewegungsgruppe des mit 
elliptischer Metrik ausgestatteten projektiven Raumes oder erst der Hypersphare. 
Ein Diskontinuitatsbereich irgendeiner fixpunktlosen sphirischen Bewegungsgruppe 
wird eine dreidimensionale spharische Raumform genannt. Diese Raumformen sind 
von uns volistandig aufgezihlt worden. 


2. Die Frage nach den spharischen Bewegungsgruppen und ihren Dis- 
kontinuitatsbereichen findet sich ebenfalls in der Arbeit W.v. Dyck, Uber regulare 
Raumeinteiiungen, Ber. Kgl. Sachs. Ges. Wiss. 1883. 

Von Herrn W. v. Dyck sind wohl auch zum erstenmal die Erzeugenden und Rela- 
tionen der platonischen Gruppen angegeben worden, die auch wir in DB I, § 6 benutzen: 
Gruppentheoretische Studien, Habilitationsschrift Leipzig 1882 und Math. Annalen 20 
(1882), S. 35. 


3. Es ist zu bemerken, daB die sphirischen Bewegungsgruppen zweiter 
Art keine nichtorientierbaren Raume liefern, da jeder nichtorientierbare 3-dimensionale 
Raum unendliche Fundamentalgruppe hat, wahrend er als Diskontinuitatsbereich 
einer spharischen Bewegungsgruppe endliche Fundamentalgruppe haben miiBte. Vgl. 
Jahresber. d. D. M. V. 42 (1932), Aufg. 135, 8S. 2. 


4. Das Zitat der FuBnote 35, DBI, S. 68 hat, weil unzutreffend, fortzufallen. 


5. In DBI, S. 35 findet sich nach Zeile 18 von oben eine Liicke in der Auf- 
zihlung der Gruppen, die durch folgende Bemerkung auszufiillen ist: Im Falle 
die gemeinsame Quotientengruppe die Vierergruppe, also j’ = 2 ist, tritt zu den zwei- 
stufigen Gruppen unter 1. noch die Gruppe © hinzu, die durch den S. 22 erwahnten 
Automorphismus der Vierergruppe entsteht, sowie die zugehdérigen einstufigen Gruppen. 
Ist in der Diedergruppe R Z, eine Drehung der Ordnung m’ = 2 « um die Hauptachse 
des Dieders, die also die zyklische Untergruppe aller Drehungen von ® um die Haupt- 
achse erzeugt, D’, 
Z,, D’. zwei Rechtsdrehungen der Hypersphire (der Ordnungen 4 y« bzw. 4), die sich 


eine Drehung der Ordnung 2 um eine Diedernebenachse, ferner 


in Z,, bzw. DD’, abbilden, und sind Z,, D} entsprechende Bewegungen von &, so hat 
? r I I I 


man als Erzeugende der zweistufigen Gruppe © 
z, = 23, z,= Z}, cy = Z,D, C3 = D' Z» 
mit Hilfe von Ergebnissen fahren, die man bei R. Baer, Isotopie von Kurven auf 
orientierbaren geschlossenen Flachen ..., Journ. f. d. reine u. angew. Math. 159 
(1928) und J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen 
Flichen, Acta Math. 50 (1927), findet. 
Mathematische Annalen. 107. 39 
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z, und z, erzeugen die Untergruppe g, wihrend C? und Cf Reprasentanten der Rest. 
klassen in der Zerlegung von © nach g sind. Es bestehen die Relationen 


 cteen fr — : 
(1) z, = &, z= 8, S?— £; 
II) ce? (= 22D;*)=2,8, Cr? =2,8 
( 1 prea, YF eae 
¢ 71 C871 pen} (9-417 ng nZ- ~ 
CECT CT CH (= Z, D.Z* DL DZD, Zy*) = 2, 271; 
vet ’ ve 1 - Y ve 1 - . 
(III) Cfz,.Ch =z, CfzCf =z", CZz,Ce =z', CfzCZH =z, 
Die eingeklammerten Zwischenrechnungen dienen der Ableitung der Relationen und 
gehéren nicht zum Relationensystem selbst. — Sind wu und » beide ungerade, so gibt 
es iiberdies vier einstufige Gruppen. Eine solche einstufige Gruppe ©, wird erzeugt von 
z= 2,8, 2 = 2,8, Cf, CH. 
Die Relationen sind: 
u“ ’ 
(I) ss =, = E; 
ee ee SS eo 
(II) CT=7, CH =z, CyCeCtT CZ =-2z77z 
(Il) CRz-Ce =<, CRace =a; Cece =2-"", Ceacr =z 
i St Mt Ms ke, MR Re bs 


In der Tat hat die hierdurch definierte Gruppe ©, héchstens die Ordnung 4 y » (nach 
DB I, 8. 30), ist also von der gleichen Ordnung wie 6, also einstufig. Wiirde man Ct 
durch CfS oder C$ durch C$S ersetzen oder beides zugleich tun, so erhielte man die 
drei iibrigen einstufigen Gruppen. 

6. Einige Ergebnisse iiber Diskontinuitatsbereiche des hyperbolischen Raumes 
finden sich in der in FuBnote *) angefiihrten Arbeit. 


(Eingegangen am 25. 1. 1932.) 
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Seit einigen Jahrzehnten sind einerseits die topologischen, andererseits die 
algebraischen Beziehungen, die zwischen den Elementen einer Menge bestehen 
kénnen, axiomatisiert und eingehend untersucht worden. Dabei kann man 
die Algebra entweder (im engeren Sinne) definieren als die Lehre der vier 
Rechnungsarten der Arithmetik und ihrer Verallgemeinerungen oder (im 
weiteren Sinne) als die Lehre der Beziehungen zwischen je endlich vielen 
Elementen einer Menge. Demgegeniiber stellen die topologischen (Limes- 
oder Umgebungs-) Relationen im allgemeinen Beziehungen zwischen je 
unendlich vielen Elementen einer Menge dar. 
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Es gibt aber viele Mengen, die ihre Wichtigkeit sowohl ihren algebraischen 
als ihren topologischen Eigenschaften verdanken. Wir nennen als solche 
vor allem das komplexe und das reelle Zahlenkontinuum, sodann die tran- 
szendenten Erweiterungen dieser Kérper (Funktionenkérper), weiter die Kérper 
der p-adischen und p-adischen Zahlen von Hensel [1], [2]') und den Ring 
der idealen Zahlen von Priifer [2]. Nach einer anderen Richtung hin die 
kontinuierlichen Gruppen und eine vor kurzem entdeckte Klasse von Gruppen, 
die Solenoiden?). 

In allen diesen Fallen handelt es sich um Gruppen, Ringe oder Kérper, 
die gleichzeitig topologische Mengen (topologische Raume) sind, und zwar 
derart, da8 die algebraischen Operationen (in einem naher zu priizisierenden 
Sinne; vgl. §§ 3, 6) stetig sind mit Bezug auf die topologischen Beziehungen. 

Es erscheint nun wiinschenswert, solche topologisch-algebraischen Gebilde 
axiomatisch zu definieren und allgemein und systematisch zu studieren, 
wie es schon mit den rein topologischen sowie den rein algebraischen Gebilden 
geschehen ist. Es ist der Zweck der vorliegenden Reihe von Abhandlungen’), 
mit dieser systematischen Untersuchung einen Anfang zn machen. 

Topologisch-algebraische Untersuchungen kommen in der Literatur, 
wenn auch nicht unter einheitlichem Gesichtspunkt zusammengefaBt, schon 
an verschiedenen Stellen vor. Zur Gruppentheorie sind vorerst die grund- 
legenden Arbeiten von L. E. J. Brouwer [1], [2] zu nennen, in denen er die 
Aufgabe stellt und fiir einige Fille erledigt, die Lieschen Satze iiber kontinuier- 
liche Gruppen ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, also rein topologisch- 
algebraisch abzuleiten. Sodann sind-zwei Arbeiten von O. Schreier [1], [2] zu 
nennen, in denen die erste abstrakte Definition einer Limesgruppe sowie wich- 
tige Sitze iiber kontinuierliche Gruppen vorkommen. Eine andere Axiomati- 
sierung (die aber so allgemein gehalten ist, da8 daraus wohl nicht viele andere 
tieferliegende Satze abzuleiten sind, als schon fiir beliebige T.-Mengen mit 
transitiver Gruppe gelten) der T.-Gruppen, sowie einige Sitze iiber nall- 
dimensionale Gruppen hat R. Baer [3] gegeben. Die Definition der metrischen 
Gruppe nebst einer Anwendung wurde von B. L. van der Waerden und mir 
gegeben. In diesem Zusammenhang ist auch Knesers Definition der Gruppe 
der Deformationen einer topologischen Menge zu erwahnen (H. Kneser [1)). 
Die solenoidalen Gruppen wurden schon in FuBnote *)erwahnt. Die Definition 
einer Klasse von Gruppen, die sich zu einem sehr allgemeinen (die Solenoiden 


1) Die Zahlen zwischen eckigen Klammern beziehen sich auf die Literaturliste am 
SchluB dieser Arbeit. 

2) D. van Dantzig [2]. 

*) Zur topologischen Algebra. I. Komplettierungstheorie. IT. Mikroperfekte Kérper. 
III. b,-adische Ringe. IV. Topologische, insbesondere Cantorsche Gruppen (zitiert 
mit ZTATI bis IV). 
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umfassenden) Konstruktionsprinzip fiir T.-Gruppen erweitern la8t, kommt in 
einer Arbeit von H. Schwerdtfeger [1] vor. SchlieBlich hat H. Freudenthal [1] 
einen schénen Satz iiber mikrokompakte und mikrozusammenhiingende 
T.-Gruppen gebracht. 

Zur Kérpertheorie ist vorerst der Begriff des bewerteten Kérpers 
(Ostrowski [1], [2], Kiirschak [1] u. a.) zu erwahnen, sowie zwei Arbeiten von 
Artin und Schreier (Artin [1], [2]) iiber reelle Kérper. SchlieBlich wurde 
eine Axiomatisierung topologischer Kérper (fiir die dasselbe gilt wie fiir 
seine T.-Gruppen) von R. Baer [3] mit einigen interessanten Sitzen iiber 
nicht-archimedisch bewertete Kérper gegeben**). Anwendungen der Topologie 
auf Kérpertheorie hat W. Krull [1], [2] gegeben. (Vgl. auch G. Kéthe [1)). 

Der allgemeine Begriff des topologischen Ringes scheint bisher noch 
nicht vorgekommen zu sein. 

Wir definieren eine topologische Gruppe (kurz: T.-Gruppe) als eine Menge, 
die erstens eine Gruppe, zweitens eine T.-Menge (topologische Menge oder 
topologischer Raum) ist, wobei das inverse Element und das Produkt zweier 
Elemente stetige Funktionen ihrer Argumente sind. Und zwar wird die 
Stetigkeitsforderung im schdrferen Sinne aufgefa8t: das Produkt soll nicht 
nur bei stetiger Abainderung jedes einzelnen Faktors unter Festhaltung des 
anderen (wie Baer [3] fordert), sondern sogar bei simultaner stetiger Anderung 
beider Faktoren stetig variieren. Entsprechend werden der T.-Ring und der 
T.-K6rper definiert. Das allgemeine Programm der topologischen Algebra 
wiirde nun lauten: es wird verlangt, stimtliche T.-Gruppen, T.-Ringe und 
T.-Kérper (und, wenn man will, T.-Moduln, die sich ganz entsprechend 
definieren lassen) systematisch zu untersuchen und zu klassifizieren. 

Dieses Programm hat sich bisher nur noch fiir die mikrokompakten 
(im kleinen kompakten) T.-K6rper vollstandig durchfiihren lassen. Und zwar 
ergibt sich dabei folgendes. Die Dimension eines jeden (kommutativen) 
mikrokompakten T.-Kérpers ist < 2. Der einzige zweidimensionale und auch 
der einzige algebraisch abgeschlossene (abgesehen vom unten erwahnten 
trivialen Falle) ist der Kérper der komplexen Zahlen; der einzige ein- 
dimensionale ist der Kérper der reellen Zahlen. Die nulldimensionalen sind 
entweder beliebige diskrete Kérper (dieser Fall ist trivial, weil dabei tiber- 
haupt keine Limesrelationen auftreten und jeder (abzihlbare) K6rper als 
diskreter Kérper betrachtet wérden kann), oder die p-adischen und p-adischen 
Kérper Hensels, oder schlieBlich die Komplettierungen (vgl. unten) einfacher 
transzendenter Erweiterungen endlicher Kérper. Dies wird in ZTA II bewiesen 
werden. Jeder perfektisierbare Kérper (vgl. §8, TK.14) ist ein Teilkérper 


8a) Die Klassifizierung der zusammenhdngenden, mikrokompakten Koérper (auch 
der nichtkommutativen) hat L. Pontrjagin inzwischen auch (unabhingig vom Verf.) 
gegeben. 
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von einem der obengenannten Kérper*>). Als spezielles Ergebnis heben 
wir noch hervor, da8 der Kérper der komplexen Zahlen (abgesehen vom tri- 
vialen Falle) durch die beiden Fundamentalsitze vollstandig charakterisiert ist. 

I. Topologischer Fundamenialsatz, Satz von Bolzano-WeierstraB: Jede 
beschrinkte unendliche Menge hat mindestens einen Hiufungspunkt, d. h. 
der Kérper der komplexen Zahlen ist mikrokompakt. 

Il. Algebraischer Fundamentalsatz, Satz von d’Alembert-GauB: Jedes 
Polynom hat mindestens eine Nullstelle, d.h. der Kérper der komplexen 
Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. 

Den Kern aller weiteren Untersuchungen bildet die Beziehung eines 
T.-K6rpers zu einem iiberall dichten Unterkérper (entsprechend fiir Ringe 
und Gruppen) und der Begriff der Komplettierung. Darunter verstehen wir 
folgendes. Man betrachtet alle Fundamentalfolgen, das sind Folgen, die dem 
additiven bzw. multiplikativen Konvergenzkriterium Cauchy’s geniigen, als 
Elemente einer neuen Menge und definiert darin (in den Fallen, wo dies méglich 
ist, vgl. §§ 4,7,8) die algebraischen Operationen so, da8 ein neues topologisch- 
algebraisches Gebilde derselben Art (sei es T.-Gruppe, T.-Ring oder T.-Kérper) 
entsteht, das als topologisch-algebraische Erweiterung des alten zu betrachten 
ist. Die Komplettierungsmethode ist die naturgemaBe Verallgemeinerung der 
Erzeugung der reellen Zahlen aus den rationalen *°). 

Eine unmittelbare Anwendung dieses Begriffes der Komplettierung auf 
Ringe ergibt mit einem Schlage die Restklassenringe und die Ringe der 
ganzen p-adischen, p-adischen und idealen Zahlen als Spezialfille allgemeiner 
b,-adischer Ringe, das sind T.-Ringe, die aus einem (nicht topologischen) 
Ausgangsring mittels Topologisierung durch die Restklassen einer Vielfachen- 
kette von Idealen b, und nachtriaglicher Komplettierung entstehen. Diese 
b,-adischen Ringe werden in ZTATIII allgemein untersucht; insbesondere 
werden die wichtigsten Zerlegungssitze abgeleitet. 

Die entsprechende Anwendung auf Gruppen (also Topologisierung nach 
den Nebenklassen einer Normalteilerfolge und nachtragliche Komplettierung) 
gibt, falls eine gewisse Endlichkeitsvoraussetzung erfiillt ist*¢), alle und nur 
diejenigen T.-Gruppen, die mit der Cantorschen Menge homéomorph sind; 
diese Gruppen stimmen im wesentlichen mit den 8.-Gruppen Baers iiberein. 
Es stellt sich heraus (ZTA IV), daB diese Gruppen sehr weitgehende Uberein- 
stimmung mit den endlichen diskreten Gruppen aufweisen. Z. B. lassen sich 








8b) In einer eben erschienenen Arbeit haben R. Baer und H. Hasse [4] u. 4. 
bewiesen, da6 jeder positiv-dimensionale bewertete Kérper Teilkérper des Kérpers 
der komplexen Zahlen ist. 

se) Langst bekannte Spezialfalle sind auch die Erzeugung der p-adischen, g-adi- 
schen und idealen Zahlen. Vgl. auch die S-Gruppen Baers sowie D. van Dantzig [4]. Im 
wesentlichen beruht die Methode auf dem Begriff der Brouwerschen Verzweigungsmenge. 

84) Vgl. D. van Dantzig [4]. 
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der Satz von Jordan-Hélder, der Begriff und Hauptsatz der Sylow-Unter- 
gruppen, sowie die Darstellungstheorie entsprechend erweitern, letztere fiir 
Matrizen sowohl in einem KGrper als in einem b,-adischen Ring**). 

Eine ganz andere Anwendung der Komplettierungstheorie ergibt die 
monothetischen Gruppen, das sind die Komplettierungen von irgendwie topo- 
logisierten unendlichen zyklischen Gruppen. Diese sind immer Abelsch und 
umfassen die meisten kompakten Abelschen T.-Gruppen. Fiir diese Gruppen 
laBt sich u. a. beweisen, daB sie dann und nur dann zusammenhingend sind, 
falls sie wnbeschrinkt radizierbar sind, d.h. falls jedes Element fiir jedes n 
mindestens eine n-te Wurzel besitzt. Da8 aus unbeschrinkter Radizierbarkeit 
Zusammenhang folgt, gilt sogar fiir beliebige mikrokompakte Gruppen. 
Auch sei noch auf die Metrisierbarkeitsbedingung fiir Gruppen hingewiesen 
(§5 dieser Arbeit), die eine Verscharfung der Komplettierbarkeitsbedingung 
ist. In ZTAIV wird bewiesen werden, daB jede separable metrische Menge 
eine freie metrische Gruppe erzeugt. Falls die Ausgangsmenge kompakt oder 
eine metrische Gruppe ist, ist die erzeugte freie Gruppe sogar (bis auf iso- 
metrische Isomorphie) eindeutig bestimmt. Im allgemeinen bilden die 
T.-Gruppen den weitaus schwierigsten Teil der topologischen Algebra, so daB 
hieriiber nur noch ganz wenige Ergebnisse vorliegen. 

Zum SchluB sei noch auf eine andere Anwendungsméglichkeit der topo- 
logischen Algebra hingewiesen. 

Die Hauptsitze der Theorie der unendlichen Kérpererweiterungen (z. B. 
der Satz, daB jeder Korper algebraisch abgeschlossen werden kann) kénnen 
nur unter Zuhilfenahme gewisser transzendenter Hilfsmittel bewiesen werden. 
Gewéhnlich*) benutzt man dazu eine Wohlordnung des zu erweiternden 
Korpers. Da8 dies auBer bei abzihlbaren Mengen kein algebraischer Begriff 
im anfangs erwaihnten Sinne ist, geht daraus hervor, da8 die transfinite 
Rangnummer eines Elements eine Beziehung zu den im allgemeinen unendlich 
vielen ihm vorangehenden Elementen darstellt. Nun bewirkt die Beweis- 
fiihrung mittels Wohlordnung, da8 man zur effektiven Konstruktion der 
algebraischen AbschlieBung eines jeden Kérpers von kontinuierlicher Machtig- 
keit jedesmal von neuem einen Weg suchen muB, der vom allgemeinen Existenz- 
beweis weit abweicht. Weil nun de facto die Kérper von kontinuierlicher 
Machtigkeit immer durch Topologisierung und nachtrigliche Komplettierung 
und Erweiterung aus den abzahlbaren entstehen, erscheint es als durchaus 
angebracht, zu versuchen, die Sitze iiber unendliche Erweiterungen topo- 
logischer Kérper mittels der topologischen Algebra anstatt mittels Wohl- 
ordnung zu beweisen. Dieser Versuch ist bislang noch bei weitem nicht 
gelungen. Uber die diesbeziiglichen Ergebnisse wird im Laufe dieser Reihe 
berichtet werden. 


‘) Z. B. E. Steinitz [1], B. L. van der Waerden (3 I}. 
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Im einleitenden § 2 werden die wichtigsten zu benutzenden topologischen 


und algebraischen Satze und Definitionen aufgezihlt werden, damit die Arbeit 
médglichst sowohl fiir Topologen als fiir Algebraiker verstandlich sein mége. 


Ein Auszug der hier veréffentlichten Arbeiten erschien Marz 1931 in 


hollandischer Sprache. 


Herr B. L. van der Waerden hat die Arbeit durch zahlreiche Bemerkungen 


weitgehend geférdert, wofiir ich ihm an dieser Stelle meinen besten Dank 


ausspreche. 
§ 2. 
Bekannte Sitze und Definitionen. 
A. Bezeichnungen. 
Logische**). 
1.1. A=>B. Aus A folgt B. 
1.2. A<=>B. A ist iquivalent mit B. 
(Die Zeichen —> und <=> trennen starker als alle anderen; von 
diesen beiden trennt <=> am stiarksten.) 
1.3. Ea, A,. Es gibt ein x mit der Eigenschaft A,. 
1. 4. .*. bedeutet ,,also“. Fiir ,,und“ wird meistens ein gew6hnliches Komma 
geschrieben. 
Mengentheoretische. 
2.1. D(A, B) oder [A, B] (also nicht A B!). Durchschnitt von A und B. 
2.2. G(A, B) oder Af B (also nicht A+ B!). Vereinigung von A und B. 
2. 3. €(A) (also nicht R— A!). Komplementirmenge von A (beziiglich 
einer festen Obermenge R). 
2.4. Ac Boder BA. A ist (nicht notwendig echte) Teilmenge von B. 
2.5. © die leere Menge. 
2.6. weA. z ist Element der Menge A. 
2.7. (x}4, die Menge aller z mit der Eigenschaft A,. 
2.8 ¢, >, ¢ Verneinung von c, >, «. 
2.9. Griechische Indizes bezeichnen Variablen, die fast alle natiirlichen 


Zahlen durchlaufen; lateinische Indizes bezeichnen feste (meistens 
natiirliche) Zahlen. Verschiedene griechische Indizes sind unabhéngige 
Variablen. Formeln mit freien griechischen Indizes sind giiltig fir 
fast alle Werte, die die Indizes annehmen kénnen (Beispiel: a,,¢M 
bedeutet: fast alle a,,, d.h. alle a,, mit u =>m, v >m, wo m eine 
geeignete natiirliche Zahl ist, gehoren zu M). Ubergang auf eine 
geeignet zu wahlende Teilfolge wird im allgemeinen nicht angedeutet: 
eine Teilfolge von z, wird meistens wieder mit z,, sonst z. B. mit 2,, 
bezeichnet, 


43) Die logischen Bezeichnungen bilden keine vollstandige Formalisierung, sondern 
dienen lediglich zur Abkiirzung. 
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Topologische. 

z, >. 2, konvergiert gegen 2. 

AXA B. A ist homéomorph mit B. 

A die AbschlieSung (abgeschlossent Hiille) von A. 

% (A) die Begrenzung von A (beziiglich einer festen Obermenge M). 
z, +» x Verneinung von 2, > z. 

Die Buchstaben U, V, W bezeichnen immer offene Mengen. 


Algebraische. 


MN = {2Y)zem, yew (vgl. 2. 7.) die Menge aller Produkte von einem 

Element aus M mit einem Element aus N, auBer bei Idealen, wo ab 

die iibliche Bedeutung hat. (MN ist also nicht die Durchschnitts- 

menge!) Entsprechend: 

Ma = |za),.y, @M = {az),.y. 

M* = 17! = {Z,...%_}e,eu die Menge aller Produkte von je n 
1 

Elementen aus M (also nicht die Menge der n-ten Potenzen!). 

M-" = {a-"},.y die Menge aller Reziproken der Elemente von M. 

M-" = (M~—')" = (M")—-1. Entsprechend: 

M + N = {2+ y)ecm, yew (also nicht die Vereinigung von M und N). 

M—N = {x—Y)hecm, yen (also nicht das Komplement von N 

beziiglich M). Aber fir 5 M = {3 x,|__ , Wind nicht mM geschrieben, 

1 1 as 

weil »M schon {nz},,,, bedeutet. 

Ideale werden wie iiblich mit kleinen gothischen Buchstaben be- 

zeichnet (auBer dem Einsideal R und dem Nullideal (0)). Alle anderen 

algebraischen Gebilde (Gruppen, Ringe usw.) mit groBen gothischen 

Buchstaben. Die sonstigen Bezeichnungen [a, b], (a, b), ab, usw. wie 

iiblich. 

Fiir den GGT kénnen wir infolge unserer obigen Verabredung 4. 5. 

sowohl (a,b) als a + b schreiben. 

a, Verengungsideal von a (vgl. §2 E, R. 38). 

a* Erweiterungsideal von a (vgl. §2 E, R.39) (beide bei fest ge- 

gebenem Ober- und Unterring). 

K,, Ky Primkérper der Charakteristik p bzw. 0. 

Ra, KR, Ke, Kp”) KGrper der algebraischen bzw. reellen bzw. kom- 

plexen bzw. p-adischen Zahlen. 

R,, Roa, R (6,) Ring der ganzen rationalen bzw. ganzen algebraischen 

bzw. ganzen (rationalen) },-adischen Zahlen. 

6», G,, G,, G,, G (b,) usw. die entsprechenden Kérper oder Ringe 

als (additive) Gruppen aufgefa8t. 
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4. 15. SK, K,, K' (p") usw. multiplikative Gruppe der Elemente aus den 
entsprechenden Kérpern. 

4. 16. x (SK), x (KR) Charakteristik eines Kérpers bzw. eines Ringes (vgl. §2 
E, R. 34). 

4.17. 6, —G,, KR, \K,. G, bzw. K, ist isomorph G, bzw. K,. 

4. 18. G/$ Menge der (rechten oder linken) Nebenklassen der Gruppe 6 


nach der Untergruppe §. Falls § Normalteiler in G ist, ist 6/§ 
die Faktorgruppe. 


4. 19. 0 (G) Ordnung der Gruppe 6. 


4. 20. +(H) = 0(G/H) Index der Untergruppe § (beziiglich einer festen 
Obergruppe 6). 


B. Topologische Mengen. 

Eine topologische Menge (= topologischer Raum), kurz T.-Menge, ist 
eine Menge R, zu deren (Punkte genannte) Elementen z gewisse (Umgebung 
von z genannte) Teilmengen U, = U (x) von R zugeordnet sind, derart, da 
den Fréchet-Hausdorffschen®) Axiomen (einschlieBlich des (zweiten) Abzahl- 
barkeitsaxioms**)) T.1, 2, 3, 4, 5 geniigen wird: 

T.1. Jeder Punkt ist in jeder Umgebung dieses Punktes enthalten: 

U = U (z) => zeU. 

T.2. Der Durchschnitt je zweier Umgebungen desselben Punktes 
enthalt eine Umgebung dieses Punktes: 

U=U,, V=V,=>EW=F8,, WcDd(U, V). 

T.3. Jede Umgebung enthilt eine Umgebung eines jeden ihrer Punkte: 

yesU-=> EV=VJ,, VcJU,. 

T.4. Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es zwei fremde Umgebungen 
dieser Punkte: 

z+y=>EU=U,, EV=V,, D(U,V)=0. 

T.5. Es gibt ein abzihlbares Teilsystem {U,} von Umgebungen, derart, 
daB zu jeder Umgebung eines jeden Punktes eine in ihr enthaltene Umgebung 
dieses Punktes unter den U, vorkommt: 

U=U,=> En, zelU,, Uc OC. 

Eine T.-Menge kann auch als solche definiert werden mittels eines Systems 
von Mengen U, die ohne Beziehung zu einem speziellen Punkte ,,Umgebung“ 
genannt werden. Eine solche wird dann allen und nur denjenigen Punkten 
zugeordnet, die in ihr enthalten sind. 





5) F. Hausdorff [1], erste Auflage, S. 213 f. 

5s) Die Voraussetzung des zweiten Abzahlbarkeitsaxioms ist wie gewdhnlich 
nicht sehr wesentlich. Die Ergebnisse lassen sich unschwer auf alle wohlordnungs- 
fahigen Mengen erweitern. 
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Die Begriffe abgeschlossen, offen, AbschlieBung (abgeschlossene Hiille), 
Héufungspunkt, Limespunkt, Konvergenz, Begrenzung einer Menge, beliebig 
kleine Umgebungen, homéomorph, tiberall dicht, in sich dicht, zusammenhingend, 
dirfen als bekannt vorausgesetzt werden®). Wir verzeichnen nur noch einige 
haufig zu benutzende Kriterien und einige weniger allgemein bekannte Defi- 
nitionen und Satze. 

T.6. Offenheitskriterium. Eine Menge M ist dann und nur dann 
offen, wenn von einer jeden Folge, die gegen ein Element von M konvergiert, 
fast alle Elemente in M liegen: 

zeM, tz, > x=—>2z,eM"). 

T.7. Abgeschlossenheitskriterium: Eine Menge M ist dann und 
nur dann abgeschlossen, wenn sie mit jeder konvergenten Folge auch deren 
Limespunkt enthilt: 


M = M <=> 2,eM, 2, +2 => zeM. 

T.8. Begrenzungskriterium. Ein Punkt z gehért dann und nur 

dann zur Begrenzung einer Menge M, falls 

Ex, —>2, z,eM, cztM 
ist. Also ist 

B(M)= D(M, €(M)). 

T.9. Unzusammenhangskriterium. Eine Menge M ist dann und 
nur dann unzusammenhangend, falls sie eine echte (nicht leere) Teilmenge 
enthalt, die gleichzeitig offen und abgeschlossen ist: 

ENcCM, N+O, N=N, €(N)+O, €(N)=€(N). 

T.10. Definition. Eine Menge M heiBt kompakt, falls jede unendliche 
Teilmenge von M eine gegen einen Punkt von M konvergente unendliche 
Teilfolge enthilt *). 

Der Kiirze halber sagen wir aber auch ,,kompakte Umgebung“ anstatt 
»Umgebung mit kompakter AbschlieBung*. 

T.11. Heine-Borelscher Satz. Eine Menge M ist dann und nur 
dann korapakt, wenn jedes System von offenen Mengen das M iiberdeckt 
(d. h. dessen Vereinigung M enthilt) ein endliches Teilsystem enthalt, durch 
das M schon iiberdeckt wird. 

T.12. Definition. Eine Menge M heiBt mikrokompakt (im kleinen 
kompakt), falls sie zu jedem Punkte zeM eine kompakte (vgl. T. 10) Um- 
gebung von z enthilt®). 


*) Vgl. z. B. F. Hausdorff, 1. c., K. Menger [4], usw. 

7) Vgl. die in §2 A,2.9 gemachten Bemerkungen iiber griechische Indizes! 

8) P. Alexandroff[1, 2]. Der Unterschied zwischen kompakten und bikompakten 
Mengen kann hier wegen des zweiten Abzahlbarkeitsaxioms suBer Betracht bleiben. 

*) P. Alexandroff [3]. 
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Eine Menge ist dann und nur dann mikrokompakt, falls sie mit dem 
Komplement eines Punktes in einer kompakten Menge homéomorph ist"), 

Beispiel: Der n-dimensionale Cartesische Raum ist mit dem Komplement 
eines Punktes in einer n-dimensionalen Sphire homéomorph (stereographische 
Projektion!). 

T.13. Definition. Eine Menge heiBt mikroperfekt, falls sie mikro- 
kompakt und in sich dicht ist. 

T. 14. Definition. Ein Kontinuum ist eine mikrokompakte zusammen- 
hangende Menge, die mindestens zwei Punkte enthalt"). 

T. 15. Definition. Die Komponente eines Punktes z in einer Menge M 
ist die gréBte x enthaltende zusammenhangende Teilmenge von M. Sie ist 
immer abgeschlossen. 

Die Pseudokomponente (,,Nerf“, ,,Composant) eines Punktes z in 
einem Kontinuum K ist die Menge aller Punkte von K, die mit x durch ein 
echtes Teilkontinuum von K verbunden werden kénnen”). 

T. 16. Die Vereinigung zweier oder endlich vieler zusammenhingender 
Mengen mit nicht-leerem Durchschnitt ist selbst zusammenhangend. 

T.17. Definition. Eime Menge hei®t regular, falls jede Umgebung 
eines jeden Punktes die AbschlieBung einer Umgebung dieses Punktes enthilt*), 
Jede mikrokompakte Menge ist regular. 

T. 18. Definition. Eine Menge heiBt mikro-zusammenhdngend (im kleinen 
zusammenhangend oder lokal zusammenhingend), falls es zu jedem ihrer 
Punkte beliebig kleine zusammenhingende Umgebungen dieses Punktes gibt"), 

T.19. Definition. Eine Menge M heibt vollstdindig zusammenhangslos, 
falls es zu je zwei Punkten z, ye M zwei fremde offene Mengen U, V gibt, die 
x bzw. y enthalten und zusammen M iiberdecken"). 

T. 20. Definition. Eine Menge heiBt n-dimensional (n > 0), falls es 
zu jedem ihrer Punkte beliebig kleine Umgebungen mit (n — 1)-dimensionaler 
Begrenzung gibt, und sie nicht m-dimensional fiir m < n ist; (— 1)-dimensional 
ist die leere Menge und nur diese. Insbesondere ist eine Menge dann und 
nur dann nulldimensional, falls es zu jedem Punkte beliebig kleine Umgebungen 
mit leerer Begrenzung gibt (wahrend sie selbst nicht leer ist)**). 








1) P. Alexandroff [3]. 

1) Gewodhnlich fordert man Kompaktheit anstatt Mikrokompaktheit; dann ware 
aber das Zahlenkontinuum kein Kontinuum. 

12) D. van Dantzig [2] und die dort erwahnte Altere Literatur. 

48) P. Alexandroff[1]. Der Unterschied zwischen den Begriffen ,,regulir“ und 
»normal kann hier wegen Voraussetzung der Abzahlbarkeitsbedingung auBer 
Betracht bleiben. Vgl. A. Tychonoff {1}. 

4) §. Mazurkiewicz [1], H. Hahn [1}. 

18) K. Menger [4]. Die dort gegebene Definition ist mit der unseren Aquivalent. 

1*) L. E. J. Brouwer [3], K. Menger[1, 3, 4], P. Urysohn [2]. 
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T.21. Definition. Eine Kurve ist ein eindimensionales Kontinuum”’), 

T. 22. Eine nulldimensionale Menge ist vollstiindig zusammenhangslos; 
eine mikrokompakte vollstindig zusammenhangslose Menge ist  null- 
dimensional ?*), 

T. 23. Definition. Die Cantorsche Menge ist die Menge aller reellen 


Zahlen von der Gestalt 2 oy &,3-", wo die £, unabhingig voneinander die 


v=1 
Zahlen 0,1 durchlaufen. Geometrisch wird sie erhalten, wenn man die Ein- 
heitsstrecke in drei gleiche Teile zerlegt, den mittleren bis auf die Endpunkte 
wegliBt, mit den iibrigbleibenden genau so verfahrt, usw. Die offene Cantorsche 
Menge ist die Menge aller reellen Zahlen von der Gestalt n+ z, wo n 
die ganzen rationalen Zahlen und z die (geschlossene) Cantorsche Menge 
durchlauft. 

T. 24. Die Cantorsche Menge ist perfekt und nulldimensional und mit 
allen anderen perfekten nulldimensionalen Mengen homéomorph”). Die 
offene Cantorsche ist mit dem Komplement eines beliebigen Punktes der 
(geschlossenen) Cantorschen Menge und mit allen mikroperfekten, aber nicht 
perfekten nulldimensionalen Mengen homéomorph. 

T. 25. Eine Menge M heiBt (topologisch) homogen, falls es zu jedem 
ihrer Punktepaare a, beM eine topologische Transformation T von M in 
sich gibt, fiir die Ta = b ist®). Anders gesagt: wenn die Gruppe aller topo- 
logischen Transformationen von M in sich tiber M transitiv ist. 

T. 26. Definition. Eine Menge M heiBt n-fach homogen™), falls es 


zu je zwei geordneten Reihen von je n verschiedenen Punkten a,,.. ., @,; 
b,,..., 5, eM, a; + a;, b; + 6; fiir 1 + 7, eine topologische Transformation T 
von M in sich gibt, fiir die Ta, = 5, (i = 1,..., m) ist. 


Beispiele: Die Solenoiden*) sind einfach, aber nicht zweifach homogen, 
die offene Gerade ist zweifach, aber nicht dreifach homogen, der Kreis ist 
dreifach, aber nicht vierfach homogen, jede zusammenhingende n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit ist fiir n > 2 und beliebiges k k-fach homogen**). 


T.27. Definition. liminf M, = {limaz,}, .y,. 


lim sup M, = {lim 2} 2, 2m, » My > ©. 


T. 28. Definition. M = lim M, <=> lim inf M, = lim sup M,= M. 
T. 29. Definition. Ist die Menge R Vereinigung der paarweise fremden 
abgeschlossenen Mengen M, (die jedem ihrer Punkte und nur diesen zugeordnet 
sind: M, = M, <=> yeM,), so wird R von den M, oberhalb stetig bzw. unter- 


17) K. Menger[2]. Vgl. aber FuBnote "’). 

18) K. Menger [4]. 

1%) P. Alexandroff [5]. 

*®) W. Sierpifiski [1], C. Kuratowski [1], D. van Dantzig [1, 2]. 
1) D. van Dantzig [2]. 
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halb stetig bzw. doppelstetig zerlegt, falls aus x, ~ 2 folgt, daB lim sup M,, c M, 
bzw. lim inf M, > M, bzw. lim M, = M, ist. 

T. 30. Definition. Eine eindeutige Abbildung U einer Menge M aut 
eine Menge M’ = UM heiBt stetig, falls x, > 2, z,eM, zeM => Az, + Az. 
Die Menge M’ heiBt (eindeutiges) stetiges Bild von M. 

T. 31. Ist M’ = UM stetiges Bild von M, so sind die ,,Urbildmengen“ 
M, = |2}2eu,uz—~2 in M abgeschlossen und paarweise fremd, und sie zerlegen 
M oberhalb stetig**). 

T. 32. Zerlegen die paarweise fremden abgeschlossenen Mengen M, eine 
regulire Menge M doppelstetig oder eine kompakte Menge M oberhalb- stetig, 
so lassen sie sich als ,,Punkte“ einer neuen T.-Menge (der ,,Zerlegungsmenge) 
auffassen, auf die M eindeutig stetig abgebildet wird, wobei die M, die Urbild- 
mengen sind *). 

T. 33. Ein stetiges Bild einer kompakten bzw. mikrokompakten bzw. 
zusammenhiangenden bzw. mikrozusammenhingenden Menge ist wieder 
kompakt bzw. mikrokompakt bzw. zusammenhingend bzw. mikrozusammen- 
hangend. 


C. Metrische Mengen. 


Eine metrische Menge (metrischer Raum) ist eine Menge M, zu deren 
Punktepaare z, ye M eine reelle Funktion o (x, y) (die Entfernung von z und y) 
definiert ist, die den folgenden Fréchet-Hausdorffschen*) Axiomen M. 1, 2 
geniigt: 

M.l. «= y <=> o(z,y) = 0. 

M.2. Dreiecksungleichung: 9 (z, y) + 0 (y,z) => 0 (z, 2). 

Aus diesen Axiomen folgt noch: 

M.3. o(z, y)=>0, 

M.4. o(z, y) = o (y, 2). 

Gelten in einer Menge M die Eigenschaften M. 1, 3, 4 und anstatt von 
M. 2 die schwichere Eigenschaft 

M. 2*. o(z,, y,) >0—> 0 (z,,z) — o (y,, z) +0, 
so heiBt die Menge halbmetrisch. 

Fiir metrische Mengen gelten die folgenden Definitionen und Eigenschaften. 

M.5. Eine metrische Menge M heiBt separabel, falls eine abzihlbare 
Menge M, in ihr dicht liegt: zeM, 5>0—>EyeM,, o (2, y) < 4. 

M.6. Eine separable metrische oder halbmetrische Menge wird eine 
T.-Menge, wenn man als Umgebungen eines Punktes asM die Mengen 
U (a, &) = {Z\o@,a<e, € > O definiert. 





2) Vgl. fir stetige Abbildungen und stetige Zerlegungen: F. Hausdorff [1], 
1. Auflage, 8.360, W. Hurewicz {1}, P. Alexandroff [4], usw. 
*) Vgl. F. Hausdorff (1), 1. Auflage, 8.211; A. Lindenbaum [1]. 
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Im folgenden werden ausschlieBlich separable metrische Mengen be- 
trachtet. 

M.7. Eine topologische Menge ist dann und nur dann metrisierbar 
(d. h. mit einer metrischen Menge homéomorph), wenn sie regular (vgl. T. 17) 
ist). 

M.8. Eine metrische Menge M heiBt vollstdndig, wenn jede Folge, die 
dem Konvergenzkriterium Cauchy’s geniigt, konvergent ist: 


0 (z,, %) ~0O=> Exe M, o(z, z,) +0. 


M.9. Gilt in einer metrischen Menge M die Dreiecksungleichung in der 


scharferen Form o (2, 9) <= Max(e(s, =), ely. 9), 
so ist M nulldimensional. 

Aus dieser Bedingung folgt namlich, da8 fiir irgend drei Punkte z, y,z «eM 
entweder 0 (z, y) = o(y,z) oder o(y,z) = o(z, 2) oder o(z,z) = o(z, y) ist 
(daB also jedes ,,Dreieck“ in M ,,gleichschenklig“ ist). Dann ist U == U (a, e) 
= |Z\oiz,a)<e (€ eine beliebige positive Zahl) abgeschlossen und offen, 
also eine Umgebung mit leerer Begrenzung. 


D. Gruppen. 

Eine Gruppe ist eine Menge G, fiir deren Elemente eine (gewdhnlich als 
Multiplikation zu schreibende) Operation definiert ist, die jedem geordneten 
Elementepaar 2, ye@ eindeutig ein Element zy ¢@ (ihr Produkt) zuordnet, 
derart, daB den Axiomen G. 1, 2,3 geniigt wird. 

G.1l. zy-2 = 2 yz. 

G. 2. Die Gleichung az = 6 ist immer in 6 lésbar: a, be G6 —> Exe G, 
az = b. 

G.3. Die Gleichung ya = b ist immer in 6 lésbar: a, beG => Eye G, 
ya = b. 

Hieraus folgt: 

G.4. Es gibt in © ein und nur ein Element 1, die Eins (Einheits- 
element), das fiir jedes eG der Beziehung z-1 = 1-4 = a geniigt. 

G.5. Zu jedem z eG gibt es in G ein und nur ein Element z~* (das 
Inverse oder Rezyproke von x), mit 2-1 = 2-1 x = 1; es gilt (xy) = at, 

G.6. Die Lésungen der Gleichungen az = 6b bzw. ya = b (vgl. G. 2, 3) 
sind eindeutig bestimmt, nimlich z = ab bzw. y = ba“, 

Die Gruppe © heiBt abelsch oder kommutativ, falls dem Axiom 

G.7. sy = ye 
fiir alle x, yeG geniigt wird. Die Cemnminniillit einer Abelschen Gruppe 
wird meistens als Addition anstatt als Multiplikation geschrieben. Die Eins 
einer additiv geschriebenen Gruppe heiBt die Null. 


3) P. Ury sohn [1], A. Tychonoff [1]. 
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Die in der Gruppentheorie vorkommenden Begriffe Untergruppe, kon- 
jugierte Untergruppen, Normalteiler (= ausgezeichnete oder invariante oder 
selbstkonjugierte Untergruppe), Nebenklassen (= Nebengruppen oder Rest- 
klassen oder Nebenscharen) nach einer Untergruppe, Faktorgruppe nach 
einem Normalteiler, die Ordnung o (G) einer Gruppe ©, der Index i (§) 
einer Untergruppe § (beziiglich einer festen Obergruppe), Jsomorphismus 
(eineindeutig), Homomorphismus (= Meromorphismus, einmehrdeutig), Auto- 
morphismus, direktes und freies Produkt von zwei oder mehr Gruppen, usw. 
werden als bekannt vorausgesetzt*). 

Wir verzeichnen nur noch folgende Definitionen und Siatze. 

G.8. Kriterium fiir Untergruppen (vgl. §2 A; 4. 1, 2, 3). 
Eine Menge § ist dann und nur dann eine Untergruppe einer Gruppe 6, 
wenn §-! = § und §? c § ist. Diese beiden Bedingungen kénnen zusammen- 
gefaBt werden in der einzigen Bedingung Hc §. 

G.9. Definition. Eine jede Teilmenge M einer Gruppe G erzeugt 
eine Untergruppe § = 


I Gs 


‘ 
(J7 M**) von G: Die von der Vereinigung zweier 
1 1 


Untergruppen § und & erzeugte Gruppe S ((§K)") wird mit (H, RK) bezeichnet. 


r=1 
Ist speziell R ein Normalteiler, dann ist (5, R) = HK = KH [bei additiv 
geschriebenen Gruppen (§, R) = § + Sj. 

G.10. Definition. Ist 6 eine endliche Gruppe, § eine Untergruppe 
von © derart, daB o(§) = p™ eine Primzahlpotenz und 7 (H) + 0 (p) ist, 
dann heiBt § eine Sylow-Untergruppe von ©. Eine solche gibt es fiir jede 
Primzahl, die in o (G) aufgeht. 

G.11. Satz von Burnside. Irgend zwei Sylow-Untergruppen §,, §, 
einer endlichen Gruppe ©, die zur selben Primzahl p gehéren, sind konjugiert: 
EzeG, §, = z* Hox. 

G.12. Definition. Sind S$, = G, B,, By, ... endlich oder unendlich 
viele Untergruppen einer Gruppe G, derart, daB %,,, Normalteiler in 8, 
ist, dab B,,, + B, ist, und daB die Reihe B,, B,,... mit keiner Unter- 
gruppe erweitert werden kann, ohne daf eine dieser beiden Eigenschaften 
verlorengeht, dann bilden die 8, eine Kompositionsreihe. 

G.13. Satz von Jordan-Hélder. Ist G eine endliche Gruppe, 
und bilden 8, = 6, 8,,..., 8, = 1, sowie 8, = 6, 8), ..., Ba = 1 
je eine Kompositionsreihe, so ist m =n und die Faktorgruppen 8,/%,;,, 
sind bis auf die Reihenfolge mit den Faktorgruppen 3%;/%;.., isomorph. 


*%) Vgi. B. L. van der Waerden [3 I), A. Speiser[1], Burnside[1}. Zu beachten 
ist, daB die Begriffe isomorph und homomorph bei Speiser und einigen anderen 
Autoren gegeniiber unseren Bezeichnungen zu vertauschen sind. Fiir die exakte 
Definition des freien Produktes vgl. O. Schreier (3). 
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E. Ringe. 

Ein Ring ist eine Menge ®, zu deren Elementen zwei (als Addition 
bzw. Muitiplikation zu schreibende) Operationen definiert sind, die jedem 
geordneten Elementepaar z,yeR eindeutig ein Element 2+ yeR und 
ein Element zy eR zuordnen, die den Axiomen R. 1 bis 6 geniigen. 

R.1. t+y=y+2. 

2. (z+ y)+2=2+ (y+ 2). 

3. cy-2= Z- yz. 

4. (z+ y)e = zz + yz. 

5. 2(y +z) = zy+ 2. 

6. a4,beR=>EreR, a+ze=—2+a=—b. 
jird tiberdies dem Axiom 

R.7. zy = y@, 
fiir alle z, y eR geniigt, so heiBt der Ring kommudativ. 

Aus den obigen Axiomen folgt (entsprechend G. 4,5) die eindeutige 
Existenz der Null und des entgegengesetzten Elementes: 

R. 8 EQeR, 2+0=>04+2=—72, 

R. 9. zeR=> E(— az) eR, 2+ (—2z) = —2z2+2=0. 

Die Begriffe (Ring)isomorphismus, (Ring)homomorphismus, Ideal, Teiler, 
Vielfaches, KGV (= Durchschnittsideal [a, b]), GGT ((a,b) = a+b) von 
Idealen a, b, Kongruenz modulo einem Ideal, Hauptideal, Nullideal (0), 
Einsideal (= R = Einheitsideal), Restklasse, Restklassenring R/a eines 
Ringes ® nach einem Ideal a, Polynomring R[é,, ..., &,] inden Unbestimmten 
E,,.. +» Fn» Quotientenring bzw. -kérper RR-* eines Ringes KR, Primideal 
und teilerloses Ideal werden als bekannt vorausgesetzt*). 

Weiter gelten die folgenden Definitionen und Eigenschaften. 

R.10. Kriterium fiir Unterringe. Ein Ring ist eine Abelsche 
Gruppe beziiglich der Addition, also (vgl. G.8) R — RK c &, fiir die iiberdies 
R? c KR ist. 

R.11. Idealkriterium. Ein Ideal a ist eine in R enthaltene Unter- 
gruppe beziiglich der Addition (a — a c a c §), fiir die tiberdies Ra c a (Links- 
ideal) oder aR c a (Rechtsideal) oder beides (zweiseitiges Ideal) ist, wo R 
auch nichtkommutativ sein darf. 

R.12. Definition. Ein (linker oder rechter) Nullteiler ist ein 
Element z mit 

EyeR®, y+0, zy=0 oder yx=0. 
Falls R keine anderen Nullteiler enthalt als 0 selbst, nennen wir R nullteilerfrei 
(Ring ohne Nullteiler). 


26) E. Noether [1, 2, 3]; B. L. van der Waerden [31.] 
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R. 13. Wenn eine (zweiseitige) Eins existiert: Ele®, z-1=1l-c=z 
fiir alle ceR, so ist sie eindeutig bestimmt; in diesem Fall ist R? = §, 

R.14. Definition. Ein Hinsteiler (= Einheit) z in einem Ring mit 
Eins ist ein (zweiseitiger) Teiler der Eins: 

EyeR, zry=yr=—1, 

Fiir jeden Einsteiler z ist eR = Ra = KR. Ein Einsteiler kann nicht gleich- 
zeitig Nullteiler sein; sein Inverses y = x" ist eindeutig bestimmt. Die 
Einsteiler bilden eine Gruppe beziiglich der Multiplikation. 

R. 15. Definition. Jede Teilmenge M von & erzeugt ein Linksideal, ein 
Rechtsideal und ein zweiseitiges Ideal, nimlich die von S©(M,® M) baw. 
S(M,M 8) bzw. S(M,RM,MR,RM R) erzeugte additive Gruppe. Eine 
Basis fiir ein Ideal a ist eine a erzeugende Menge. 

R.16. Definition. Das Produkt a...b einiger Ideale a, ..., b ist 
das von der Produktmenge erzeugte Ideal; es besteht aus allen Summen 
Da,...6, wo a,ea,...,6,e6 ist. Es ist Linksideal bzw. Rechtsideal 
bzw. zweiseitiges Ideal, wenn a Linksideal bzw. b Rechtsideal ist, bzw. 
wenn beides der Fall ist. Die Faktoren zwischen a und b brauchen nicht 
einmal Ideale zu sein, sondern kénnen beliebige Teilmengen von & sein. 

Wenn nichts anderes gesagt wird, werden im folgenden bis zum Schlu8 
dieses Paragraphen ausschlieBlich kommutative Ringe betrachtet. 

R.17. [(a, 6), 6) = ([a, b), 6) = b. 

R.18. a(...,b,,...) = (...,@Bs,...). 


R.19. ab = 0 [a,b] = 0{/) = 0(a,5). 

R. 20. (a,b)[a,b] =O(ab). 

R.21. Falls R eine Eins enthailt und (a,b) =(1)=R ist, ist 
{a, b] = ab. 

R. 22. Definition. Ein (starkes) priméres Ideal ist ein Ideal q, zu 
dem es eine natiirliche Zahl n gibt mit 

ab = 0 (q), a = 0 (q) => b* = 0 (q). 

Die kleinste Zahl n fiir die dies (fiir alle a, b) der Fall ist, hei8t der Exponent 
von q. Ein primires Ideal vom Exponenten Eins heiBt Primideal. 

R. 23. Ist q ein primires Ideal vom Exponenten n, so ist die Menge 
aller eR mit z2* = 0(q) ein Primideal p, das zu q gehdrige Primideal. 


Es gilt 
Ny p" = 0 (q) = 0 (p), p"-? + 0 (q), 
> ab=0(q), a+ 0 (q) => b= 0 (p). 
R. 24. Definition. Eine Teilerkette ist eine Idealfolge a, mit 
a, = 0(a,,,). 
R. 25. Definition. Eine Vielfachenkette ist eine Idealfolge a, mit 
a,,, = 0 (a,). 





in 
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R. 26. Definition. Ein Ring mit Endlichkeitsbedingung ist ein Ring, 
in dem die zwei folgenden sich gegenseitig bedingenden Sitze gelten: 

A. Teilerkettensatz. Jede Teilerkette bricht im endlichen ab 
(d. h. enthalt nur endlich viele verschiedene Ideale): 

» = 0 (a,4;) => En, a, = a, (vy =n). 
B. Hilbertscher Basissatz. Jedes Ideal in R hat eine endliche 
(d. h. aus endlich vielen Elementen bestehende) Basis (vgl. R. 15): 
a = (a,,...,G,), 
also 
a,;,=0O(a) und ts=O0(a)=—> c= XL+a,,+ Lae, 7 eR. 

R.27. Restklassenringe und Polynomringe in endlich vielen Unbestimmten 
geniigen der Endlichkeitsbedingung, falls der Ausgangsring ihr geniigt. 

R. 28. In einem Ring mit Endlichkeitsbedingung gilt der E. Noether- 
sche Zerlegungssatz: Jedes Ideal ist KGV von endlich vielen gréBten 
(d. h. zu lauter verschiedenen Primidealen gehérigen) primaren Idealen?’): 

R. 29. Gilt in einem Ring mit Eins und Endlichkeitsbedingung der 
(beschrankte) 

Vielfachenkettensatz: Jede Vielfachenkette von Teilern eines 
Ideales a + (0) bricht ab (vgl. R. 26, A): 


a+, =O(a,), a=O(a,), a+ (0) = En, a, = a, (» >), 
so ist jedes Primideal teilerlos (d. h. hat keinen anderen Teiler als sich selbst 
und das Einsideal*’)). 

R. 30. Definition. Eine ganze Gréfe iiber & ist eine Lésung einer ganzen 
Gleichung mit Elementen aus ® und ganzen rationalen Zablen als Koeffizienten. 

Ein Ring ® heiBt ganz abgeschlossen (im Quotientenring), falls jede 
ganze GréBe die im Quotientenring von ® liegt, schon in R selbst liegt’): 


a,B,,,-.-,@,ER, a + aa"-1 B+ --»+a,p" +B +a pr *—™ 
= 0=> EzeR, a = af. 

R. 31. In einem ganz abgeschlossenen nullteilerfreien Ring mit Eins, 
Endlichkeitsbedingung und Vielfachenkettensatz ist jedes primaire Ideal 
+ (0) und +(1) eine eindeutig bestimmte Potenz des zugehérigen Prim- 
deals und jedes Ideal ist eindeutig als Produkt von Primidealen zu schreiben™), 

R. 32. Definition. Sind q, = p, q2,q3,... endlich oder unendlich 
viele zum selben Primideal p gehérige primire Ideale, derart, daB q,,, ein 
echtes Vielfache von q, ist, und daB die Reihe q,, q,,... mit keinem Ideal 
erweitert werden kann, ohne daB diese Eigenschaft verloren geht, so bilden 
die q, eine Kompositionsrethe*®). 

#) E. Noether [1]. 

%) E. Noether [1, 3]; vgl. auch B.L. van der Waerden [2]. 

*%*) B. L. van der Weerden [1]. 
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R. 33. In einem Ring mit Endlichkeitsbedingung geht durch jedes 

primaire Ideal eine Kompositionsreihe und es gilt die Isomorphie 
RAUAG my, 
% Qs Gs 

R. 34. Definition. Die Charakteristik y(a) eines Ideals ist die 
kleinste natiirliche Zahl n, fiir die nR = 0 (a)™) ist, oder Null, falls keine 
solche existiert. Die Charakteristik eines Ringes ist die Charakteristik seines 
Nullideales. 

R. 35. Die Charakteristik eines Primideals in einem Ring mit Eins ist 
eine Primzahi oder Null. Die Charakteristik eines Ideals ist gleich der 
Charakteristik des zugehérigen Restklassenringes. Es gilt y[a, b] = [z(a), 7(b)] 
und (z(a), 4(b)) = 9 (x (a, b)). 

R. 36. Definition. Eine (ganze rationale) n-adische Zahl ist eine 


formale Potenzreihe z= J 2z,n’, wo die xz, unabhingig voneinander die 
0 


Zahlen 0,1,...,—1 durchlaufen. Die Summe und das Produkt zweier 
n-adischen Zahlen sx = Sz,n", y= Dy,n" erhilt man, wenn man zwei 


endliche Abschnitte Y'z,n‘, Dy,n' nimmt, davon die Summe bzw. das 


Produkt bildet, diese als Polynome in n mit Koeffizienten 0,1,...,n 
schreibt, und diese Polynome als approximierende Anfangssegmente n-adischer 
Zahlen betrachtet**). 

R. 37. Die n-adischen Zahlen bilden fiir jedes n einen Ring R,(n"). Ge- 
brochene n-adische Zahlen sind die Elemente des Quotientenringes von R,(n’). 

R. 38. Definition. Ist ® ein Teilring des Ringes R, a ein Ideal 
im Oberring ®, so ist das Verengungsideal 4, von @ nach ® der Durchschnitt 
von 4 und ®: a, = [a, R)*). 

R.39. Definition. Ist R ein Oberring des Ringes ®, a ein Ideal 
im Unterring §, so ist das Erweiterungsideal a* von a nach ® dasjenige Ideal 
von ®, das von der Menge a erzevgt wird (vgl. R. 15): a* = a4- aR*). 

R. 40. Die Teilbarkeits- und Produkteigenschaften der Ideale bleiben 
bei Ubergang auf Erweiterungs- und Verengungsideale erhalten*). 

R. 41. Das Erweiterungsideal des Verengungsideals von 4 ist in a 
erhalten: 4,* = 0 (aq). 

R. 42. Das Verengungsideal des Erweiterungsideals von a enthilt a: 
a = 0(a*,). 

R. 43. dg*, = dy. 

R. 44. a*,* = a*. 

%) Falls R keine Eins enthilt, bedeutet mR (2+ ...+ Zyeag (” Glieder). 

1) K. Hensel [2]. 

#8) H. Grell [1]. 
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R. 45. Das Ideal a ist direkte Summe der Ideale a,,...,a,, falls a 
Summe (GGT) der a, ist, und iiberdies das KGV von jedem a, mit dem 
GGT b, der iibrigen das Nullideal ist: 


q= (a;, or) Gn), b, — (a, oe ey Upiy, Upggy+ sss Qn); [a,, b,] — (0)*). 
R. 46. Ist das Ideal a direkte Summe der Ideale a,,...,a,, und sind 
die b, wie in R. 45 definiert, so gelten die Beziehungen a,a, = [a,, a,] = (0), 
(b,, b,) = alr + 8); [by,..., Dea, Bp4a,---, On) = @. Jedes Element 


von a kann eindeutig in eine Summe z = Zz zerlegt werden, wo x = 0 (a,) ist 
ir r 
(additive Zerlegung). 
R. 47. Ist der Ring R mit Eins (d.h. sein Einsideal) direkte Summe 
der Ideale a,,...,a,, und ist 1 = Se, e = O(a,) die Zerlegung der Eins, 


?: ¢ 


so gelten die ,,Orthogonalitatsrelationen“ 
ef@=-e e¢= 0 (r + 8)%), 


r r re 


Ist c = JY x die Zerlegung eines beliebigen Elementes x ¢R, und setzt man 


-— 


z= 1—e+ 42, so ist Tt = x (multiplikative Zerlegung). 
r r 1 


R. 48: Ist © eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe, betrachtet 
man alle formalen Produkte der Elemente von 6 mit Elementen aus einem 
Ring ® mit Eins als (bis auf Kommutativitaét) freie Erzeugenden einer neuen 
(additiv geschriebenen) Abelschen Gruppe ®(G), und definiert man darin 
die Produktoperation durch 


aa=aa, aa-b=a-ab=a-ab, (a,beG, «eR) 
( 3 asas)( 3 Bjb;) = FE a Bjarb; (aybjeG, a BjeR) 
i=1 j=1 i=1j=1 


(wobei die einzelnen a,b; mittels der Gruppenoperation aus © gebildet sind), 
so ist R(G) ein (im allgemeinen nicht kommutativer) Ring, der zu © gehérige 
Gruppenring iiber R*). 

R. 49. Die Matrizen n-ten Grades A = (Aj), (i,j = 1,...,m) mit 
Koeffizienten aus einem Ring §® bilden mit der iiblichen Summe- und Pro- 


duktdefinition A + B = (A,;+ B,,), AB= (FA, B,;) einen nicht kom- 
k=1 


mutativen Ring R™; Einsteiler bzw. Nullteiler in R™ sind die Matrizen, 
deren Determinante ein Einsteiler bzw. Nullteiler in ® ist). 


33) E. Noether [1], H. Grell [1], u. a. 
4) Vgl. z. B. B. L. van der Waerden [3 II}. 
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F. Kérper. 
Ein Kérper ist ein Ring &, in dem auBer den jetzt mit K.1, ..., bzw. K.7 
zu bezeichnenden Axiomen R.1,...,6 bzw. R.7 auch noch den Axiomen. 


K.8. S enthalt ein Element + 0 

K.9. a,beR, a+0— Ez, yeR, ar=b, ya=b 
geniigt wird. 

Dann gilt auBer R. 8, 9: 

K.10. Ein Kérper ist nullteilerfrei (R. 12). 

K.11. Ein KGérper besitzt eine Eins (G. 4). 

K.12. Die Elemente +0 eines Kérpers & bilden eine Gruppe §’ 
beziiglich der Multiplikation. Jedes Element + 0 ist ein Einsteiler (R. 14). 

Wir betrachten im folgenden bis zum Schlu8 dieses Paragraphen aus- 
schlieBlich kommutative Korper. 

K.13. Der Quotienterring eines nullteilerfreien Ringes ist ein Kérper. 

K.14. Der Restklassenring eines Ringes mit Eins nach einem teilerlosen 
(R. 29) Ideal ist ein Kérper. 

Die Begriffe Isomorphismus, Automorphismus, algebraische bzw. trans- 
zendente Erweiterung, algebraische AbschlieBung, algebraisches Element 
tiber &, Primkérper usw. werden als bekannt vorausgesetzt*). 

K.15. Die Charakteristik 7(&) eines Kérpers & (vgl. R. 34) ist eine 
Primzahl oder Null. 

K. 16. Ist 7(R) = p + 0, 80 ist (x + y)"” = 2” + yP”. 

K.17. Ist & endlich, so ist 7(®) + 0 und die Anzahl der Elemente 
von § ist eine Potenz p* der Charakteristik p; fiir jedes Element y +0 von & 
gilt ye") = 

§ 3. 
Topologische Gruppen. 

Eine topologische Gruppe oder T.-Gruppe ist eine Menge G, zu deren 
Elemente erstens eine (gewdhnlich als Multiplikation zu schreibende) den 
Gruppenaxiomen G. 1, 2,3 geniigende Gruppenoperation, zweitens ein den 
Hausdorfschen Axiomen, einschlieBlich der beiden Abzahlbarkeitsaxiomen 
T. 1 bis 5 geniigendes Umgebungssystem definiert sind (kurz: eine Gruppe, 
die gleichzeitig eine T.-Menge ist), wihrend iiberdies den beiden Axiomen 


der T.-Gruppe 

TG. 1. t,+>2=> z,' ~z', 

TG. 2. >t, yy > y => 2y, > zy*) 
geniigt wird. 


*) Vgl. z. B. B. L. van der Waerden [31]. 

**) Der von R. Baer([2] eingefihrte Begriff der T.-Gruppe ist nicht mit dem 
unseren Aquivalent. Beim ersteren wird TG. 1 nicht vorausgesetzt, wihrend anstatt 
TG. 2 die schwichere Forderung gilt: aus xz, —» x folgt fir beliebige feste a und b 
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Eine metrische Gruppe ist eine Gruppe, die gleichzeitig eine metrische 
Menge ist, wahrend den. Axiomen 

MG.1. o(xz, yz) = oe(2, y), 

MG.2. o(zz,zy) = o(z, y) 
geniigt wird. Gilt das Axiom MG. 1 und anstatt von MG. 2 das schwichere 
Axiom 

MG. 2*. o(z,,y,) > 0 => o(z2,,zy,) > 0, 
so heiBt die Gruppe rechtsmetrisch. Entsprechend wird der Begriff der links- 
metrischen Gruppe definiert. 

Es gelten dann die folgenden Satze. 

TG. 3. Eine Untergruppe einer T.-Gruppe ist eine T.-Gruppe. 

Beweis trivial. 

TG. 4. Ist § eine Untergruppe einer T.-Gruppe, so ist thre AbschlieBung 
§ es auch. - 

Beweis. Wegen TG. 3 ist nur zu beweisen, daB § eine Gruppe ist. 
Ist nun ze$, yeH, also z, +2, y, > y, 2% €H, y eH, 80 ist wegen 
TG.1,2 att yt? ~ att ytt, also at! yt! e §%). 

TG.5. Ist die Untergruppe $ einer T.-Gruppe abelsch, so ist ihre Ab- 
schlieBung $ es auch. Ist die Untergruppe $ einer T-Gruppe ein Normal- 
teiler, so ist thre AbschlieBung § es auch. 

Beweis trivial. 


TG.6. Definition. Zwei T.-Gruppen © und 6G’ sind isoméomorph 
© & G’ (bei O. Schreier [1, 2]: stetig isomorph), falls es eine (eineindeutige) 
Abbildung von © auf ©’ gibt, die erstens ein Isomorphismus, zweitens eine 
Homéomorphie (topologische Abbildung) ist. 

TG. 7. Definition. Ein Automéomorphismus einer T.-Gruppe ist ein 
Automorphismus, der gleichzeitig eine Homéomorphie ist. 

TG.8. Definition. Eine homoméomorphe Abbildung einer T.-Gruppe & 
auf eine T.-Gruppe ©’ ist eine eindeutige Abbildung von © auf 6’, die erstens 
ein Homomorphismus, zweitens eine eindeutige stetige Abbildung (T. 29) ist. 


TG. 9. Eine T.-Gruppe © ist homogen. 


az,b-» azb. DaB keine Aquivalenz stattfindet, zeigt sich folgendermaBen: die topo- 
logischen Transformationen einer T.-Gruppe bilden nach Baer [2] immer eine 
T.-Gruppe in seinem Sinne, wahrend sie fir nicht-mikrokompakte T.-Mengen im 
allgemeinen keine T.-Gruppe in unserem Sinne bilden, wie aus FuBnote*) hervorgeht. 
Dagegen sind die Limesgruppen Schreiers[1] bis auf den rein topologischen Unter- 
schied zwischen Limesaxiomen und Umgebungsaxiomen (vgl P. Urysohn[3]) mit 
unseren T.-Gruppen gleichwertig. 

87) Vgl. R. Baer (3), Satz 4. 
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Beweis (vgl. T. 25). Sind a,b} irgend zwei Punkte von 6G, so ist die 
Transformation, die einen beliebigen Punkt z in az~'6 iiberfiihrt, eine Homiéo- 
morphie von 6 in sich, die a auf 6 abbildet. 

Gilt also irgendeine topologische Eigenschaft fiir die Eins, so gilt sie fiir 
jedes Element. Gilt irgendeine topologische Eigenschaft fiir irgendeine 
Untergruppe §, so gilt sie auch fiir deren rechte und linke Nebenklassen. 
Fiir eine Verscharfung dieser Eigenschaft vgl. D. van Dantzig [2], Satz 2 
nebst Korollar. 

Zu beachten ist, daB G nicht zweifach homogen (T. 26) zu sein braucht. 
Eine jede Mannigfaltigkeit, insbesondere also eine kontinuierliche Gruppe, 
ist aber zweifach homogen. 

TG. 10. Ein innerer Automorphismus ist ein Autombomorp hismus. 

Beweis. Aus TG. 1,2 folgt sofort, daB die Transformation, die z in 
a za iiberfiihrt, eine Homéomorphie ist. 

TG. 11. Eine T.-Gruppe enthilt eine abzithlbare tiberall dichte Untergruppe. 

Beweis. Wegen des zweiten Abzihlbarkeitsaxioms enthilt © eine ab- 
zihlbare, tiberall dichte Teilmenge M. Die von M erzeugte Untergruppe ist 
gleichfalls abzahlbar und iiberall dicht in 6. 

TG. 12. Es gibt beliebig kleine Umgebungen U der Eins mit U-' = U. 

Beweis (vgl. §2 A; 4.4). Ist V irgendeine Umgebung der Eins, 
U = D(V, V-), so ist U offen und = U-. 

Wenn im folgenden von ,,beliebigen Umgebungen“ der Eins gesprochen 
wird, werden wir immer annehmen, daB sie selbstreziprok sind. 

TG. 13. Ist U eine Umgebung der Eins, so gibt es fiir jede natiirliche 
Zahl n eine Umgebung V der Eins mit V" c U. 

Beweis (vgl. §2 A; 4.3). Wire dies fiir irgendein n nicht der Fall, 
und wire V, eine Folge von die Eins definierenden Umgebungen, so wire 
V" ¢ U; also es gabe eine Folge y, = 2,,-...-%,¢U, 2,,¢V,. Dann wire 
fiir jedes i z,, > 1, also (TG. 2) auch y, + 1, in Widerspruch (T. 6) zu y, ¢U. 

TG. 14. Jede T.-Gruppe ist regular (vgl. T. 17). 

Beweis. Es sei U eine Umgebung der Eins. Wegen TG. 13 gibt 
es eine Umgebung V der Eins mit V?c U. Sei zeV, also z, > 2, 2, eV, 
dann ist fiir fast alle »y ez;>'eV, also zx = zz;'-2,eV*CU, dh. Vc. 
Wegen TG.9 gilt entsprechendes fiir jeden Punkt von ©; also ist © regular. 

TG. 15. Die von einer die Eins enthaltenden zusammenhingenden Teil- 
menge M einer T.-Gruppe © erzeugte Untergruppe § von © ist zusammenhdngend. 

Beweis. Fir jedes ze M ist Mz*=M, also zusammenhangend. 
Wegen T.16 und 1 sds") ist auch N = © (Mz) = MM“ = N 


zeM 
zusammenhingend. Dasselbe gilt aus demselben Grunde fiir jedes N’ und 
fir § = S(N’). Also ist § zusammenhingend. 





ON Yn & Bese 


| 


fo 











Topologische Algebra. I. 609 


TG. 16. Die Komponente der Eins ist ein (abgeschlossener) Normalteiler. 

Beweis. Es sei § die Komponente (T. 15) der Eins, also die gréBte, 1 
enthaltende zusammenhingende Teilmenge von ©. Dann ist die von § 
erzeugte Gruppe wegen TG.15 zusammenhingend, also in § enthalten, 
also mit § identisch. Ist weiter x irgendein Element von ©, so ist die kon- 
jugierte Gruppe 2 $2 wegen TG. 10 gleichfalls zusammenhingend, also 
in § enthalten, also mit § identisch. Folglich ist § ein Normalteiler®). 

TG. 17. Eine offene Untergruppe § einer T.-Gruppe © ist gleichzeitig 
abgeschlossen. 

Beweis. Wegen TG.9 sind alle Nebenklassen von § offen, also auch 
deren Vereinigung €(§). Folglich ist § abgeschlossen*®). 

TG. 18. Eine zusammenhingende T.-Gruppe wird von einer beliebig 
kleinen Umgebung der Eins erzeugt***). 

Beweis. Die von einer beliebig kleinen Umgebung der Eins erzeugte 
Untergruppe ist offen, also wegen TG. 17 abgeschlossen, also mit © identisch, 
weil sie nicht leer und © zusammenhingend ist (vgl. T. 9). 

TG. 19. Eine 7.-Gruppe © wird durch die (rechten oder linken) Neben- 
klassen nach einer abgeschlossenen Untergruppe $ doppelstetig zerlegi. Die 
Zerlequngsmenge existiert immer und ist topologisch homogen. 

Beweis (vgl. T. 27 bis 32). DaB die Nebenklassen abgeschlossen sind, 
folgt sofort aus TG. 9. Es sei z, -> 2, y,e€$2,, y, > y, dann ist y,2;'e§, 
“yx = lim y, z;'e§, weil § abgeschlossen ist; also ye Hz, folglich 
(T. 27) lim sup § z, C Ha. Ist weiter ze Hz, soistzz eH, .. 2212, eHz, 
und zzz, + z, also (T. 27) Hz c lim inf §z,. Folglich ist (T. 28) 

lim sup § 2, = lim inf §2, = lim 2, = § 72. 

Definiert man in der Menge der Nebenklassen §2 die Mengen §U (wo U 
irgendeine Umgebung in © ist) als Umgebungen, so geniigen diese den Haus- 
dorfschen Axiomen T.1 bis 5. Fiir alle auBer T.4 ist dies trivial. Es sei 
also Hx + Hy, d.h. le€ (Hy). Weil € (Gyx-) iiberdies offen ist, gibt 
es wegen TG. 12, 13, 10 eine Umgebung U der Eins mit zU Ug" 
c€($yzr"). Dann ist aber D(cxUU- 2c", Hy x") = O, folglich auch 
D(zU, HyU) = O, und D(HzrU,HyV) = O; die Elemente Hz, Hy der 
Zerlegungsmenge werden also durch die Umgebungen §2U, § yU getrennt**»). 
Da8 die Zerlegungsmenge homogen ist, ist trivial. 

TG. 20. Die Faktorgruppe nach einem abgeschlossenen Normalteiler einer 
T.-Gruppe © ist selbst eine T.-Gruppe und homoméomorphes Bild von G. Jede 








38) Ohne Beweis bei O. Schreier [1]; mit Beweis bei R. Baer [3]. 

8°) Dieser Satz findet sich auch bei R. Baer [3]. 

89a) Dieser Satz findet sich schon bei F. Leja [1}. 

89b) Die Existenz der Zerlegungsmenge (nicht die Form §2U der Umgebungen) 
folgt auch schon aus T. 32, TG. 14. 
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mit © homoméomorphe Gruppe ist isoméomorph mit der Faktorgruppe von © nach 
einem abgeschlossenen Normalteiler. Der Beweis ist wegen TG. 8, 19 klar, 

TG. 21. Die topologischen Transformationen einer mikrokompakten 
T.-Menge M in sich bilden eine T.-Gruppe © ohne Abzihlbarkeitsbedingung. 
Ist N ein Transitiitdtsbereich von M beziiglich © (d.h. kann jeder Punkt 
von N mittels Transformationen aus © in jeden anderen Punkt von N und 
uur in solche iibergefiihrt werden), dann ist N homéomorph mit der Zerlegungs- 
menge ©/H, von G nach der Untergruppe §, aller derjenigen Transformationen, 
die einen beliebigen Punkt x von N invariant lassen). 

Fiir den Beweis des ersten Teiles vgl. D. van Dantzig und B. L. van 
der Waerden [1]. 

Zum Beweis des zweiten Teiles bemerken wir, daB die Untergruppen §, 
und §, (wo z und y irgend zwei Punkte von N sind) konjugiert sind (denn 
ist t,. irgendeine Transformation aus 6, die x in y iiberfiihrt, so ist 
H. = t): Hy t,.)"). Wegen TG. 10 sind also die Zerlegungsmengen homio- 
morph. Jeder Punkt z<N bestimmt weiter eindeutig eine (rechte) Nebenklasse 
t.2Hz- Weil die Zuordnung der Nebenklassen zu den Punkten von N ein- 
eindeutig und beiderseits stetig ist, ist auch der zweite Teil bewiesen. 

Beispiel. Eine abgeschlossene Strecke M zerfallt in zwei Transitivitats- 
bereiche: die Menge der beiden Endpunkte N, und die Menge der inneren 
Punkte N,. Ist §, die Untergruppe, die einen Endpunkt als Fixpunkt hat, 
so hat sie auch den anderen Endpunkt als Fixpunkt. Sie hat genau eine 
Nebenklasse: die Menge aller Transformationen, die die beiden Endpunkte 
vertauschen. Die Menge der Nebenklassen nach. §, besteht also aus zwei 
Elementen, entsprechend den beiden Endpunkten von M. Man sieht auch 
leicht ein, daB die Menge der Nebenklassen nach §, (a) (wo $,(a) die Unter- 
gruppe ist, die einen gegebenen inneren Punkt a als Fixpunkt hat) mit 
der offenen Strecke homéomorph ist. 

) Fir nicht-mikrokompakte Mengen gilt der Satz im allgemeinen nicht, wie das 
folgende Beispiel zeigt. Es sei M die Menge der rationalen Zahlen, © die Gruppe der 
topologischen Transformationen von M in sich. Die Transformation ¢, sei definiert 
durch 





t_z=2+2* fiir z<0, 
t_.e=2+1—2-" fir e,<7<e,+2°" 
t2=z fiir e, +2 *<2<1+e,—2" 
tze=2+2"" far 1+0,—2°>"<z 


wo @, irgendeine irrationale Zahl > 0 und < 2" ist. Die Folge t, konvergiert also 
gegen die Identitét. Wegen TG. 2 miiBte also auch die Folge t? gegen die Identitat 
konvergieren, wenn § eine T.-Gruppe ware. Dies ist aber nicht der Fall, weil t? den 
Nullpunkt in den Punkt 1 iiberfiihrt. Dieses Beispiel zeigt auch, daB der Baersche 
Begriff der T.-Gruppe nicht mit dem unseren Aquivalent ist (vgl. FuBnote**)). 

“!) Transformationen werden von rechts nach links multipliziert. 





3 2 
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TG. 22. Ein Umgebungssystem in einer Gruppe © definiert © dann und 
nur dann als T.-Gruppe, wenn es eine Folge von die Eins definierenden Um- 
gebungen U, der Eins gibt, die den folgenden Bedingungen geniigt: 

A. U,* = U,, 

B. UF c 0,3, 

C. 2U,z1c U, fiir jedes re G und v => », (z). 

Beweis. DaB die Bedingungen notwendig sind, folgt aus TG. 12, 13, 10. 
Da8 sie auch hinreichen, ist trivial, wenn die Umgebungen eines beliebigen 
Punktes z durch U,z oder xU, definiert werden (was wegen C. auf dasselbe 
hinauskommt). 

Fiir metrische Gruppen gelten im allgemeinen die entsprechenden Sitze 
wie fiir T.-Gruppen, mit Ausnahme von TG. 11, der nur fiir separable metrische 
Gruppen gilt. Weiter gelten: 

MG.3. Die isometrischen Transformationen einer kompakten metrischen 
Menge bilden eine kompakte separable metrische Gruppe. 

MG. 4. Dhe isometrischen Transformationen einer zusammenhingenden 
(oder aus endlich vielen Komponenten bestehenden) mikrokompakten sepa- 
rablen metrischen Menge bilden eine mikrokompakte separable rechtsmetrische 
Gruppe. Fiir die Beweise vgl. D. van Dantzig und B. L. van der Waerden [1]. 
Die Gruppe ist im allgemeinen nicht metrisch (vgl. 1. c. FuBnote 5). 

MG. 5. Setzt man in einer metrischen Gruppe 

@ (z, 1) = (1, z) = y (2), 
so gilt: 

A. 9 (2) = 0 <=> z= 1; 

B. 9 (zy) S yp (2) + ¢ (y); 

C. p (zy) = 9 (yz); 

D. g(x") = ¢ (2). 

Fiir rechtsmetrische Gruppen gilt anstatt von C: 

C*. o(z,) +0=— > — (22,2) + 0 fiir jedes zeG. 

Beweis trivial. 

MG. 6. Ist in einer Gruppe © eine Bewertungsfunktion p (x) definiert, 
die den Bedingungen A, B, C bzw. C* und D geniigt, so definiert die Entfernungs- 
funktion o (xz, y) = p(xzy*) G als metrische bew. rechismetrische Gruppe. 

Beweis trivial. 

Ersetzt man B. durch y (zy) < y (x~*) + @ (y), so wird D. iiberfliissig. 

MG.7. ine metrische oder rechtsmetrische Gruppe ist eine T.-Gruppe. 

Beweis trivial. Vgl. auch TG. 14. 

MG.8. Definition. Eine T.-Gruppe © heiBt metrisierbar, falls sie 
mit einer metrischen Gruppe isoméomorph ist. 
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§ 4. 
Gruppenkomplettierung. 

Voraussetzung: © ist eine T.-Gruppe. 

TG. 23. Definition. Eine Finsfolge (bzw. bei additiven Gruppen 
eine Nullfolge) ist eine Folge, die gegen die Eins (bzw. die Null) konvergiert. 

TG. 24. Definition. Eine Fundamentalfolge ist eine Folge z,, die 
dem Konvergenzkriterium Cauchy’s geniigt: 

fiir multiplikative Gruppen: z,z,' > 1; 

fiir additive Gruppen: z, — 2, — 0*). 

Jede (gegen ein Element von ©) konvergente Folge ist eine Fundamental- 
folge aber nicht jede Fundamentalfolge braucht konvergent zu sein. 

TG. 25. Definition. Eine Folge heibt absolut divergent, falls sie keine 
Fundamentalfolge als Teilfoige enthilt. 

TG. 26. Definition. Zwei Fundamentalfolgen z, und y, heiSen 
konkurrent, falls z,y,* eine Einsfolge ist. Dann ist auch die Doppelfolge z, y;' 
eine Einsfolge. 

TG. 27. Definition. Eine Fundamentalfolge z, heiBt vollstdéndig in 
einer Umgebung U enthalten, falls der Durchschnitt (fast) aller Umgebungen 
U x;* eine Umgebung der Eins enthalt. A fortiori sind fast alle z, in U ent- 
halten. 

TG. 28. Definition. Eine T.-Gruppe © heiBt komplett, falls jede ihrer 
Fundamentalfolgen konvergent (gegen ein Element von ©) ist. 

TG. 29. Definition. Eine T.-Gruppe © heiBt komplettierbar, falls sie 
isoméomorph mit einer Untergruppe § einer kompletten T.-Gruppe ist. Die 
AbschlieBung § von § heiBt dann eine Komplettierung von G. Diese ist bis 
auf Isoméomorphie eindeutig durch © bestimmt und besitzt die Eigenschaft, 
da8 eine mit © isoméomorphe Gruppe in ihr dicht liegt. 

TG. 29. Eine komplette Untergruppe einer T.-Gruppe ist abgeschlossen. 
Eine abgeschlossene Untergruppe einer kompletten T.-Gruppe ist selbst komplett. 
Eine kompakte oder mikrokompakte T.-Gruppe ist komplett. 

Die Beweise sind trivial mit Ausnahme des letzten im Falle der Mikro- 
kompaktheit. Ist © eine mikrokompakte T.-Gruppe, z, eine Fundamental- 
folge und U eine kompakie (vgl. T. 10) Umgebung der Eins, so ist z,z,'eU 
fir alle y>n, un. Also enthilt die Folge z,z,' eine konvergente Teil- 
folge z,,2,'—> y, yeU. Dann ist aber Z,, > ¥%p_, folglich konvergiert 
die ganze Folge z, gegen yz,. 

TG. 30. Die Konkurrenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und transit. 
Je zwei Teilfolgen einer Fundamentalfolge sind konkurrent. Ist eine Teilfolge 


*) D. h. also: zu jeder Umgebung U der Eins bzw. der Null gibt es eine Zahl n, 
derart, daB x, 2712U baw. x, — z,é U fir alle v>n, pen gilt. 
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einer Fundamentalfolge konvergent, so konvergiert die ganze Folge gegen das 
Limeselement der Teilfolge. Die Vereinigung zweier oder endlich vieler kon- 
kurrenter Fundamentalfolgen ist selbst eine Fundamentalfolge (bei beliebiger 
Anordnung). 

TB. 31. Komplettierungsaziom: die Transformierten einer Einsfolge mit 
einer Fundamentalfolge bilden eine Einsfolge: 

z->l,yy.' 71 = yay, > 1. 

Bei den folgenden Satzen TG. 32 bis einschlieBlich TG. 34 wird das 
Komplettierungsaxiom als erfiillt vorausgesetzt. 

TG. 32. Die Reziproken x,* einer Fundamentalfoige x, bilden eine Fun- 
damentalfolge. Ist x, bis auf Konkurrenz bestimmt, dann auch z,'. 

Beweis. Ist z,z,' —1, so ist 


a, 


z, = &,' (2, 2, ') 2, > I, 
weil der mittlere Faktor eine Einsfolge***) ist. Ist iiberdies y,y,' > 1, 
ty,;' 1, 80 ist 
a,'y, = a, (2,9, ')' 2, > 1. 
TG. 33. Die Produkte x,y, zweier Fundamentalfolgen zx,, y, bilden eine 
Fundamentalfolge. Sind x, und y, bis auf Konkurrenz bestimmt, dann auch 2, y,. 
Beweis. Ist 2,2,' +1, y,yu' -> 1, dann ist 


By Yr (Lu Yu) | = (Le (Y> Yu’) Br") (Z, 2u'). 
Der zweite Faktor ist nach Voraussetzung eine Einsfolge, der erste Faktor 
wegen TG. 31, das Produkt beider also wegen TG.2. Also ist z,y, eine 
Fundamentalfolge. 

Ist iiberdies u,w,' +1, v,v,' +1, z,u,' +1, y,v,' > 1, so ist 

Ly Yy (Uy Vy) 
aus demselben Grunde wie oben eine Einsfolge; also ist u,v, mit z,y, kon- 
kurrent. 

TG. 34. Ist die Fundamentalfolge x, vollstiindig in einer Umgebung U 
enthalten und konkurrent mit der Fundamentalfolge y,, so ist auch y, vollstindig 
in U enthalten. 

Beweis. Ist 2,2,' +1, y,y,.' >1, zy,’ ~1, Vc D(Uz,"), wo V 
eine Umgebung der Eins ist, so gibt es wegen TG. 13, 14 eine Umgebung W 
der Kins mit WW-! c V. Fiir fast alle » ist dann Vz, c U und 2,y,'eW. 
Also ist fiir fast alle » 

Wy,=W-y,2,'-2,cW-W'2z,c Va2,cU, 
also D (Uy;') > W. 


1 a 1 


= (2,(y, vv") 27") (2, uy *) 





42a) Genau genommen: jede einfache Teilfolge der Doppelfolge ist aus dem 
erwihnten Grund eine Einsfolge; folglich konvergiert die ganze Doppelfolge gegen 
die Eins. 
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TG. 35. Hauptsatz der Gruppenkomplettierungstheorie. Damit eine Gruppe§ 
komplettierbar sei, ist notwendig und hinrewchend, daB sie dem Komplettierungs- 
axiom TG. 31 geniigt. 

Beweis. DaB die Bedingung notwendig ist, ist trivial. Sie sei also 
erfiillt. Es sei © die Menge aller Fundamentalfolgén aus ©. Wegen TG. 30 
kann man die Konkurrenz als Gleichheitsrelation in © einfihren. Definiert 
man das Produkt zweier Fundamentalfolgen als die Fundamentalfolge der 
Produkte, so ist diese Definition wegen TG. 33 gegeniiber der Gleichheits- 
relation invariant; wegen TG. 32, 33 ist © dann eine Gruppe. Jeder Um- 
gebung U in & ordnen wir eine Umgebung U in G zu, die aus allen 
Fundamentalfolgen besteht, die vollstandig in U enthalten sind. Wegen 
TG. 34 ist diese Definition gegeniiber der Gleichheitsrelation invariant. Diese 
Umgebungen geniigen den Hausdorfschen Axiomen. Wir beweisen nur das 
Trennungsaxiom; alle anderen sind trivial. Sind z,, y, also zwei nicht kon- 
kurrente Fundamentalfolgen, so kann wegen TG. 33 auch keine Teilfolge 
der z, y,' gegen Eins konvergieren. Es gibt also eine Umgebung U, der Eins, 
die keine z, y,' enthalt (T. 6). Wegen TG. 13, 14 gibt es eine Umgebung U, 
mit U;'U,c U,. Die Vereinigung V aller U,z, ist eine offene Menge, die 
die Folge z, vollstandig enthalt; entsprechend W = S(U,y,). Ware nun 
eine inant Z, Vans in V und W enthalten, so wire sicher 
z,eV,.*.2,eU,2, , also 2,2! ty und ebenso z,y,'eU,, also 


Tu, Vo, = Lu, zy +2, 90, é€ U;' ° U; SG U;, 


entgegen der Voraussetzung. Folglich ist das Hausdorfsche Trennungsaxiom 
erfiillt. 


Die Gruppe © ist eine T.-Gruppe. Dazu geniigt es nach TG. 22, 
die dort genannten Bedingungen A., B., C. nachzuweisen. Fiir A. und B. 
ist der Beweis trivial. Ist U eine Umgebung der Eins in 6 und z = {z,| 
ein beliebiges Element von G, so mu8 also noch bewiesen werden, daf fiir 
jede geniigend kleine Umgebung V der Eins in 6 Vz c O ist. Ist U 
die Umgebung in © der U entspricht, so gibt es wegen TG. 31 in G eine 
Umgebung V der Eins mit z,V z;' c U fiir alle fast », denn sonst gibe es 
auBerhalb von U eine Folge z,v,z,', v,eV,, die wegen TG. 31 eine Einse- 
folge wire, in Widerspruch zu T. 6. Dann ist aber auch Vz < TU und diese 
Relation bleibt fiir jede kleinere Umgebung erfiillt. Also gilt auch C. und 6 
ist eine T.-Gruppe. Diejenigen Elemente von G, die konvergenten Folgen 
in © entsprechen, bilden eine mit 6 isoméomorphe Untergruppe von 6, 
die in G dicht liegt. Zu beweisen ist also nur noch, da © komplett ist. Ist 
dazu Z, eine Fundamentalfolge in ©, %, = {z,,} und U, eine Folge von 
die Eins definierenden Umgebungen in ©, dann bestimme man fiir jedes » 
die natiirliche Zahl k, derart, daB k,,,>k, und %,%;'eU, ist fir alle 
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0,0 =k,. Sodann bestimme man die natiirliche Zahl 1, derart, da 1,,, > 1, 
und 2,,%;,,¢U, ist fiir alle 2, 4 >J1,. Wahlt man schlieBlich die Zahlen 
A und x >1,>1,(v»>) 80 groB, daB x, ,%,'.eU, ist, dann ist 


Lx, 1, Tey ly = (Ze, 1, Wi, 2) (Te, 2 Tey x) (2x, x Te, i) € U,Ui c Uj. 


Die Folge z,, ;, ist also eine Fundamentalfolge und bestimmt ein Element ze 6 
von dem man leicht beweist, daB es limes der ganzen Folge 2, ist. 


§ 5. 
Gruppenmetrisierung. 

Voraussetzung: © ist eine T.-Gruppe. 

MG. 9. Eine metrische Gruppe ist dann und nur dann komplett, falls sie 
vollstindig st. 

Beweis trivial, weil metrische Konvergenz 9 (z,, z,) > 0 mit gruppen- 
theoretischer Konvergenz z,2,' 1 wegen MG. 1, 2 gleichwertig ist (vgl. 
auch M. 8, TG. 28). 

MG.10. Metrisierungsaxiom. Die Transformierten einer Einsfolge mit 
einer beliebigen Folge bilden eine Einsfolge: 

z,>1, y,e G=> y;'2,y,>1. 
Das Metrisierungsaxiom MG. 10 ist eine Verschirfung des Komplettierungs- 
axioms TG. 31, bei dem y, als Fundamentalfolge vorausgesetzt war. 

MG. 11. Jede Abelsche T.-Gruppe gentigt dem Metrisierungsaxiom MG. 10. 

Beweis trivial. 

MG. 12. Jede kompakte T.-Gruppe © geniigt dem Metrisierungsaxiom 
MG. 10. 

Beweis. Ware dies nicht der Fall, so gibe es eine Einsfolge z,, und eine 
Folge y,, fiir die y>*z,y, keine Einsfolge wire. Eine geeignete Teilfolge der 
y,'z,y, wiirde dann (weil G© kompakt ist) gegen ein Element + 1 konver- 
gieren. Geht man auf eine konvergente Teilfolge der y, tiber, dann entsteht 
ein Widerspruch mit TG. 1, 2. 

Bemerkung. Fiir mikrokompakte Gruppen gilt der Satz nicht, auch 
nicht, wenn © eine kontinuierliche Gruppe ist. 

Beispiel. Sei G die Gruppe der ganzen linearen Transformationen der 


Zahlengerade in sich: v.,¢=af+b, a+0, 
mit den natiirlichen Limesrelationen TT,» -> T,, <=> a, >a, b, +b. 
Die Transformationen Ss =— 

Pe My 4, 0 


bilden eine Einsfolge. (Die Eins der Gruppe ist die identische Transformation 
Z,,9). Setzt man dann t, = T,,2, dann bilden die Transformationen 
t'S,t,=T i, 


offenbar keine Einsfolge, sondern eine absolut divergente Folge. 
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Ebenso sind z. B. die affine Gruppe in n Verinderlichen, die Bewegungs- 
gruppe der Ebene usw. mikrokompakt, aber nicht metrisierbar. 

MG. 13. Geniigt die T.-Gruppe © dem Metrisierungsaziom MG. 10, 0 
gibt es beliebig kleine Umgebungen U der Eins, die mit ihren simtlichen Kon- 
jugierten identisch sind: 

zeG => cUzr' = U. 

Beweis. Es sei V eine beliebige Umgebung der Eins, U, eine die Eins 

definierende Umgebungsfolge. Ware fiir kein n S (zU,, x") c V, so gibe 


es zwei Folgen z,¢G und u,eU, mit z,u,z,'¢V. Wegen u, > 1 und MG. 10 
wire dann aber z,u,z,' +1, was einen Widerspruch ergibt (vgl. T. 6). 

MG. 14. Hauptsatz der Gruppenmetrisierungstheorie. Eine T.-Gruppe © ist 
dann und nur dann metrisierbar, wenn sie dem Metrisierungsaziom MG.10 geniigt. 

Beweis (vgl. T.17, MG. 18). Da8 die Bedingung notwendig ist, folgt 
unmittelbar aus der Bedingung C. von MG.5, welche ja mit (yzy-) 
= (zx) aquivalent ist. Zum Beweis, da8 sie auch hinreicht, definieren 
wir in © gemaéB MG.6 eine den Bedingungen A., B., C., D. von MG.5 
geniigende stetige Funktion g(z). Die Konstruktion ist eine Spezialisierung 
eines Urysohnschen Beweises*). 

Von allen im folgenden vorkommenden Umgebungen V, der Eins kénnen 
wir wegen TG. 13, MG. 13 annehmen, da8 sie den Bedingungen V;' = V, 
und zV,2-! = V, (fiir alle zeG) geniigen. Sind die Umgebungen U und V 
invariant gegeniiber Inversion und Transformation mit beliebigen Elementen 
aus ©, so gilt dasselbe fir UV und es ist UV = VU. Es sei V, eine be- 
liebige solche Umgebung, V, sei das Symbol fiir die Eins. Weiter sei U, eine 
die Eins definierende Umgebungsfolge. Es sei V, schon definiert fiir alle 
rationale Zahlen r > 0 und <1 mit Nenner 2”, und zwar so, daB V, fiir 
r + 0 eine Umgebung der Eins vorstellt, die den oben genannten Bedingungen 
geniigt, daB V,c V, ist fiir alle r<s und daB allgemein V,-V,c V,,, 
fir r +s <= 1 ist. Wegen TG.13 gibt es eine Umgebung der Eins V,_,,_, mit 
V>—»-1 C V,-n, von der wir annehmen kénnen, daB sie den oben genannten 
Bedingungen geniigt und (wegen T.17), daB V,_,_,C U,,, ist. Setzen 
wir dann V_, ,_»-1 = V,- V,-n-1, 80 ist, wenn und s beliebige rationale 
Zahlen > 0 mit Nenner 2" und Summe <1 sind: 

Veg gana’ Va Ve- Ve-n—a* Ve = Ve Va Vanna S Veee® Vq-nns 

— V 


r+e+2-"-1 


und 
Fi ceiee er = V,- Ven-3°V,° V. 


#+2-"-1 


n-1 = V,- V,- a 
CV eae Vea V, 


r+s+2-** 


*) P. Urysohn [1]. Im Gegensatz zum Urysohnschen Beweis wird die Regularitat 
der Gruppe (vgl. TG. 14) hier nicht explizit benutzt. 
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Ist weiter zeV,,...2,>2, 2,eV,, dann ist z;'zeV,,_),.°.2 = 2, 
a, eV, Voin-1 = Vi, 4-n-1- Also ist V».CV,,,,-,. Ist schlieBlich 
tev, o—n-1s-'s Yrtr > %, YreV,, 2%€V5 5-1 2, y,' zeVea_1 a 


r4o-n- Also gilt auch fiir 
Briiche mit Nenner 2" +? allgemein V,V,c V,,, fir r+s <1 und V.cV, 
fir r< s, so daB die Induktionsvoraussetzung erfiillt ist. Die V, sind also 
fiir alle endlichen Dualbriiche r > 0 und <1 definiert. Fiir einen un- 
endlichen Dualbruch 4 > 0 und < 1 setzen wir dann V; = GS (V,). Setzen 
wir dann — 


a= y,°2,°2,'y,' zeV,- V3_.-1 C Ve* V,_. CV 


| 0 fir z= Il, 
y (x) = le fir z+ 1,7eVj, 
2€Vy 
| 1 fiir 2¢Vj,, 


dann ist g(x) eine stetige Funktion“) mit » (z,) - 0 <=> 2, > 1. 

Weil die V, fiir alle endlichen Dualbriiche r gegeniiber Inversion und 
Transformation mit beliebigen Elementen aus © invariant sind, ist dies laut 
Definition auch mit den iibrigen V, der Fall; folglich sind die Bedingungen C., 
D. von MG. 5 erfiillt. Weil es zu jedem Punkte z + 1 ein U, mit re€ (U,) 
gibt, ist auch die Bedingung A. wegen V,_, c U,, erfiillt. Die Bedingung B. 
ist trivial, falls x oder y in €(V;,) liegt, weil dann das rechte Glied sicher 
=} 1 ist. Liegen z und y beide in V,, so gibt es fiir beliebiges « > 0 zwei 
endliche Dualbriiche r, s mit p(z)< r< gy (z)+ ¢, p(y)< ss p(y) + «.° 
Also ist fiir r + s > 1 und geniigend kleines ¢: w(x) + o(y)=>r+s-2e>1 
=¢v(zy). Aus »(z)< 1 folgt laut Definition von p(x): zeV,. Ebenso 
ist yeV,; ist alsor+s< 1, so ist ryeV,V,CV,.,, dh. p(zy) 
<r+s< p(z)+ y(y)+2e. Weil dies fiir beliebige ¢ gilt, folgt sofort 
die Bedingung B. und damit die Giiltigkeit des Satzes. 

Korollar (vgl. MG. 11, 12): Jede Abelsche T.-Gruppe ist metrisierbar. 
Jede kompakte T.-Gruppe ist metrisierbar. 


§ 6. 
Topologische Ringe und Kérper. 
Ein topologischer Ring oder T.-Ring ist eine T.-Menge &, die gleich- 
zeitig ein Ring ist, derart, daB den Axiomen 
TR. 1. Summe und Differenz sind stetige Funktionen: 
>t, Y>ry=>tytyrrty; 
TR. 2. Das Produkt ist eine stetige Funktion der Faktoren: 
Ly > 2, Yr y => ZY, > ty 
geniigt wird. 


“) Vgl. den entsprechenden Beweis bei P. Urysohn [1]. 
Mathematische Annalen. 107. 
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Ein topologischer Kérper oder T.-Kérper ist eine T.-Menge T, die gleich- 


zeitig ein Kérper ist, derart daB den Axiomen 

TK.1. Summe und Differenz sind stetige Funktionen: 

%-2,y>y=—>2,ty7>cty, 
TK. 2. Das Produkt ist eine stetige Funktion der Faktoren: 
zy, > Z, ¥Y-y=>> ZY, > ZY, 

TK.3. Der Quotient ist eine stetige Funktion von Divisor und 

Dividend: 
>t, y¥ > y¥ + O0=—> 4y,'>2y', y'2t,>y'2 

geniigt wird. 

Ein metrischer (oder bewerteter) Kérper**) ist eine metrische Menge &, die 
gleichzeitig ein Kérper ist, derart, daB den Axiomen 

MK.1. o(z2+2,y+- z) = e(z, y); 

MK. 2. e (zz, yz) = o (zz, zy) = e (2, y)- @ (z, 0) 
geniigt wird. Ist der Kérper eine halbmetrische anstatt einer metrischen 
Menge und geniigt er MK. 1, 2, so hei®t er auch ein halbmetrischer Korper. 

Wenn nichts anderes gesagt wird, wird im folgenden keine Kommu- 
tativitét vorausgesetzt. 

Fir T.-Ringe gelten dann vorerst die mit TG. 3, 4, 7, 8, 9, 10, 12 analogen 
Definitionen und Satze. Weiter gelten: 

TR. 3. Ist a ein (ein- oder zweiseitiges) Ideal in R, dann ist seine 
AbschlieBung @ es auch. 

TR. 4. Ein offenes Ideal ist gleichzeitig abgeschlossen. 

TR.5. In einem zusammenhiingenden Ring erzeugt jede Umgebung der 
Null das Einheitsideal. 

TR. 6. Ist U eine Umgebung der Null, p (x) ein Polynom mit Koeffizienten 
aus R, dann gibt es eine Umgebung V von Null derart, daB Vp (V) in U ent- 
halten ist. (Dabei ist gemaB §2 A: 


Veo(V)= iy 2a Yir Yio «+ Yer} yer, wije¥> 
falls @ (z) = 3’ a,x" ist). 
0 


TR. 7. Ein T.-Ring wird durch die Restklassen nach einem abgeschlossenen 
Ideal doppelsietig zerlegt. 

TR. 8. Der Restklassenring nach einem abgeschlossenen zweiseitigen Ideal 
ist selbst ein T.-Ring. 
Die Beweise sind simtlich trivial. 
Fiir T.-Kérper gilt weiter: 
TK. 4. Ein T-Kérper ist zweifach homogen (T. 26). 


“) Vyl. J. Kiéirschak [1]. 
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Beweis. Sind a, 5, a’, b’ irgend vier Elemente mit a + b, a’ + b’, 80 

ist die Transformation, die ein beliebiges Element z in 

zg’ = (a —b)—* {((2 — b) a’ —(z — a) b’} 
iiberfiihrt, eineindeutig und wegen TK. 1, 2, 3 eine Homéomorphie; sie fiihrt 
gleichzeitig a in a’ und b in b’ iiber. Eine topologische Eigenschaft, die fiir irgend 
zwei verschiedene Punkte gilt, gilt folglich fiir je zwei verschiedene Punkte. 

TK.5. Hin T.-Kérper ist entweder zusammenhingend oder vollstindig 
zusammenhangslos (T. 19). 

Beweis. S sei nicht zusammenhingend, also Summe von zwei fremden 
nicht-leeren offenen Mengen F,, F,. Sind 2z,, z, irgend zwei Punkte aus 
F, bzw. F,, 80 kénnen diese also durch die leere Menge voneinander getrennt 
werden. Wegen TK. 4 kann dann jeder Punkt von jedem anderen durch die 
leere Menge getrennt werden, d.h. & ist vollstandig zusammenhangslos. 


§ 7. 
Ringkomplettierung. 

Voraussetzung: R ist ein (nicht notwendig kommutativer) T.-Ring. 
Die folgenden Definitionen und Sitze gelten sowohl fiir T.-Ringe als fiir 
T.-K6rper. 

TR. 9. Definition. Hine Nullfolge ist eine Folge, die gegen die Null 
konvergiert. Eine Fundamentalfolge ist eine Folge z,, die dem (additiven) 
Konvergenzkriterium Cauchy’s geniigt: 

2%, — 2 > 0. 
(Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge, aber eine Fundamental- 
folge ist im allgemeinen nicht konvergent.) Eine Folge heiBt absolut divergent, 
falls sie keine Fundamentalfolge enthilt. 

TR.10. Definition. Zwei Fundamentalfolgen z,, y, heiben kon- 
kurrent, falls z,— y, gegen Null konvergiert. (Dann konvergiert auch die 
Doppelfolge z,— y, gegen Null.) 

TR. 11. Definition. Eine Fundamentalfolge heiBt vollstdndig in 
einer Umgebung U enthalten, falls der Durchschnitt (fast) aller Umgebungen 
U—a, = |u—2,}uer eine Umgebung der Null enthalt. (A fortiori sind 
fast alle z, in U enthalten, aber dies geniigt nicht.) 

TR. 12. Definition. Ein T.-Ring heiBt komplett, falls jede Fundamental- 
folge konvergent ist. 

TR. 13. Definition. Ein T.-Ring (bzw. T.-K6érper) ® heiBt komplet- 
tierbar, falls er mit einem Teilring (bzw. -kérper) S eines kompletten T.-Ringes 
(T.-Kérpers) isomdomorph ist. Die AbschlieBung S hei8t dann eine Kom- 
plettierung von R. Diese ist bis auf Isoméomorphie eindeutig durch 8 be- 
stimmt. 

4i* 
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Fiir Ringe sowie fiir Kérper gelten weiter die folgenden Satze, deren 
Beweise siimtlich entsprechend oder wegen TG. 29, 31—34 trivial sind. 

TR.14. Ein kompletter Teilring (bzw. Teilkérper) eines T.-Ringes 
(7'.-K6érpers) ist abgeschlossen. Ein abgeschlossener Teilring (Teilkérper) eines 
kompletien T.-Ringes (T.-Kérpers) ist komplett. Ein kompakter oder mikro- 
kompakter T.-Ring (T.-Kérper) ist komplett. 

TR. 15. Die Konkurrenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, 
Die Vereinigung zweier oder endlich vieler Fundamentalfolgen ist eine Funda- 
mentalfolge. 

TR. 16. Ist z, eine Fundamentalfolge, dann auch az, und x,a fiir jedes 
aeR. Ist x, bis auf Konkurrenz bestimmt, dann auch az, und z,a. 

TR. 17. Sind z, und y, Fundamentalfolgen, dann auch x, + y,. Sind 
z, und y, bis auf Konkurrenz bestimmt, dann auch x, + y,. 

TR. 18. Ist die Fundamentalfolge x, vollstindig in einer Umgebung U 
enthalien und mit der Fundamentalfolge y, konkurrent, so ist auch y, vollstindig 
in U enthalten. 

TR. 21. Ringkomplettierungsaziom. Die Produkte einer Nulljolge und 
einer Fundamentalfolge bilden eine Nullfolge: 


z, —> 0, ¥,— Yu > => z.Y, > 0, y, Z, —> (. 


TR. 22. Wird dem Ringkomplettierungsariom TR. 21 geniigt, so bilden 
die Produkte x,y, zweier Fundamentalfolgen x, und y, selbst eine Fundamental- 
folge. Sind x, und y, bis auf Konkurrenz bestimmt, so auch die Produktfolge z, y,. 

Beweis. Es sei z,— z, > 0, y,—y, >90. In 


ZYy— Ty Yu = x, (Y, nga Yu) + (z, — Ly) Yu 


ist jedes Glied Produkt einer Fundamentalfolge und einer Nullfolge, also 
wegen TR. 21 selbst eine Nullfolge. Folglich ist auch z,y, eine Fundamental- 
folge. Die zweite Hiilfte des Satzes wird genau so bewiesen. 

TR. 23. Hauptsatz der Ringkomplettierungstheorie. Damit ein T.-Ring & 
komplettierbar sei, ist notwendig und hinreichend, daB er dem Ringkomplettierungs- 
aziom TR. 21 geniigt. 

Beweis. Da8 die Bedingung notwendig ist, ist wegen TR. 2 trivial. 
Falls sie erfiillt ist, nehmen wir wie in TG. 35 die Fundamentalfolgen % = {z,} 
als Elemente einer neuen Menge ® mit der Konkurrenz als Gleichheitsrelation 
(TR. 17). Definieren wir Summe und Produkt durch 


'z,} + {y,} = {z+ ¥}, {z,} 1} = {2 Yr}, 


so sind diese wegen TR. 19, 22 eindeutig bestimmt und & ist ein Ring. Ordnet 
man jeder Umgebung U in ® die Menge U aller derjenigen Fundamental- 
folgen zu, die vollstindig in U enthalten sind, so geniigen die U den Haus- 
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dorfschen Umgebungsaxiomen. Man verifiziert leicht (entsprechend TG. 35), 
da8 sie R als kompletten T.-Ring definieren. 

N. B. Ist ® ein Kérper, so ist R wohl ein Ring, aber nicht notwendig 
ein Korper. 

§ 8. 
Kérperkomplettierung. 

Voraussetzung: & ist ein (nicht notwendig kommutativer) T.-K6rper. 

TK.6. Die Reziproken einer Nullfolge bilden eine absolut divergente Folge***). 

Beweis. Es geniigt, zu beweisen, daB aus z,— 2, > 0 und z,' -+0 
ein Widerspruch folgt. Aus der letzteren Beziehung folgt fiir ein festes z, +0 
wegen TK.1,3: (2, 2,'-—1)-!? +-1, also (z,-2,)' = 2, '(1-a,2,')'+0. 
Es gibt also zu jeder Umgebung U der Null eine Zahl r und eine Funktion 
n, >p mit (x, —2,)eU fir »¥,4>r und (z,—z,)%eU fir y>n,. 
Fir u. = 7, » = n, ergibt dies 1eU?, woraus wegen TR. 6 (fiir p(x) = 2) 
und K.8 ein Widerspruch mit T.4 folgt. 

TK. 7. Ein kompakter Korper & ist endlich. 

Beweis. Wire & unendlich, so giibe es eine konvergente Folge von 
lauter verschiedenen Elementen, also eine Nullfolge von lauter von Null 
verschiedenen Elementen, also wegen TK. 6 eine absolut divergente Folge, in 
Widerspruch zur Kompaktheit. 

TK. 8. Kérperkomplettierungsaxiom. Ist x, eine (additive oder multi- 
plikative) Fundamentalfolge und keine Nullfolge, und ist x,y, oder y,x, eime 
Nullfolge, so ist y, eine Nullfolge, d. h. durch Komplettierung entstehen keine 
Nullteiler. 

TK. 9. Geniigt der Kérper R dem Axiom TK.8, und ist a, eine 
Fundamentalfolge und keine Nullfolge, so bilden auch die Reziproken x;' eine 
Fundamentalfolge (und keine Nullfolge). Ist x, bis auf Konkurrenz bestimmt. 
so auch x,’. 

Beweis. Wiirde die Folge z, eine Nullfolge enthalten, dann wire sie 
selbst eine Nullfolge (weil sie eine Fundamentalfolge ist). Nach Voraus- 


setzung ist -1 -1 
5 Z,— Z, = 2, (Ze — 2% ') Ly 


eine Nullfolge. Wegen TK.8 muB8 also jede einfache Teilfolge von 2,' 
—z2,', also auch die Doppelfolge selbst eine Nullfolge, folglich z;* eine 
Fundamentalfolge sein. Wegen TK.6 kann z,' keine Nullfolge sein oder 
enthalten. Der zweite Teil des Satzes wird genau so wie der erste bewiesen. 
TK.10. Das additive Cauchykriterium fiir Nicht-Nullfolgen ist mit dem 
multyplikativen Cauchykriterium dquivalent; 
t,—2z, +0, 2, +>0 <> 2,2," >1. 


45%) Wenn nichts anderes gesagt wird, sind die Begriffe Fundamentalfolge, 
absolut divergent, usw. in diesem Paragraphen immer im additiven Sinne zu verstehen. 













622 D. van Dantzig. 


Beweis. Aus dem linken Glied folgt wegen TK.8 und z,—z, 
= (z,2,'— 1)2,, daB jede einfache Doppelfolge von z,z,'’—1, also 
auch die Doppelfolge selbst gegen Null konvergiert, also ist jede additive 
Fundamentalfolge, die keine Nullfolge ist, eine multiplikative Fundamental- 
folge. 

Eine multiplikative Fundamentalfolge ist nie eine Nullfolge. Denn 
wire z,z,'—1--+0, 2,0, so wire fiir jede Umgebung U der Null 
(l—2z,2,')eU(v,4>n), also lim(1 — z,2;') = 1¢U. Ebenso folgt aus 
2, %,'— 1, daB z;' keine Nullfolge sein kann. Anwendung von TK. 8 
auf z,z,'—1 = (z,—2,)2,' — 0 zeigt also, daB jede einfache Teilfolge 
von z,— 2, also auch die Doppelfolge selbst gegen Null konvergiert. 
Also ist auch jede multiplikative Fundamentalfolge eine additive. 

TK. 11**»). Das Ringkomplettierungsariom TR. 21 ist eine Folge des 
Kérperkomplettierungsaxioms TK. 8. 

Ist y, — y, > 0, so enthalt der letzte Faktor von z, = 2, y,- y,' wegen 
TK.6 keine Nullfolge. Aus z, + 0 folgt also wegen TK.8, 9 z,y,.~0. 

TK. 12*5»). Gentigt ein T.-Kérper 8 dem Kérperkomplettierungsaxiom, so 
gentigt die Gruppe S’ seiner Einsteiler dem Gruppenkomplettierungsaxiom 
TG. 31. 

Beweis. Ist z, eine Einsfolge, y, eine Fundamentalfolge und keine 
Nullfolge, so ist y>'z,y,—1 = y,;' (z,—1)y, wegen TK.6, 9, 11 eine 
Nullfolge, also y;' z,y, eine Einsfolge. 

TK. 13. Hawptsatz der Kérperkompleitierungstheorie. Ein T.-Kérper & 
ist dann und nur dann komplettierbar, wenn er dem Kérperkomplettierungs- 
axiom TK. 8 geniigt. 

Beweis. DaB8 die Bedingung notwendig ist, ist trivial. Ist sie erfiillt 
und komplettieren wir  entsprechend TR. 23, so ist & ein Ring, der 
wegen TK.8 keine Nullteiler hat. Sind z, und y, Fundamentalfolgen und 
keine Nullfolgen, dann ist {z,} {y,}-" = {z,y7'} wegen TK. 9 existent und 
eindeutig bestimmt, also R ist ein KGérper. Man verifiziert leicht, daB K ein 
kompletter T.-Kérper ist. 

TK. 14. Perfektisierungsaziom. Die Reziproken einer absolut divergenten 
Folge bilden eine Nullfolge. (Einen Kérper, der diesem Axiom sowie TK. 8 
geniigt, nennen wir perfektisierbar.) 

TK. 15. Jede Komplettierung & eines wnendlichen T.-Kérpers 8, der dem 
Perfektisierungsaxiom TK. 14 geniigt, (falls eine soiche existiert) ist mikroperfekt. 

Beweis. Ware & nicht in sich dicht, dann wire auch S es nicht; also 
gabe es keine Nullfolge, folglich keine Fundamentalfolge (den trivialen Fall 





45b) In meiner Arbeit [3] kommen die Satze TK. 11, 12 noch nicht vor, die 
iibrigen Satze von §§7,8 nur fiir kommutative Ringe und Kérper. Dementsprechend 
wurde dort im Hauptsatze TK. 13 auBer TK.8 auch TR. 21 vorausgesetzt. 
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ausgeschlossen, wo die Elemente der Folge fast alle gleich sind); folglich wire 
jede Folge absolut divergent. Die Reziproken wiirden dann aber wegen TK. 14 
dennoch eine Nullfolge bilden, was einen Widerspruch ergibt. Also ist & in 
sich dicht. 

Bewiesen muB also noch werden, da8 & mikrokompakt ist. Dazu er- 
weitere man & mit einem Punkt, den man mit oo bezeichne und definiere 
als Umgebungen dieses Punktes die reziproken Mengen der Umgebungen der 
Null, erweitert mit dem Punkte o selbst. Die solchermaBen erweiterte 
Menge M ist kompakt. Denn eine jede unendliche Folge enthalt entweder 
eine Fundamentalfolge, die (weil R komplett ist) konvergent ist, oder sie 
ist absolut divergent, d. h. sie ,, konvergiert“ gegen oo. Folglich ist M kompakt, 
also R mikrokompakt (T. 13), folglich mikroperfekt. 

In der naichsten.Abhandlung dieser Reihe wird bewiesen werden, daB 
dieser Satz umkehrbar ist, d.h. daB TK.14 bei jedem mikroperfekten (kommu- 
tativen) Kérper erfiillt ist. 
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Uber bewegliche Polyeder. 
Von 
A. Kokotsakis in Athen. 


Einleitung. 
Problemstellung. 


R. Bricard erwihnt am Anfang seines ,,Mémoire sur la théorie de |’ octaédre 
articulé“'): ,.M. C. Stephanos a posé dans |’Intermédiaire des Mathématiciens 
la question suivante: Existe-t-il des polyédfes & faces invariables sus- 
ceptibles d’une infinité de transformations avec altération seulement des 
angles solides et des diédres ?“. 

Das so von dem griechischen Geometer C. Stephanos gestellte Problem 
kann eine allgemeine Form erhalten, wenn man es durch Hinzunahme aller 
der im allgemeinen nicht starren Polyeder erweitert. So kommen auch die 
Polyeder mit infinitesimaler Beweglichkeit in Betracht. 





Der Fall des Oktaeders sowie des offenen Neunflachs sind spezielle Fille 
des folgenden allgemeineren Problems: 

Gegeben ist ein beliebiger starrer geschlossener Polygonzug 1, 2, 3, ..., 
im Raume und um diesen eine geschlossene Folge von Vierkanten, die als 


1) Journal de Mathématiques (5) 8 (1897), S. 113— 148. 
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Scheitel die Ecken des Polygonzuges haben und so aufeinanderfolgen, da8 
1. zwei der Kanten eines jeden Vierkants mit den in derselben Ecke zusammen- 
laufenden Seiten des Polygonzuges zusammenfallen und 2. die durch dieselbe 
Seite gehenden Flichen von zwei aufeinanderfolgenden Vierkanten mit- 
einander zusammenfallen (Fig.1). Gefragt wird, ob und wann die so bestimmte 
polyedrische Flaiche bei unverinderlich bleibenden Flachen nicht starr ist. 

Im Falle des offenen Neunflachs ist der beliebige starre geschlossene 
Polygonzug ein ebenes konvexes Vierseit, im Falle des Oktaeders aber cin 
Dreieck. 


A. Intinitesimale Beweglichkeit. 
$1. 


Kinematik eines Vierkants. 

Ein Vierkant, von dem nur die ebenen Winkel starr bleiben, ist so be- 
weglich, da die Flachen nacheinander um die gemeinsamen Kanten gedreht 
werden kénnen. 

Wir wollen die gegenseitigen Bewegungen der Flaichen des Vierkants 
betrachten (Fig. 2). Die Flache AOC dreht sich in bezug auf die Flache AOB 





Fig. 2a. 


um die Achse OA, die Flache BOE in bezug auf die Fliche AOB um die 
Achse OB. Die Momentandrehachse der Fliche BOE in bezug auf die 
Flache AOC liegt infolgedessen in der Ebene von OA und OB und geht durch 
den Schnittpunkt O. Die Drehachsen der Flichen AOC und BOE in bezug 
auf die Fliche COE sind die Kanten OC und OE, und infolgedessen liegt 
die Momentandrehachse der Fliche BOE in bezug auf die Fliche AOC in 
der Ebene von OC und OF. Folglich ist der Schnitt o der Ebenen der 
Flachen AO B und COE die Momentandrehachse von BOE in bezug auf die 
Flache AOC. Bezeichnen wir mit m, und w, die Winkelgeschwindigkeiten 
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der Drehung der Flachen AOC und BOE in bezug auf AOB. Aus dem Dia- 
gramm der Winkelgeschwindigkeiten (Fig. 2a) erhalten wir die Beziehung: 


My _ sin 6 
(1) @, sin@’’ 


wobei 9 und 9’ die Winkel sind, die die Gerade o mit den Kanten OA und OB 
bildet. 





§ 2. 
Grundgleichung. 

Wir betrachten die in der Einleitung gegebene polyedrische Flache (Fig. 1). 
Wir wollen mit a, (¢ = 1, 2,3,...,) die Seiten des Polygonzuges, mit e, 
die entsprechenden Flachen der Folge von Vierkanten bezeichnen. Ebenso 
mit o, die Schnittgeraden der von a; und a,,, bestimmten Ebenen und der 
Ebenen der gegeniiberliegenden Flachen der Vierkante. Wenn wir eine von 
den Flichen e, der Folge, z. B. e,, als doppelt voraussetzen, so daG die eine, ¢,, 
dem Vierkant 1 und die andere, die wir als e, ,, bezeichnen, dem Vierkant n 
gehéren, dann gelten die folgenden Beziehungen von der Form der Gleichung(1): 








sin 6, yg 
sin 0; * ; 
sin, _ __ M3 
sin 65 Wo 
(2) sin 6, M% 
sin@, Ws 
sng ass 
sin 0), w, 





Aus diesen Gleichungen erhilt man durch gliedweise Multiplikation: 


sin®@, ain@, sin 4, sin 6, i, _ “art 

(3) ain 0,” sin & an@, °° anh (— 1) oO 
Damit die Folge von Vierkanten nicht starr sei, miissen die Winkel- 
geschwindigkeiten w, und w,,, gleich sein und damit erhalten wir: 
(4) sin#, sin®, sind; ‘ sin 0, 
sin@; sin0, sin@; “"" sin@) 

Umgekehrt folgt mit Hilfe der Gleichung (3), daB, wenn die Beziehung (4) 
erfiillt ist, die Winkelgeschwindigkeiten w, und w,,, gleich sein miissen. 
Das bedeutet aber, da in der Folge wenigstens eine infinitesimale Veranderung 
der Keilwinkel ohne Verainderung der ebenen Winkel méglich ist. So be- 
kommen wir das Resultat: 

Die Beziehung (4) «st die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB eine infinitesimale Veriinderung der Keilwinkel ohne Vertinderung der 
ebenen Winkel méglich ist. 


= (—1). 
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§ 3. 
Spezialisierung fiir bewegliche geschlossene Oktaeder. 
Im Falle des Oktaeders erhilt die Gleichung (4) die Gestalt: 
sin@, sin@, sin®@ 
(5) sin i "sin a gin i =e, 
Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, da die in einer Ebene liegenden 
drei Geraden ¢,, o,, ¢; durch denselben Punkt K hindurchgehen miissen, 











Us 
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Fig. 3. 


damit das Oktaeder nicht starr sei (Fig. 3). In einem konvexen Oktaeder 
aber la8t jede der drei Geraden o,, 0, 7, das Dreieck 1, 2, 3 abseits liegen, und 
deshalb kénnen sie nicht durch denselben Punkt hindurchgehen. Wenn also 
das Oktaeder konvex ist, ist die Bedingung (5) nicht erfiillbar, und auf diese 
Weise wird der Satz von Cauchy tiber die konvexen Polyeder im Falle des 
Oktaeders bewiesen. 
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Aus der Bedeutung der Geraden o,, o, und a3, die die Schnittgeraden 
der Basis 1, 2, 3 mit den Ebenen der Flachen 1, 5, 6 — 2, 6, 4 und 3, 4, 5 
sind, folgt, da8 der Punkt K der Schnittpunkt der Ebene des Dreiecks 1, 2, 3 
einerseits und der durch die Ecken desselben hindurchgehenden drei Flachen 
1,5, 6 — 2, 6, 4 und 3, 4, 5 andererseits ist. Mit anderen Worten miissen die 
Ebenen von vier Seitenflichen, die je miteinander nur in einer Ecke zu- 
sammentreffen, durch einen Punkt hindurchgehen. Wenn dies aber der 
Fall ist, ist die Bedingung (5) erfiillt und, weil diese Bedingung hinreichend 
ist, das Oktaeder infinitesimal beweglich. Wenn wir aber eine von den durch 
die Seiten der Basis gehenden Flachen, z. B. das Dreieck 1, 2, 6 als Basis 
betrachten, dann finden wir, daB die anderen vier Flachen auch durch 
einen gemeinsamen Punkt K, hindurchgehen. Man kann dies auch geometrisch 
beweisen. 


§4. 


Spezialisierung fiir bewegliche offene Neunflache. 


Im Falle des offenen Neunflachs (Fig. 4), namlich im Falle einer Folge 
von Vierkanten um ein ebenes konvexes Viereck, reduziert sich die 
Gleichung (4) auf die folgende: 


(6) sin@, sin@, sin@, sind, 





Wenn wir den Schnittpunkt R,,, der Geraden o, und o, mit dem Schnitt- 
punkt K der Geraden 1, 2 und 3, 4 verbinden, und wenn 6, und 6, 
die Winkel der Geraden K, R,, , mit den Geraden K, 1 und 4, K sind, dann gilt 
die Gleichung: 


sin®, sin 0, sin 0, 








sind sin 0, sin 0, ot 
Aus dieser Gleichung und aus (6) folgt: 
sinO, sind, nO, 


Diese letzte Gleichung driickt aus, daB die Gerade K, R,, , durch den Schnitt- 
punkt R, , der Geraden o, und o, hindurchgehen muB, d. h. daB die Punkte K, 
R,,, und R, , auf einer Geraden liegen. 

Wenn aber die Punkte K, R,,, und R,,, auf einer Geraden liegen, dann 
gelten die obigen zwei Gleichungen, aus denen die Gleichung (6) hervorgeht, 
und aus dieser wiederum folgt durch andere Kombination, daB auch die 
Punkte K,, R,,. und R,, auf einer Geraden liegen. Diese geometrische 
Aussage (K, R, , und R, , auf einer Geraden) der Gleichung (6) la8t folgende 
kinematische Deutung zu. Wie wir anfangs (§1) bewiesen haben, sind a, 
(¢ = 1, 2, 3, 4) die Momentandrehachsen der Flachen e,,, in bezug auf die 
Flachen e,. Da die Flachen e, und e, als Relativdrehachsen in bezug auf 
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die Basis die Seiten a, und a, haben, folgt, daB die Momentandrehachs 
ihrer Relativbewegung in der Basisebene liegen und durch den gemeinsamen 
Punkt K der Geraden a, und a, hindurchgehen mu8. Ebenso miissen, da diese 
Flachen (e, und e,) in bezug auf e, als Momentandrehachsen die auf der Ebene 
der Basis liegenden Geraden o, und o, haben, die Momentandrehachsen ihrer 
Relativbewegung in der Basisebene liegen und durch den Schnittpunkt R, , 


& 


K &,) e. 
R 





Fig. 4. 


der Geraden o, und o, hindurchgehen. Aus denselben Griinden wird diese 
Momentandrehachse durch den Schnittpunkt R,,, der Geraden o, und a, 
hindurchgehen, d. h. die Punkte K, R,,, und R,,, miissen auf einer Geraden 
liegen, und diese Gerade ist die Momentandrehachse der Relativbewegung 
der Flachen e, und ¢,. 

Ebenso ist die Gerade K,, R,, ,, R;, , die Momentandrehachse der Relativ- 
bewegung der Flachen e, und ¢,. Nach diesen Ergebnissen lassen sich un- 
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mittelbar beliebig viele infinitesimal bewegliche Neunflache konstruieren 
(nach Fig. 4). Ferner lassen sich beliebig viele offene Vierecksflache kon- 
struieren, die wenigstens infinitesimal verknickbar sind*). Bei einem solchen 
Vierecksflach mu8 die obige geometrische Beziehung fiir alle Neunflache, die 
wir von dem Vierecksflach abschneiden kénnen, gelten. Wenn bei einem 
Vierecksflach wenigstens fiir ein Neunflach diese geometrische Beziehung 
nicht gilt, dann ist es starr. 


§5. 
Polyeder mit ebener Vielecksbasis. 


Wenn der Polygonzug ein ebenes Vieleck 1, 2, 3,..., (in der Fig. 5 
n = 8) ist, dann ist die Konstruktion einer Folge von Vierkanten um den 
Polygonzug méglich, so daB die gebildete polyedrische Flache wenigstens 


Ky 


\ 


\ 





Fig. 5. ae 


infinitesimal beweglich ist. Da o, die Momentandrehachsen der Flachen e, 
und e,,, sind, werden wir sie auch als a, ,,, bezeichnen. 





2) Definition von Vierecksflachen: Siehe Sauer und Graf, Uber Flachenverbiegung 
in Analogie zur Verknickung offener Facettenflache, Math. Annalen 105, 8.499 — 535. 
Mathematische Annalen. 107. 42 
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Die Momentandrehachse der Relativbewegung der Flichen e, und e, ” 
geht durch den Schnittpunkt K, ,,. der Seiten a, und a,;,,, sowie auch durch 
den Schnittpunkt R, ,,, der Geraden a, ,,, und a4, i49- 

Wenn wir die Momentandrehachse a, ,; haben, so finden wir die Momentan- 
drehachse a,,;,,, die durch den Schnittpunkt K, ,,, der Seiten a, und a,,, 
einerseits und durch den Schnittpunkt S, , ,,, der Geraden a, , und a, 


t, ¢+1 
anderseits geht. So bestimmen wir nacheinander die Momentandrehachsen 





TAN 


Fig. 6. 


der Flachen ég, “3, ¢,, .--, @,—, in bezug auf die Flache e,, indem wir mit der 
Flache e, beginuen. 

Die Momentandrehachsen a,, ,_1, Gn,1 UNA Aq_1, _ miissen sich in einem 
Punkte schneiden, d.h. die Punkte K, ,_1, Ra_y, n und 8, , 9, n-1 auf einer 
Geraden, niimlich der Geraden a, ,_,, liegen. 

Diese geometrische Beziehung ist, nach § 4, im Falle des ebenen Polygon- 
zuges die geometrische Bedeutung der Gleichung (4). 
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§ 6. 
Der allgemeine Fall. 


Im allgemeinen, wenn der geschlossene Polygonzug nicht eben ist, d. h. 
wenn die Flachen «, und a,,, der Folge der Vierkante im allgemeinen nicht 
in einer Ebene liegen, bringen wir, zur Konstruktion einer nicht starren Folge 
von Vierkanten, die Flichen «, auf eine Ebene, indem wir sie um die Seiten 
des Polygonzuges nacheinander drehen. Auf diese Weise verandert sich der 
im Raume geschlossene Polygonzug in einen auf der Ebene offenen (Fig. 6), 
wo die im Raume zusammenfallenden Seiten a, und a,,, nunmehr getrennt 
liegen. Auf dieser Ebene bestimmen wir die Geraden og; so, als ob wir eine 
Folge von Vierkanten konstruieren wollten, so da8 die Flachen e, und e,,, 
gleiche Winkelgeschwindigkeiten w, und w,,, haben. Damit w, und w,,, 
gleich seien, muB a, ,,,, die Winkelhalbierende des Innenwinkels der Seiten a, 
und a,,, sein. Die so bestimmten Geraden o; werden, beim Zuriickbringen 
des auf der Ebene offenen Polygonzuges in seine urspriingliche Lage im 
Raume, auf den Ebenen der entsprechenden Flachen «, erhalten bleiben. Die 
Beziehung (4) ist erfiillt fiir den ebenen offenen Polygonzug unter der Voraus- 
setzung, daB w, gleich w,,, sei. Sie ist aber auch erfillt fiir den im Raume 
geschlossenen Polygonzug, da die Geraden a; in der neuen Lage mit a, und a,,, 
dieselben Winkel 6; und 6; bilden. 

Jede Folge von Vierkanten, bei der die Flichen e, durch die Seiten a, 
des Polygonzuges und die Flachen y, durch die so bestimmten Geraden ¢, 
hindurchgehen, ist nicht starr und wenigstens infinitesimal beweglich. 


B. Endliche Beweglichkeit. 
§ 7. 


Umformung der Grundgleichung. 

Fiir die endliche Beweglichkeit ist die Beziehung (4) im allgemeinen 
nicht hinreichend. Dieser Beziehung kann man auch eine andere Form geben. 
Betrachten wir wieder ein Vierkant und bezeichnen wir mit a, f, y, 6 die 
konstanten ebenen Winkel, mit 9,, 7, y, 92 die Keilwinkel Jangs der Schnitt- 
kanten der Ebenen, x, 8; 8, y; y, 6; 6, « (Fig.2), dann folgt durch Anwendung 
des Sinussatzes auf die sphirischen Dreiecke ASC und BSE: 








sinf = sinf a 
und 

sin #’ = sind = Y 
Also auch 
(7) ne on ESE 


sing’ = sind siny 
42* 
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Mit Hilfe dieser Beziehung erhalt die Gleichung (4) die Gestalt: 


sin #,-sin By- ... -sinB, siny,-sinzy- ... -sinz,, 


(8) 


Im Falle einer Folge von Vierkanten um einen geschlossenen ebenen Polygon- 
zug fiihrt uns aber diese Gleichung (8) zur Auffindung von Lésungen fiir eine 
endliche Verinderung der Keilwinkel ohne eine solche der ebenen Winkel. 








= (— 1). 


sin 4, -sin dy- ... -sin }, sin y,- sin yy: ++. sing, 


§ 8. 
Sonderfille von Vierkanten. 

Als Sonderfille betrachten wir diejenigen Vierkante, bei denen beide 
Paare gegeniiberliegender ebener Winkel gleich oder supplementir sind, d. h. 
a=y und fp =34 

oder 
at+ty=a2 und §+6=—=2. 


In diesen Fallen wird die Beziehung, die das Verhiltnis der gegeniiberliegenden 
Keilwinkel (g, und wy) eines Vierkants ausdriickt, nimlich 
cos « cos § +- sin « sin 8 cos y, = cosy cosd+ siny sindcosy (= cos B00), 
zu 
COs Y, = Cos y 


und ebenso 
COS Pz = COS 7, 
d. h. 
A=y oder g+ yp=2n 
und 


x= Z% Oder g,+y7 = 22. 
Im ersten Falle (« = y und # = 4) erhilt gy, den Wert x (oder 0), wenn 
umgekehrt g, den Wert 0 (oder x) annimmt. Im Gegensatz dazu verhilt 
sich der letzte Fall (a+ y = 2 und B+ 6=2), bei dem auch g, den 
Wert 0 (oder zx) annimmt, wenn gy, zu 0 (oder x) wird. 

In diesen Grenzlagen ist die Lage, die der Schnitt der gegeniiberliegenden 
Flachen AO B und COE annimmt, von Bedeutung (Fig. 2). Aus dem sphiri- 
schen Dreieck ASC folgt fiir ein allgemeines Vierkant nach dem Sinussatz: 
sin x 
sin @ 


Ebenso hat man aus dem sphirischen Dreieck BSE: 


sin@ = sing. 


sinf” = sind.“ 9%, 
sin @ 
Durch gliedweise Division dieser beiden Beziehungen erhilt man: 
(9) sind _ sing sing 


sin@” ~—s sind «sin g," 





ud 


uD 


Ga 


ell 
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Daraus ergibt sich in den obigen Spezialfillen: 
(10) 


sin 6 





=o = 1 (oder sin’ = sin 4”). 


In diesen Grenzlagen wird OE auf der Ebene der Basis AOB liegen und o 
den Winkel gegeniiberliegender Kanten halbieren. Ob o den inneren oder den 
iuBeren Winkel je eines von den zwei Paaren gegeniiberliegender Kanten 
halbiert, hangt von der friiheren Lage des Vierkants ab. 


§ 9. 
Beziehungen zwischen den Keilwinkeln bei ebenem Basisvieleck. 

Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Vierkante mit den Scheiteln ¢ 
und ¢ +- 1 einer Folge von Vierkanten um einen Polygonzug auf einer Ebene 
und nehmen an: 

1. Die freien Schenkel der Winkel «, und «,,, befinden sich auf derselben 
Seite der Geraden a,,, (Fig. 7). Die zwischen gegeniiberliegenden Keilwinkeln 
eines Vierkants bestehende Beziehung lautet fiir die Keilwinkel y, und 9,;,,: 


(lla) (cos 8; cos y, — cos a, cos 6,) 
+ sin B, sin y; cos x; 

= sin a, sin 6, cos 9; ,, 
und entsprechend fiir die Keilwinkel 
i+, Und yyy): 
(11b) (cosy; ,,cosd,,,— cosa, ,,cosf; , 4) 

+ sin y, 41 Sin 4; 4, COS yi 4, 
= SIN % 41 SIN By, 1 COS P; 4. 





Fig. 7. 


Aus diesen beiden Beziehungen folgt die Gleichung: 


(11)  [(cosf,cos y,— cosa, cos 4,) sina, ,, sin B,;,, 

— (cos y,,, cos 6;,, — cosa,,, cos 8; ,,) sin a, sin 6,] 

+ (sin B, sin y, sin «, ,, sin 8, , 1) cos x; 

— (sin «, sin y;,, sin 6, sin 6;,,) cos y,;,, = 9, 
d. i. eine lineare Gleichung zwischen den Kosinus der Keilwinkel y, und y,,, 
(s. Fig. 7). Aus dieser Gleichung (11) folgt: wenn zwischen den konstanten 
ebenen Winkeln der zwei Vierkante i und i+ 1 die folgenden Beziehungen: 
(12a) (cos B, cos y, — cos a, cos 6,) sin a, ,, sin 8; ,4 

— (cos 7,4, cos 6,,, — cos a,;,, cos 8, ,,) sina, sin dé, = 0 

und 
(12b) sin B, sin y, sin a, ,, 8inB,,, = sing, siny,,, sin 4, 8in 6; ,, 
erfiillt sind, dann gilt die Gleichung. 
COS ¥; = COB Yi41 
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wegen unserer Voraussetzung, daB die freien Schenkel der Winkel «, und 
%,,, auf derselben Seite der Geraden a,,, liegen. Aus dieser Gleichung folgt: 
Xe = Wer. Oder ye+ Yis, = 22. 

Da nun die ebenen Winkel «,, 8, y;, 5; < 2 sind, folgt, daB es nicht méglich 
ist, daB die Keilwinkel y, und y,,, Kosinus mit entgegengesetzten Vorzeichen 
haben, weil in diesem Falle die in der 
Gleichung (12b) gleichen positiven 
GréBen statt gleich, entgegengesetzt 
gleich sein miiBten, was unmég- 
lich ist. 

2. Wenn die freien Schenkel der 
Winkel «, und «,., auf verschiedenen 
Seiten von a,,, liegen (Fig. 8), dann 

Fig. 8. wird in der einen der Gleichungen (11 a) 
und (11b) statt des Kosinus 9; ,, der 
Kosinus des Supplementwinkels, d.h. —cos g,,, stehen; infolgedessen 
werden wir statt der Gleichung (11) die Gleichung haben: 
(13) [(cos 8, cos y, — cos a, cos 6,) sin a, ,, sin B; ,; 
+ (cos y;,, cos 6;,, — cos a,,, cos 8; ,) sin a, sin 4,] 
+ (sin B, sin y, sin a, ,, sin 8, , ;) Cos x, 
+ (sin a, sin y,,, sin 4, sin 4; ,,) cos y,,, = 0. 
Aus dieser Gleichung folgt, da8, wenn die Beziehungen 
(14) (cos 8, cos y; — cos «, cos 6,) sin a, , , sin B;,, 
+ (cos y,,, cos 6,,, —cosa,,,cosf,,,) sina, sin d, = 0 
und (12b) gelten, dann die Gleichung: 





iIt, d. h Seu ate, 
vite tet Yar =H oder |ys— vi41| =. 
§ 10. 
Eine besondere Klasse endlich beweglicher Polyeder mit ebenem Basis- 
vieleck. 


Wenn im ganzen n Beziehungen von der Form (12a) und (14) und n Be- 
ziehungen von der Form (12b) fiir eine Folge von Vierkanten um ein ebenes 
Vieleck mit n Ecken erfiillt sind, dann sind die Kosinus der Keilwinkel ;, 
und y;,, gleich oder entgegengesetzt gleich, und wenn im ganzen fiir n un- 
gerade eine ungerade Anzahl und fiir n gerade keine oder eine gerade Anzahl 
der Keilwinkel y, und y, gréBer als x sind, dann wird die Gleichung (8) zu: 

sin , sin f, sin B, ... sin 2, 


sin 5, sin dy sind, ... sind, 








di 
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Die Beziehung ist aber nicht eine neue Bedingung, die erfiillt werden 
muB, da sie eine unmittelbare Folge der » Beziehungen der Form (12b) ist, 


die auch geschrieben werden kénnen: 


sin B, sinf,,, siny, sine 








——— . i+1 1, 
sin 6, sin 9541 sin Vey, in a, 
Aus den n Gleichungen der obigen Form: 

sin, sinB, sin y, sin ay ont 
sin 6, sind, sin yg, sina, 
sin By sinfy | siny,sinay _ 
sin dg sind, sin ys SiN a, 
sin, sinf, sin ys sina, a? 





sin db; sin Oy 


sin B,, sin B, 


8in 7, SiN ag 


sin y,, Sin a, 





sin 6, sin 6, 


sin y, sina, 


+ 





folgt durch gliedweise Multiplikation die Beziehung: 
( sin B, sin By sin By ... sin a) 1 


sin 6, sin dg sin 6; ... 





sin 6, 
und, da die Winkel f, und 4; < x sind, folgt: 


sin 6, sin By sin B; ... 


sin 6, sin dy sin ds ... 


sin B, 


= I, 





sin 6, 

In diesem Falle also ist die Beziehung (8) erfiillt und infolgedessen ist eine 
infinitesimale Verknickung méglich. Weil aber die Beziehungen (12a), (12b) 
und (14) nur konstante GréBen (die Sinus der ebenen Winkel) enthalten, sind 
sie in der Infinitesimal-Nachbarlage wieder erfiillt und infolgedessen ist die 
Beziehung (8) wieder erfiillt, d. h. daB eine weitere infinitesimale Verknickung 
und daher eine kontinuierliche Verknickung méglich ist. So bekommen wir 
das Resultat: 

Eine endiiche Verinderung der Keilwinkel ohne eine solche der ebenen 
Winkel in der Folge der Vierkante ist méglich, wenn im ganzen n Beziehungen 
von der Form (12a) und (14) bestehen und n Beziehungen von der Form (12b), 
[wenn also die Keilwinkel y, und y,.., kontinuierlich gleichen oder entgegen- 
gesetzt gleichen Kosinus haben], und wenn von den Keilwinkeln x, und y, 
fiir ungerades n eine ungerade Anzahl, fiir gerades n aber Nuil oder eine gerade 
Anzahl gréBer als x ist. 


§ 11. 


Spezialfille von § 10. 


Spezialfalle der in § 10 betrachteten Polyeder sind diejenigen, bei denen 
alle Vierkante lings der Basis zu den speziellen Kategorien von Vierkanten 
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gehéren, die die gegeniiberliegenden ebenen Winkel gleich (a; = y, und 
8, == 6,) oder supplementir («,-++ y, = 2 und f, + 6; = 2) haben. 

Zur Konstruktion einer solchen Folge von Vierkanten betrachten wir 
diese in ihrer Grenzlage, in der alle Flachen auf der Ebene der gemeinsamen 
Basis liegen. In dieser Lage miissen die obigen geometrischen Beziehungen 
erfiillt sein, wobei zu bemerken ist, daB die Geraden o,; (nach § 8) Winkel- 
halbierende gegeniiberliegender Kanten der entsprechenden Vierkante sind. 


§ 12. 
Satz iiber zwei Vierkante. 

Es seien zwei aufeinanderfolgende Vierkante mit den Scheiteln 1 und 2 
(Fig. 9) gegeben, so daB einerseits die Ebenen der Flachen «, und x,, anderer- 
seits die Ebenen der Flaichen 6, und §, zusammenfallen. AuSerdem soll bei 
der Verknickung stets gy, = gy, sein (vgl. 
Fig.9). Da der Keilwinkel 9, beiden 
Vierkanten gemeinsam ist, sollen also die 
zwei aufeinanderfolgenden Vierkante stets 
zwei nebeneinanderliegende Keilwinkel ent- 
sprechend gleich haben. 

Benennen wir mit @,, w, und @, , ent- 
sprechend die Winkelgeschwindigkeiten der 





Fig. 9. Keilwinkel ,, g, und 9,,, dann gelten 
die Gleichungen: 
@, sin B, sin y, = — @,,,3ind, sin y,, @,, . sin f, sin 7g = — w, sin 4, sin yy, 


aus denen durch gliedweise Multiplikation und mit Beriicksichtigung von 
@, == Wy (da y, = ,) hervorgeht: 

sin f, - sin By 

sin 6, - sin dy 
Aus dieser Gleichung und aus y, = 9, folgt, daG fiir 7, = 0 oderzauch y, = 0 
oder x ist, weil auf jeden Fall, wenn 7, = 0 oder z ist, wenigstens einer der 
Keilwinkel y, und y, = 0 oder x ist, und wenn y, = 0 oder z ist, dann auch 
die Flichen des Vierkants 1 auf einer Ebene liegen, d.h. g,,, = 0 oder 2, 
Y, = 0 oder x, infolgedessen auch y, = 7, = 0 oder = ist und die Flachen 
des zweiten Vierkants auf derselben Ebene liegen, d. h. yp, = 0 oderz. Wenn 
man andererseits die Beziehung der Form (11) zwischen den Cosinus der 
Keilwinkel 7, und y, beriicksichtigt, d.h. die Gleichung der Form 

A- cos %, — - cos yw, + v = 0,7 

wobei A und yu positive Konstanten sind, dann wird fiir die Lagen 7, = 0 
(oder x) und y, = 0 (oder x), da cos y, = +1 und cos y, = + | ist, 


+Atip+v=0 


SiN 7, SIN ¥. = SIN y, «SIN Wo. 





seit 


Da: 


In 
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sein. Von den verschiedenen Kombinationen ist die einzig médgliche 
A—p+v=0 (41 = 9, v2 = 9), 
—A+pu+t+rv=0 (xy, = 7, WY, = 2). 
Daraus folgt » = 0 und A= yp, dh. 
COS ¥, = COS Wp. 
In gleicher Weise lat sich beweisen: 
COS Y, = COS Z>. 


Wenn die Keilwinkel y, und y, oder die y, und x, die Werte 0 oder x an- 
nehmen, dann verwandeln sich die Vierkante in Dreikante mit gleichen Keil- 
winkeln und infolgedessen auch mit gleichen ebenen Winkeln (wobei voraus- 
gesetzt wird, daB die Vierkante nicht zu den speziellen Fallen «, = y,; und 
B, = 6, oder a, + y; = a und f;+ 6, = 2 gehéren), d.h. 


My =a, Pyp=d,, yy = ye und 6, = f,. 

Auf diese Weise wird der Satz hewiesen: 

Wenn bei zwei Vierkanten, die nicht zu den Spezialfiillen (a, = y, und 
B, = 6; oder a, + y; = a und B, +- db, = 2) gehdren, die Keilwinkel ohne Ver- 
inderung der ebenen Winkel verindert werden und, wenn wihrend dieser Ver- 
dnderung zwei nebeneinanderliegende Keilwinkel des einen Vierkants stets glewh 
den entsprechenden nebeneinanderliegenden Keilwinkeln des anderen Vierkants 
sind, dann haben die zwei Vierkante die ebenen Winkel und auch die tibrigen 
Keilwinkel entsprechend glerch. 


§ 13. 
Endlich bewegliche geschlossene Oktaeder von Bricard. Dritte Klasse. 


Im Falle des Oktaeders befinden sich die freien Schenkel der auf der 
Basis liegenden Winkel «, und «,,, auf derselben Seite der Strecke a,,,, 
und wir erhalten nach dem oben Gesagten (§§ 9 und 10) eine Kategorie von 
Oktaedern, bei denen eine endliche Veriinderung der Keilwinkel ohne eine 
solche der ebenen Winkel méglich ist, wenn zwischen den ebenen Winkeln drei 
Beziehungen von der Form (12a) wnd drei Beziehungen von der Form (12b) 
erfiillt sind, die die Kosinus der gegeniiberliegenden Keilwinkel gleich erhalten 
(cos y, = cos y,,,), und wenn eine ungerade Anzahl der Keilwinkel x; und y,; 
einspringende (> 2) Keilwinkel sind. 

Diese Kategorie von Oktaedern enthilt die erste und die dritte Klasse 
der Oktaeder von Bricard. 

Wenn zwei von den Vierkanten des Oktaeders die gegeniiberliegenden 
Winkel an der Basis gleich haben (a, = y, und f, = d,, a3 = 3 und 
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6, = B,), dann wird das dritte Vierkant die gegeniiberliegenden Winkel an der 
Basis supplementar haben («, + y, = x und f, + 6, = 2), denn fiir g, =0 
wird g, = 2 und g, = 2 sein, und fiir g, = 2 wird g, = 0 und g, =0 
sein. Zur Konstruktion eines solchen Oktaeders nehmen wir die Basis 1, 2, 3, 
und mit dem Scheitel 1 und der Basis «, konstruieren wir ein beliebiges Vier- 
kant mit gegeniiberliegenden ebenen 
supplementiren Winkeln (a, + y, =; 
und f, + 46, = 2), indem wir in der 
Grenzlage y, = 0 und ¢, = 0 die Ge- 
rade og, alsdie Grenzlage des Schnittes 
der Ebenen der Flichen y, und ,, die 
Gerade 1,5 symmetrisch zur Ge- 
raden 1,2 in bezug auf die Gerade o, 
und die Gerade 1,6 symmetrisch zur 
Geraden 1,3 in bezug auf die Geradeo, 
ziehen (Fig. 10). 

Ebenso konstruieren wir das Vier- 
kant mit dem Scheitel 2 und der Basis 


6 





be, . Oy (a, = y, und f, = 4,), indem wir die 
a Gerade o,, die Gerade 2, 4 symmetrisch 

‘ zur 1,2 in bezug auf o, und die Ge- 

Fig. 10. rade 2, 6 symmetrisch zur 2,3 in bezug 


auf die Gerade o, ziehen. Endlich 
konstruieren wir ebenso das Vierkant mit dem Scheitel 3 und der Basis a, 
(a, = yg und f, = 4,), indem wir die Gerade o, durch den Schnitt- 
punkt S,,, der Geraden o, und o, hindurchgehen lassen und die Ge- 
raden 3, 5 und 3, 4 entsprechend symmetrisch zu den beiden Geraden 3, 2 
und 3, 1 in bezug auf die Gerade o, ziehen. So erhalten wir die dritte Klasse 
der Oktaeder von Bricard. 


§ 14. 


Bricardsche Oktaeder. Zweite Klasse. 

Wenn nur eines der Vierkante bei der Basis des Oktaeders, z. B. das mit 
dem Scheitel 1, zu den Spezialfillen («, = y,, ...) gehdrt, ohne daB eines von 
den Vierkanten, die gemeinsame Kanten mit diesem Vierkant haben, zu 
diesen Spezialfillen gehért, folgt mit Beriicksichtigung der Gleichung (8), 
daB die gegeniiberliegenden Keilwinkel 7, und y, gleichzeitig die Werte 0 
oder x annehmen. Fiir 7, = 0 oder 2 muB, nach der Gleichung (8) (wo n = 3), 
wenigstens einer der Keilwinkel y,, y, und y, gleich 0 oder x sein, und 
wenn dies fiir y, oder y, eintritt, dann wird es auch fiir y, eintreten, da 
in beiden Fallen die Flachen 1, 2, 6 — 2, 6, 4 und 1, 6,5 mit der Ebene 





a te le, ete ae a ee | ee 
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der Basis zusammenfallen werden. Aus der Beziehung der Form (11) zwischen 
den Kosinus der Keilwinkel y, und y, (§ 11) folgt: 
COS 7p = COS Ws, 

d. h. 

te = Ys oder 72+ ys = 22. 
Da nun so die Keilwinkel an den Kanten 1, 6 und 1, 3 einerseits und die Keil- 
winkel an den Kanten 1, 2 und 1, 5 andererseits und schlieBlich die Keil- 
winkel an den Kanten 2, 6 und 3, 5 wahrend der Veriinderung gleichbleiben, 
folgt mit Anwendung des Satzes iiber die Vierkante mit zwei nebeneinander- 
liegenden entsprechend gleichen Keilwinkeln (§ 12), daB beide Vierkante 1 
und 4 die gegeniiberliegenden ebenen Winkel (mit AusschluB des Falles der 
Supplementarwinkel) gleich haben. Aus den entsprechenden Verhiltnissen 
zwischen den Seiten der verschiedenen Paare der Flachen mit entsprechend 
gleichem Winkel erhalten wir die zweite Klasse der Oktaeder von Bricard, 
deren Charakteristikum ist, daB die zwei Paare der gegeniiberliegenden 
Scheitel symmetrisch in bezug auf eine Ebene sind, die durch die zwei anderen 
gegeniiberliegenden Scheitel geht. 


§ 15. 


Bricardsche Oktaeder. Erste Klasse. 


Durch ahnliche Uberlegungen wie oben ]48t sich beweisen, da8 in dem 
Falle, in dem keines von den Vierkanten des Oktaeders die spezielle Gestalt 
hat (x, = y, und £8, = 4,; oder a,+ y,; = a und £,+ 4, = 2), die gegeniiber- 
liegenden Keilwinkel gleichbleiben miissen, damit das Oktaeder endlich 
beweglich ist. Wenn man den Satz iiber die Vierkante mit zwei nebeneinander- 
liegenden entsprechend gleichen Keilwinkeln anwendet (Satz § 12), folgt die 
Gleichheit der ebenen Winkel gegeniiberliegender Flichen und aus den ent- 
sprechenden Verhiltnissen der Seiten die Gleichheit der gegeniiberliegenden 
Kanten, und so geht schlieBlich mit Ausschlu8 der Konvexitaét des Oktaeders 
die erste Klasse der Oktaeder von Bricard hervor, die die Paare der gegeniiber- 
liegenden Scheitel symmetrisch in bezug auf eine Achse haben. 


§ 16. 

Endlich verknickbare offene Neunflache. 

Wir kamen bereits auf den Fall des offenen Neunflachs zu sprechen, d. h. 
auf den Fail einer Folge von Vierkanten um ein konvexes ebenes Viereck. 
Auch hier, ebenso wie bei jedem konvexen Vieleck, befinden sich die ebenen 
Winkel «, und «,,, auf derselben Seite von der Geraden a,,,. Infolgedessen 
haben wir eine Klasse von Neunflachen, bei denen eine endliche Verinderung 
der Keilwinkel ohne eine solche der ebenen Winkel méglich ist, wenn zwischen 





A. Kokotsakis. 











Fig. 12. 
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den ebenen Winkeln vier Beziehungen von der Form (12a) und vier Be- 
ziehungen von der Form (12b) erfiillt sind, die die Kosinuswerte der nach- 
einander gegeniiberliegenden Keilwinkel gleich erhalten (cos 7, = cos y,,;), 
und wenn null oder eine gerade Anzahl der Keilwinkel 7, und y, einspringende 
Keilwinkel (> 2) sind. 

Zu dieser Klasse gehért die Klasse derjenigen Neunflache, die die Vier- 
kante von der speziellen Form haben (a, = y, und B,; = 6,; oder a+ y; = 2 
und f, + 6; = 2). 





Fig. 13. 


Hier werden wir vier Fille unterscheiden: 

1. Alle vier Vierkante des Neunflachs haben die gegeniiberliegenden 
ebenen Winkel gleich (Fig. 11)*). 

2. Alle vier Vierkante des Neunflachs haben die gegeniiberliegenden 
ebenen Winkel supplementar (Fig. 12). 

3. Zwei nebeneinanderliegende Vierkante haben die gegentiberliegenden 
ebenen Winkel gleich und die anderen beiden Vierkante haben die gegentiber- 
liegenden ebenen Winkel supplementar (Fig. 13). 


*) Vgl. Sauer und Graf, Uber Flachenverbiegung in Analogie zur Verknickung 
offener Facettenflache, Math. Annalen 105, 8. 499—535, § 21 [Scheitelwinkelgleiche 
Vierecksflache (V-Flache)}. 
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4. Die zwei gegeniiberliegenden Vierkante haben die gegeniiberliegenden 
ebenen Winkel gleich und die anderen zwei supplementar (Fig. 14). 

Fille, bei denen das eine Vierkant des Neunflachs zu der einen Spezial- 
form der Vierkante gehért und die anderen drei zu der anderen Spezialform, 
sind unmédglich. 





Fig. 14. 


Zur Konstruktion solcher Neunflache betrachten wir diese in einer der 
Grenzlagen, bei der alle Flachen sich auf der Ebene der Basis befinden, wobei 
die Geraden o,, wihrend sie in dieser Grenzlage Winkelhalbierende der Innen- 
oder AuBen winkel gegeniiberliegender Kanten sind, so gewahlt sein miissen, 
da8 die Punkte K (Schnittpunkt der Geraden 1,2 und 3,4), R,,, (Schnitt- 
punkt von o, und o,) und R, , (Schnittpunkt von o, und o;) auf einer Geraden 
liegen. 


§ 17. 


Spezialfall von § 10: Endlich bewegliche Neunflache. 

Von Bedeutung ist der Fall der Neunflache, die in die Klasse derjenigen 
gehéren, die waihrend der Verainderung die Keilwinkel y, und y,,, gleich 
erhalten, und die dazu die Keilwinkel gy, gleich mit den unter sich gle:chen 
Keilwinkeln z,,, und y,,, erhalten. Wenn wir den Satz iiber die Vierkante, 
die zwei nebeneinanderliegende Keilwinkel entsprechend gleich haben, be- 
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riicksichtigen (§ 12), dann bemerken wir, daB die vier Vierkante entsprechend 
gleiche ebene Winkel haben, so daB: 
= Bess = Vere = Seas (¢ = 1, 2, 3, 4) 
oder 
Bi=%_y Yi=%-g und 6, = GY, 
ist. 

Zur Konstruktion eines solchen Neunflachs zeichnen wir ein beliebiges 
konvexes Vierseit 1, 2, 3, 4 in der Ebene, und durch jede Ecke ziehen wir 
nach dem AuBeren des Vierscits parallele Geraden zu den Seiten, die 
durch die gegeniiberliegenden Ecken 
hindurchgehen (Fig. 15). 





— 
§ 18. 


Eine besondere Klasse endlich 
beweglicher Neunflache. 


AuBer den bisher erwaihnten 
Fallen kénnen wir noch den Fall 
derjenigen Neunflache anfiihren, die 
symmetrisch in bezug auf eine 
Ebene sind, die senkrecht auf der 
Basis steht, und in bezug auf die 
vier Ecken der Basis paarweise Fig. 15. 
symmetrisch sind *). 

In diesem Falle kénnen wir aus der Symmetrie schlieBen, daB das Neun- 
flach endlich beweglich ist. AuBerdem aber bemerken wir, daf die Gleichung (8) 
(wo nm = 4) kontinuierlich erfiillt ist, weil 


B, = 43, 6, = Be, 
: Bs = 54 bs = fy 
sind und 
Yi = X» ti = Yo 
a De Xe ™ Vo 


bleiben (§ 12). 

Man kann noch andere Fille von endlich beweglichen Neunflachen 
bekommen, wenn man in einem endlich beweglichen Oktaeder ein Vierkant 
bei der Basis durch zwei Vierkante ersetzt, die mit diesem ein endlich 
bewegliches Oktaeder bhilden. 





*) Vgl. Sauer und Graf, i. c., ,,Trapezflache (7'-Flache)*. 


(Eingegangen am 1. 3. 1932.) 











Berichtigung 


zu der Arbeit von Myron Mathisson: ,,Eine neue Integrationsmethode fiir 
Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem Typus“, dieser Band, 
8. 400—419. 


Die Betrachtungen des §2 enthalten einen Fehler und die Sitze 2 
und 3 sind im allgemeinen Falle ungiiltig'). Damit fallt auch die all- 
gemeine Giiltigkeit der Formel (27). 

Fiir die Begriindung der dargelegten Integrationsmethode spielt dies 
aber keine Rolle. Es geniigt, daS (27) im euklidischen Fall richtig ist. 
Denn das, worauf es ankommt, ist, wie V,% fiir r + 0 unendlich wird. 
Man sieht aber sofort ein, indem man ein im Punkte O(z,) geoditisches 
Koordinatensystem einfiihrt, daB man im allgemeinen Fall anstatt (27) 


eine Potenzentwicklung nach r hat, die mit =— beginnt und deren 
nichstes Glied von der Ordnung r ist. Nach Gleichung (30) ergibt sich 
dann die Parametrix g(m = 3) oder die zu ihrer Erzeugung dienende 


g (m > 3) wiederum in der Form (31) bzw. (36), nur mit einem *r 
(anstatt r) im Nenner, das durch 
d 
ar 


(log *r) = 37, K* 


l 


mit r zusammenhingt. Die Parametrix hat somit den geforderten ——.- 
J 


Charakter in der Umgebung von 0 (z,). 


1) Die Satze gelten auBer in dem trivialen euklidischen Falle auch noch im 
Falle einer homogenen Welt mit der Kriimmung 


1 F i . 
Reap =—Z (of In —% 9x0) (a? positive Konstante), 


wie hier ohne Beweis angegeben werden soll. 





—— es so Ae 











Uber additive Eigenschaften von Zahlen. 
Von 


L. Schnirelmann in Moskau. 





Ejinleitung. 


Das allgemeine Problem der additiven Zahlentheorie ist die Darstellbar- 
keit aller natiirlichen Zahlen durch eine beschrinkte Anzahl von Summanden 
einer gegebenen Folge von natiirlichen Zahlen, z. B. der Primzahlfolge oder 
der Folge der p-ten Potenzen. In der vorliegenden Arbeit soll diese Frage 
von allgemeinem Standpunkt aus untersucht werden, d.h. die Frage, wann 
die Darstellung aller natiirlichen Zahlen durch Zahlen einer beliebigen Folge 
von natiirlichen Zahlen méglich ist. Haupthilfsmittel sind dabei der Begriff 
der Dichtigkeit und der der Summenfolge. 

Eine Folge von natiirlichen Zahlen hat ,,positive Dichtigkeit*‘, wenn 
der Quotient der Anzahl N (x) der Glieder der Folge, die die Zahl x nicht 
iiberschreiten, durch z fiir alle z gréBer oder gleich « ist, wo « eine feste positive 
Zah| bedeutet. Unter der Summenfolge nF einer gegebenen Folge F ver- 
stehen wir die Folge der Zahlen /, + f,+...+ f,, wo /,; beliebige Zahlen 
aus F und Null durchliuft, wobei nicht alle /; gleich Null sein sollen. 

Um ein Beispiel zu nennen: Eine arithmetische Progression hat positive 
Dichtigkeit ; die Folge der Primzahlen dagegen nicht, da der obige Quotient 
die GréBenordnung os hat; die Folge der p-ten Potenzen aller natiirlichen 


Zahlen (p > 1, ganz) ebenfalls nicht, da der Quotient die GréSenordnung 
i 1 


z » hat. 

Es ist leicht zu zeigen, da% sich aus einer beschrinkten Anzahl von 
Gliedern einer Folge positiver Dichtigkeit, die die Zah!1 enthilt, alle natiirlichen 
Zahlen additiv darstellen lassen. Es ist daher unser Ziel, fiir allgemeine Folgen 
hinreichende Kriterien dafiir anzugeben, da8 fiir ein gewisses n die Summen- 
folge nF positive Dichtigkeit hat. Dies gelingt in zwei allgemeinen Fallen : 

1. Wenn die Glieder f/, von F nicht zu ‘stark anwachsen und dies fiir 
die Anzahl B(z) der Lésungen von /,; + /; = z in Zahlen /,, /, der Folge F 
auch gilt, genauer wenn 


7 





f, = O(ng (n)) (wn = 1, 2,...), 
P B (2) sis O(a) 


m=] 


Mathematische Annalen. 107. 
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ist, wo @ (zx) eine positive, wachsende Funktion bedeutet. Diese Bedingungen 
werden wir fiir die Primzahlfolge mit der Brun-Rademacherschen Siebmethode 
als erfiillt nachweisen. 

2. Wenn folgende Bedingung erfiillt ist: 


Bezeichnet A, (x) die Anzahl der Darstellungen der Zahl i als Summe 
von je u Gliedern n, der Folge F mit n, < zx (u ist eine feste natiirliche Zahl), 
so betrachte man die Funktion 


D(x) = E A}(2). 


Wenn bei passendem u 


" 


ist, wo N (x) die Anzahl der Glieder n, von F, die < 2, bezeichnet, dann 
kénnen wir zeigen, daB uF positive Dichtigkeit hat. 


iy (2 
(1) D(z) a ad 





zx 


Wir kénnen D (zx) durch eine analytisch einfacher zu behandelnde Funktion 
abschatzen: Ist 


i 2rin 
t(z,y) = De’, 


v=1 


wo mn, das groBte Glied von F, das < z ist, bedeutet, so ist offenbar 


uUnyp uUny 
|?" (a, y)| = & Af (2) + 2- EF A, (2) A,(a) cos 2a y (j —)), 
tis Met 
also 
1 uUnyp z 
{\f (zy) "dy = FAP (2) > F AP (2) = D(a) 
C j=! j=i 


Auf Grund dieser fundamentalen Formel werden wir zeigen, da fiir die 
Folge der p-ten Potenzen fiir D(x) die Ungleichung (1) erfiillt ist. 

Man sieht leicht, daB man statt der Integraldarstellung von D (z) eine 
analoge Summendarstellung benutzen kann; fiir diese kann man dann mit 
Hilfe der Weylschen und van der Corputschen Ungleichung, die ja auch in 
den Beweisen des Waringschen Problems von Hardy - Littlewood und 
Winogradoff eine ausschlaggebende Rolle spielen, leicht (1) als erfiillt 


nachweisen. Damit ist dann ein neuer Beweis des Waringschen Satzes 
erbracht. 


Die Herren Dr. W. Weber und W. Wichmann in Géttingen hatten 
die groBe Freundlichkeit, diese Arbeit durchzusehen und inhaltlich und 


sprachlich wesentlich zu verbessern. Ich méchte ihnen dafiir meinen 
herzlichen Dank aussprechen. 
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Additive Eigenschaften von Zahlen. 


Folgen von positiver Dichtigkeit. 


Die einfachste und niachstliegende Charakteristik einer Folge als Ganzes 
ist ihre ,,Dichtigkeit‘. Die Folgen, deren Dichtigkeit groB ist, bilden nimlich 
die einfachste Klasse von Folgen, fiir welche die additiven Eigenschaften 
noch vollistindig elementar zu beweisen sind. 

Wir stellen fiir das Folgende einige Definitionen und Bezeichnungen fest. 

Definition 1. Eine Folge F von natiirlichen Zablen heiBt Folge von 
einer positiven Dichtigkeit >a in bezug auf die natiirliche Zahlenfolge, 
oder kurz eine dichte Folge, wenn eine nur von F abhiangige positive Zahl « 
existiert, fiir die . 

(1) “is) j« 
ist. (N (x) = Np (x) bedeutet dabei die Anzahl der Glieder von F, die die 
Zahl x nicht iiberschreiten. Die Ungleichung (1) soll fiir alle z erfillt sein. 
Insbesondere soll also die Zahl 1 zu der Folge gehéren.) 
Wir schreiben 
D(F) > «. 

Definition 2. Eine Folge von natiirlichen Zahlen heiBt Folge von 

fast positiver Dichtigkeit oder eine fast dichte Folge, wenn 





(2) lim %@) — g 0. 
— §& 
Definition 3. Eine Folge natiirlicher Zahlen heiBt Folge von stark 
positiver Dichtigkeit, wenn fiir jedes 9 > 0, a > 0 





(3) (2) go fir 2 > m(0,0),2>(1+o)2 


9 


ist (es geniigt iibrigens, wie leicht zu sehen, 


N (x, (1+ 9) x) a 

> 
fiir > x, (0, ¢) zu fordern), wo N (xz, y) die Anzahl der Glieder z der Folge F 
mit <= z =< y bedeutet, und « von o@ unabhangig ist: wir schreiben: 
8D (F) >a. 

Definition 4. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen heiBt Basis der 
natiirlichen Zahlen, wenn zwei ganze nur von F abhangige Zahlen a und m 
existieren, die die folgende Eigenschaft besitzen: jede ganze durch a teilbare 
Zahl x > 0 ist darstellbar als Summe von nicht mehr als m Gliedern der 
Folge F. Dann laBt sich, wenn 1 zu F gehért, jedes ganze x >0 durch 
héchstens m + a—1 Glieder von F additiv darstellen. 

Definition 5. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen hei®t starke Basis 
der natiirlichen Zahlen, wenn es drei nur von F abhingige Zahlen a, m und 
A gibt, wo a, m ganz, A reell und von der Eigenschaft ist, daB jede durch a teil- 


43* 


gEg-—@ 
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bare Zahl z > 0 als Summe von nicht mehr als m Gliedern von F darstellbar 
ist, und jedes Glied dabei gréBer als Az gewahlt werden kann. 

Definition 6. Eine Teilfolge F, von F hei®t dichte Teilfolge von einer 
relativen Dichtigkeit >a in bezug auf F, wenn 





(4) ; 


ist, wo « eine feste positive Zahl ist. 

Definition 7. Eine Folge von natiirlichen Zahlen heift bestindige 
Basis der natiirlichen Zallen, wenn nicht nur sie selbst, sondern auch jede 
ihrer dichten Teilfolgen eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet. 

Definition 8. Esseien die Folgen F,, F,,...,F,, gegeben. Bezeichnen 
wir mit /, ein Glied von F,. 

Die Folge von verschiedenen, der GréBe nach geordneten Zablen von 
der Form /, + /,.+..-fn, wo f;, f2,..., /, unabhingig voneinander alle 
Glieder der Folgen F,, F,,...,¥, und die Zahl 0 (nicht alle /, = 0) durch- 
laufen, heiSt Summenfolge der Folgen F,, F,,...,¥, und wird mit F, + F, 
+ ...+ FF, bezeichnet. Ist insbesondere F, = F, = ... = F,, = F, so wird 
ihre Summenfolge mit nF bezeichnet. 


Teil I. 
§ 1. 
Folgen positiver Dichtigkeit. 
Hilfssatz 1. Es seien F,, ..., F, Folgen von den Dichtigkeiten: 


D(F;) => a, ..., D(F,) |> ax. 
Es gilt die Ungleichung: 
(5) 1—D(F, + ...+F,) Ss (l—a)... (1 —a). 


Beweis. Bezeichnen wir mit /,,, /,s, ...,/,, diejenigen Glieder von F,, 
die die beliebig gegebene Zahl z nicht tiberschreiten. Es ist n > a, z. 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern /,, und /,,,,, deren 
Differenz gréSer als 1 ist, kann man eine von Null verschiedene Anzahl von 
neuen Gliedern von der Form /,; + f;, f:1 + fee, - - - einfiihren. Die Anzahl 
der Glieder von der Form /, , + f,;, die zwischen f, , und f,,,,,4 = 1,....»—1 
bzw. zwischen /,,, und z (z einschlieBlich, wenn /, < yv) so eingefiihrt werden 
kénnen und die + /,;, +/,,,, sind, ist nicht kleiner als a, (f,,.., — /,;— 1) 
fir i=1,...,.n—1 bzw. a,(z—/f/,,). Die vollstandige Anzahl der neu 
eingefiihrten Glieder ist felglich nicht kleiner als 


aE ress —he— 0 + te (z— fin) = a (2 —n). 
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Die Anzahl der Glieder der Summenfolge F, +- F,, die z nicht iiberschreiten, 
kann also nicht kleiner als n + a,(z—™) sein. Da n >«7 ist, so folgt: 


n + a (2—n) > a, £(1—ay) + at = (a, +o, —a, 0) 2 > 0, 


D(F, + F,) = % +4 —a,a, 1—D(F, + F,) S (1 —a,) (1 — ay). 
Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung folgt allgemein 
1— D(F, + ee. + F,) = (1 — a,) eee (1 — @,). 

Satz 1. Sei k>3. Es seien die Folgen F,,..., F, der Dichtigkeiten 
D(F,) =>%,.--., D( Fy) Say gegeben. Wenn das geometrische Mittel M 
der a, der Ungleichung 

k 
(6) M = Va, ...%, > Be») 
geniigt, so mu8 die Summenfolge F, + ...-+- F, mit der ganzen natirlichen 
Zahlenreihe R zusammenfallen. 
Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist: 


1—D(F, +... +Fe—-s) & (1— a)... (L— ag_y) KT te”, 
Daraus folgt fiir F = Fy+...+ Fy, 
(7) a—Np(z) < ve 7+ * %-? 
AuBerdem haben wir: N (z) > a, 2, wo Ny, (x) = N (zx) gesetat ist. 
Sei F, = (m,, %, ...). Die Folgen 
My, M%,... und 2—n,, T—M,... 


haben offenbar zwischen Null und z dieselbe Anzahl von Gliedern. Daraus 
folgt, daB die Folge s—n,, x —n,-Ny, also mindestens «, x Glieder zwischen 
Null und z enthailt. Wenn N,(z) + N(x) > z ist, so mu8 mindestens ein 
Glied der Folge s —n,, z— mg, ... einem Glied der Folge F gleich oder = 0 
sein, d.h. die Zahl z muB ein Glied der Folge F, + ...+ F, sein. 

Damit die Ungleichung N, (x) +- N (x) > a fiir jedes x erfiilt ist, ge- 
niigt nach (7) die Giiltigkeit der Ungleichung 


k—1 
—- = a, 1 oo 
4% >e t=! oder log — < Ye. 
.- a 
i=1 


Aus Symmetriegriinden kann man statt & eine beliebige der Zahlen 


1,2,...k nehmen. Jede Ungleichung von der Form 
(8) log + < )'e, ¢=mil,...8 
‘ [+t 


ist also eine hinreichende Bedingung fiir die Relation 
(8a) F,+...4¢F, = 
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Summieren wir diese Ungleichungen, so bekommen wir: 


k k 
(9) log |] = <(—1) Sa,. 
i=1 


j=1 
Es ist leicht zu sehen, daB auch (9) eine hinreichende Bedingung fir 

FP, + se. +F, = R 
bildet. In der Tat: aus (9) folgt, daB mindestens eine der Ungleichungen (§) 
erfillt ist. Aus der bekannten Ungleichung zwischen dem geometrischen 


und arithmetischen Mittel folgt, da8 die Ungleichung (9) erfiillt wird, wenn 
folgende Ungleichung gilt: 


: 7 + : k 
(10) (k — 1) [a> zs ]] >= log y T=. 
i=1 i=1 i=1 


Vila, 
z log z < k — 1 (wobei z offenbar > 1 angenommen werden kann, fiir z = | 
ist die Behauptung des Satzes trivial). 
Diese Ungleichungen werden sicher erfiillt, wenn 





ngleichung: 


k—1 
" '<*<ma—y *>* 
ist. 
Die letzte Ungleichung kann man auch so schreiben: 


VJJ«= 2. 


Fir k— 1, 2,3 ist diese Ungleichung unbrauchbar. Im ersten Falle 
mu8 offenbar fiir die Erfiillbarkeit der Relation F, = R die Gleichung 
D (F;) = 1, und im azweiten Falle geniigt fiir die Erfiillbarkeit der Relation 
F, + F, = R nach obiger SchluBweise die Ungleichung D (F,) + D(F,) >1, 
da dann Np, (z)+ Ny, (z) >. Ganz entsprechend beweist man folgende 
Satze: 


I./1. Jede Folge F von einer positiven Dichtigkeit > « bildet eine Basis 
der natiirlichen Zahlen und leistet der Relation 4- (=|r = R Geniige. 


I./2. Jede Folge F von fast positiver Dichtigkeit bildet eine Basis der 
natiirlichen Zahlen. 

Beweis. Es existiert nach der Definition der fast positiven Dichtigkeit 
eine solche Zahl z, = z, (e), daB fiir jedes z > x, die Ungleichung 


15) 





——— > a—s =f 
gilt (fiir beliebig kleines « > 0 





w > 


nol = eol > S&S 
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Nehmen wir zu F alle Zahlen von 1 bis 2, (e) einschlieBlich z, hinzu, 
dann bekommen wir eine Folge F,, die offenbar eine positive Dichtigkeit > 
besitzt. 


Es ist hF, = R, wenn h=4- (FI. 


Denn ist 6 > 3, dh. 1S 5<2, h—4, so ist 2D(F,)>1, also 
2F, = R, nach der SchiuBbemerkung zu Satz 1. 
Sonst geniigt es aus demselben Grunde fiir AF, = R, D (5 F,) =b>} 


2 
zu zeigen. Nach Hilfssatz 1 ist 1—b=< (1—b})"?, es geniigt also 
+(- Ig (1 — B)) > log2 oder +B > log2 zu zeigen. Dies ist wegen 
Ld >2 (5 —1) und f= a i bors — der Fall. (Man kann iibrigens 


schon 4 F, = R beweisen.) 

. 
B 
Folge F, darstellbar, jedes x la8t sich also in nicht mehr als 4- [ 


Jede Zahl =z ist also als Summe von nicht mehr als 4- [ 


| Gliedern der 
1 , 

A Glieder 

von F und einen Summanden, der nicht gréBer als 4- [5] Zo ist, zerlegen. 

Bezeichnen wir die letzte Zahl 4 - (5 x mit A = A (e); die Differenz zwischen 


je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Summenfolge 4 - [F] F ist also 
absolut nicht gréBer als 2 A, d.h. fiir jede Zahl 2 kann man zwei Glieder 2, 
und z, von 4 [F] F finden, so daB 0< 2,—2, 2A, YS tS 72, ist. 
Es gilt identisch: 


de 2, (Lg — X) + Aq (X— 2) 





tg — 2 

Bezeichnen wir mit u das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 
1,2,...,2.A. Wir haben: 
u-(x— 2) 


u (%_— x) 
A. ementh. 4 Ly + 
Xqg— 2 Xqg— 2 


“zt = 








Beide Zahlen “{*2—*) yng “‘*—*1) sind ganz, > 0 und < wu. Jede Zahl 
Xg— 2 Xqg— 2X, — 
von der Form uz ist also darstellbar als Summe von nicht mehr als 8 - [s] u 
Gliedern von F. Hiermit sind beide Satze bewiesen. 
1./3. Sei k > 3. Wenn eine Folge F eine Dichtigkeit >« hat und die 
Ungleichung 
(11) a > log (k — 1) 


k—1 
Ya,... a, 
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erfiillt ist, wo a,,...,@, irgendwelche ganze Zahlen bedeuten, so kann man 
unter je k+-1 aufeinanderfolgenden Zahlen n, n + 1, ...,m + k mindestens 
ein x finden, fiir welches die Gleichung 


O24 Tees Tay HK TF 
in Zahlen z, der Folge F lésbar ist. 
Beweis. Wir bilden die Folgen ®,,...®, von der Form: 1+ a,},, 


1 + agf>, -.-, 1+ agf_, WO f,,..., fy alle Glieder der Folge F und Null durch- 
laufen. Es gelten die Ungleichungen 


D(®) >=, ..., D(®) >—. 
1 , 


a, 


Daraus folgt, nach (11) und Satz 1, daB die Gleichung s = ¢,+ ...+ 


wo @, ein zu der Folge ®, gehériges Glied oder Null bedeutet, stets léshar 
ist. Dadurch ist die Behauptung I./3. beweisen. 


§ 2. 
Folgen stark positiver Dichtigkeit. 

Hilfssatz 2. Es sei F eine Folge von einer stark positiven Dichtigkeit 
=a. Man kann fiir beliebig gegebene positive Zahlen 0 und o eine nur von 
diesen Zahlen und von F abhangige Zah! z, finden, so daB fiir > 2, zwischen 
xz und (1+ g) =z (einschlieBlich der Grenzen) eine solche Zahl y existiert, 
daB fiir z > y die Ungleichung 

‘ N(y.2) ~ 
(12) —-— > a@—d 
erfiillt ist; N (y,z) bedeutet hierbei die Anzahl der Glieder /, von F mit 
yf, Sz. 

Beweis. Wahlen wir z so grof, da8 fiir z > (1 + 0) x die Ungleichung 


(13) N(%3) . 


I—_—_e 


rn] a 


erfiillt ist. 
Wir haben: 
(14) N (a, 2) + N (a,, t2) > N (2, 2). 


Nehmen wir den Hilfssatz 2 als falsch an. Es existiert also eine Zahl x, > 2%, 
die die Relation N (z, z,) << (« —o) (x, — 2) befriedigt. Wenn z, schon 
=> x(1-+ @) ist, so haben wir nach (13) schon einen Widerspruch. Wenn 


z, << £(1+ 0), so kénnen wir nochmals eine noch gréBere Zahl z, von der 
Eigeuschaft 


N (24, 2) = (a —o) (z%, — 4) 
finden usw. 





gilt. 


Dic 


gee 
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Nach einer endlichen Anzahl Schritten kommen wir zu einer Zahl z,, 
die > (1 + 0) x ist (da wir 2, als ganz annehmen kénnen), und fiir welche 
die Ungleichung 
N (2,2) = N (x, 2) + ... + N (aq-1, tn) 

S (a — 9) (4, — 2+ 4, — 4+ ... + 2yp—Zq-1) = (4 —) (2, — 2) 
gilt, was aber nach (13) unmdglich ist. 

Satz 2. Es seien die Folgen Fj, F;,..., F,, k >3 der stark positiven 
Dichtigkeiten : 

SD(F,) >a%,...,.8SD(F,) > om, 





gegeben. 
Wenn die Ungleichung 
k 
(14a) {a ...«> 


erfiillt ist, kann man jede ganze Zah] x > 0 als Summe von k Summanden 
darstellen, die 1. alle > : ; sind und wo 2. je zwei von ihnen verschiedenen 


der Folgen F,, ... F, angehéren. F, + ... + F, ist also eine starke Basis 
der natiirlichen Zahlen. 


Beweis. Wahlen wir o >0 so klein, daB 


ke log (k — 1 
(14b) V(a,— a) ... (a, —6) > ~< l ; 


bleibt. 





Man kann auf Grund des Hilfssatzes 2 eine so groBe, nur von F,,..., F;, 
und o abhiangige ganze Zahl a, finden, so da8 man fiir jedes z > x, zwischen 


; . j und - in jeder Folge F; ein Glied ¥, wahlen kann, das die folgende Eigen- 
schaft hat: fiir jedes z > y;, ist 


N (¥;>2,) 
— > @«—dsa. 
my 
Fiir die Folgen F,— y,, F, — y,, ..., Fx — yx gelten also die Ungleichungen 
D(F,;—y) >«—o fir ¢ = 1,..., &). 
Da die Zahl — y, — y,...— y, nach Wahl der y, positiv oder Null ist, 
ist sie nach (14b) und Satz1 als Summe von nicht mehr als k Gliedern 
hae, — Vays + + +s hit is, — Yi Aarstellbar, wo 
zx 
f, ie = Yi, = ky 1° 


Es sei die Numerierung der F; so gewihlt, daB die besagten Glieder gerade 
die M ersten sind: f,;,— Ya, -- +s fari;, — Ya- 


*) Hierbei hat man die Glieder = y, von F, wegzulassen. 
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Es ist also: 

Z—Yy—--»-— Ye =f t--- + fu ty — 1 — soe — Yu 
Daraus folgt: 
@ = frat --- + hug + Yea t +) + Ye 
In dieser Summe ist jeder Folge F, nur ein Glied entnommen, und alle diese 
. . z 
Glieder sind offenbar > ; 71° 
§ 3. 
Schwach wachsende Folgen. 

Definition. Eine Folge F heiBt schwach wachsend, wenn die Summen- 
folge 2F eine dichte Folge ist, d.h. positive Dichtigkeit hat. 

Satz 3. Es sei eine Folge F = (n, = 1, ny, ...) gegeben, deren all- 
gemeines Glied die Ungleichung 
(15) n, < Ci y(t) 
erfiillt, wo C eine Konstante und 9 (i) eine positive, wachsende Funktion 
bedeutet. 


Bezeichnen wir mit B (z) = By (z) die Anzahl der Lésungen der Gleichung 
n, +n; = 2 und mit R(z) die Summe 


(16) R(2) = E BY, 
z7=1 
so wird behauptet: wenn fiir die Folge F die Ungleichung 
a 
(17) R(t) <a 4 


erfillt ist, mu F 1. eine schwach wachsende Folge sein und 2. eine bestandige 
Basis der natiirlichen Zahlen bilden. 


Beweis. Die Anzahl N (z) der Glieder der Folge F, die eine bestimmte 
Zahl z nicht tiberschreiten, ist fiir.z > z, nach (15) gréBer als 


as — 
da dann 
2< My~@ ii —e(N (2) + Ye(N(2) +1) Ss 2CN (2) p&), 
da wir annehmen kénnen, daB F + R, der Reihe aller natiirlichen Zahlen ist. 
Andererseits ist die Summe z (z) aller Lésungszahlen der Gleichungen 


m+n, = 2, 2=1,...,2, db. die Anzahl der Lésungen der Ungleichung 
n, + n,< @ nicht kleiner als die Anzahl der Lésungen derselben Ungleichung 





( 


f 
1 
! 
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mit den Nebenbedingungen n, = a ro - Die letzte Anzahl ist offenbar 
N? (=). Daraus folgt nach (18) 


~ z az x2 
(19) > B® =*($)=- = = erst fire > 2%. 
s=1 16C* (=) 
Bezeichnen wir mit M (xz) die Anzahl derjenigen B (z) fiir z = 1, ..., z, die 
ungleich Null sind. 
Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt (fiir 2 > 2 2): 





(z TB: \) ; i. 
= x x 
0) Mi) >“F— 2 aa Ge) = OO, 
= = 256 C*. pt (x) p* (zx) 256 C*.C, 
B? (z) 
Z. 


Die letzte Ungleichung zeigt, da8 die Anzahl der Glieder der Summen- 
folge 2F, die < 2, fiir > 22, nicht kleiner ist als SEO, Die Folge 2F 


besitzt daher eine positive Dichtigkeit, ist also nach Satz I, 1 eine Basis der 
natiirlichen Zahlen. Um die Richtigkeit der zweiten Behauptung zu erkennen, 
bemerken wir, da8 fiir eine dichte Teilfolge F, von F, von einer relativen 
Dichtigkeit > « die Ungleichungen 








(21) al Ne >a und Paid & Be 


erfiillt sind, so da die Ungleichung (19) mit > * jaca Statt 55 _ erfiillt bleibt. 
Satz 4. Es sei »(t) fir i> %, positiv, wachsend und 9 (i) = 0(Vi). 


Es sei F die Folge (n, = 1, mg, ...), 


(22) n, = O(ig (i). 

Es sei A (y, z) fir0 <= y < adie Lésungszahl vonn,—n,; = y, n,< 2, nj< 2, 
Es sei 

23 »* 42 - 

(23) a4 (y, z) O(a): 


Dann ist F eine schwach wachsende Folge und eine bestandige Basis der 
natiirlichen Zahlen?). 
Beweis. Bedeutet N (¢) die Anzahl der n, < 6, so ist fiir z > 2 nach (22) 


(4) F<"(2),,< ¢,[¥($) +1] o[N(S) +1] < 2, (F) ol, 
*) Diese gegeniiber meiner urspriinglichen verschirfte Formulierung von Satz 4 


und der folgende Beweis sind von Herrn Landau gegeben. Landau, Géttinger Nach- 
richten 1930. 
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also, wenn B(m) die Lésungszahl von m = n,+ ,; und M (z) die Anzahl) 
der B(m) + 0 mit m< z ist, 





z 2 z 

rf 7 wen 
2) ~a_a<"(3)s (> B(m) ) < M(2) 2 B*(m). 

‘m=1 4 m= 
B* (m) ist die Lésungszahl von 
(26) m=n,+n, = n, + N,; 
ist hierin 1 = u, so gibt es 
(27) Be) = tS 
solche Quadrupel; ist i= u, so ist der Beitrag dieser Quadrupel zu 5 B? (m) 
m=1 
héchstens 
(28) 2 5 Ay, 2); 
y=1 

denn in 

i>uy=n—n=—n,—n, ist loysz, 
da alle n,<= 2. Also ist nach (23) fir z>% 
29 7 2 z,! y 2 +¢0,.—* 
(29) D> Bim) <5 32, B (m) + C, oz)’ 

m=1 m=1 

30 S HeH~2n 190. )<C,M( ” 
(: ) Cy ¢* (z) = « (x) (2 Sie 3 pt (2x)/ ~ Vae 2) g*(2)’ 
d. h. 
(31) M (x) > =. 


o 


DaB die Folge F auch eine bestandige Basis der natiirlichen Zahlen bildet, 
kann man genau so wie am Schlu8 des Beweises von Satz 3 zeigen. 


Anhang zu Teil I. 
§ 4. 


Folgen, die eine bestiindige Basis der natiirlichen Zahlen sind. 
Satz 5. Es sei eine Folge F von der Form 
(32) [r (m)] (s = 1,2,...) 
gegeben, wo r(t) eine reelle, dreimal differenzierbare Funktion der reellen 
Verinderlichen ¢ ist, die fiir ¢ > 0 folyende Ungleichungen befriedigt: 
| r()>0;r"Q>1; 


(33) 09<imi <" O< ; fir ¢> 1, 
Cs 


0>r") > —F. 
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Es wird behauptet, daB die Folge F eine bestandige Basis der natiirlichen 
Zahlen bildet. 
Beweis. 1. Vorbereitungen: Aus (33) folgt durch Integration 
(33a) ¢, InInt <r’ (t) << ey Int fiir t> 1. 
Bezeichnen wir mit @ (t) die Ableitung 7’ (t). Nach (33) haben wir fiir t > 1 
C1 


, — °° 
jint ~? M< q? 


(34) P 
0> 0") >—%. 
Daraus folgt: 
PO (t+ Olt) =OW+O0' (t+ AO WH)OW; Ses = i. 
Da 
6’ (t + 40 (t)) < ——“*__ <% 


t+$2E() Th 





so bekommen wir nach (33a): 
6 (t+10)—O(y < 2° — 011). 
Es sei u(x) die Funktion 0 (e*). Dann wird 
(35) u(x) = O'(e*)e™7< “3 o* = Cy. 
Also 
(36a) u(Int—2InO(t)) = u (Int) — 2w’ (Int — 2AInO(t)) nO (t) 
> u (Int) —c' nO (). 
Fir O bekommen wir daher wegen (33a) fiir t > ty: 


)>O()—c’ nO) > eH 


(36) 6 ( = 


t 
\ & (2) 
Bezeichnen wir mit Y (xz) die zu © (x) inverse Funktion. Da O (z) monoton 
wachsend ist, so ist Y (x) auch eine monoton wachsende Funktion. 
Wir haben: 

¥ (O(z)] = O[ PY (z)] =z, 

Y'[O(xz)]- 0’ (xz) = 1. 
Daraus folgt nach (34): 

: < ¥'[0(2)] = 


l zinz 


< 


az) ; fir z> 1. 








Setzen wir hier @ (xz) = t, so bekommen wir: 
(37) =) <P) <2 On Y(. 


Diese Formel wie auch (38) bis (41) gelten fiir alle t > ¢,, da@ monoton wachsend. 
Durch weitere Differentiation erhalten wir: 


P”" [6 (x)} 6"? (x) + ¥’[O (z)] 0" (z) = 0 
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und nach (34) 
¥'le 6” 6” 3 1n3 
"TO (2)] = — [O(x)} O" (x) __ (x) cs x3 In? x 


67 (zx) ae ” 82) Sate = Mein’; 
oder, wenn wir ¢ statt 0 (z) setzen: 
(38) Y" (t) << M ¥ (t) ln? ¥ (0). 


Es sei v(z) die Funktion log log Y (z). Wir haben nach (37) 
l 1 ’ l 


“®) =e re? O<-- 
Daraus folgt fiir « > 0 
v(z + e) = v(z) + (2 +Aele < (2) += 
1 
und wir bekommen fiir Y die Ungleichung: 
vit +s v( + 4 -4 
(39) P(t+e) =e <e* * a= [P(e)}**. 


Aus (37) und (38) bekommen wir daher: 
ley 
(40) W'(t-+ 2) <*> Vit + &) log P(t + 2) < [P(N] n P(t) 
Cy 1 


~ 


= M,[¥P(t)]<" In ¥ (0). 


(41) Y"'(t + e) << M,[P(t)]“"" In? ¥ (2), M, = Me***. 
2. Hilfssatz 1. Fiir die Anzahl A (u) der Lésungen der Gleichung 
(42) [r (n)] —[r(m)] =u 


in ganzzahligen m und n mit der Nebenbedingung r (mn) < 2, wo u fest und 
der Bedingung 
(43) In? ¢ (xz) <= u < In? 2 O*(z) 
reniigt, gilt: 
sii ec A(u) S$ Cas fir > 1. 

Die gesuchte Anzahl kann offenbar nicht gréBer sein, als die Anzahl 
der ganzzahligen Lésungspaare (n,m) der Ungleichungen 
(44) {u—l<r(n)—r(m)<u+l1, 

r(n) = 2, 

wobei Lésungen mit demselben m nur einmal gezihlt werden; denn (42) hat 
zu jedem m héchstens eine Lésung, da r’(z) > 1. Wir werden darum die 


Anzahl der Lésungen von (44) betrachten. Bezeichnen wir die Differenz n — m 
mit x. 


Wir haben mit 0< 4< 1: 
r(n)—r(m) = r(m+x)—r(m) = r'(m)x + cies ae as, 
Wegen 
r’(t))>0, 7° ()>1 ist «<r(n)—r(m) <u+1, 
wenn n, m Lésung von (44). 





der 


wo 


(44: 
d. b 
(44 
Die 
nicl 
(45 


Da 


~“ 


bes 
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Aus x < u+1 = 0 (log* z O*(z)) = 0 (Vz) folgt, daB die Anzahl der 
Lésungen der Ungleichung (44) fiir > 2, nicht gréBer ist als die Anzahl 
der Lésungen der folgenden Ungleichungen: 

u—1—d <r (m)x<u+1+ 4, r(m) < 2, 
wo 6 eine beliebige positive Zahl bedeutet. 

Oder anders geschrieben: 


(44a) Soe : <= < 0 (m) <— mae 7 
d. h. 
u—l1l—déd = ihe ju+1+64 


Die Anzahl der méglichen verschiedenen m-Werte ist demnach bei festem x 
nicht gréBer als 

5 pitt »/s— >—8 
(45) Pp (* ) y (“— )+1. 
Da jedem Wert von m nicht mehr als eine ,,Lésung“ von (44) im obigen 
Sinne entspricht, so kann die Anzahl der ,,Lésungen“ von (44), die zu einem 
bestimmten Wert von x gehéren, nicht gréfer als (45) sein. 

Verteilen wir alle méglichen Werte von m in zwei Gruppen: 


x - x 
(a) m S oiia)’ (b) m™ > Bitz)’ 
Die Gesamtanzahi der Lésungen, die der Gruppe (a) entsprechen, ist offenbar 
nicht gréBer als die Anzahl der m-Werte in dieser Gruppe, also 


x 


(45a) 6? (z)" 


IA 


Fiir die Lésungen, die der zweiten Gruppe angehéren, erhalten wir aus 
den Ungleichungen (44a), (36), (33a) und 0’ > 0: 
u+l+6 v+1+6 u+i+d6 “ 
| max % < @(minm) ~ <.) < @(z)—c' ln Si ~ % suai) 
(ana 


—l]—é6 u—l—déd 1 & 
>a) > Bia" 


(46) 
. u 
min x > @ (max m) 


Beweis. Es ist 
[O(e)dz =r(m)—r(l)< 2 
1 


fir eine Lésung m von (44). Daher ist fiir m > 2 


2>|O()ds > [Ode > e(F). 


m2 
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da O(z) > 0, 0 (x) > 0 fiir z > 0; somit, da in (b) m > 
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_— 
Bitz)’ ist fiir > a: 





_ m z\r wm 
t> 39 seq) > 59, 


was, wie in (36a), (36) folgt, d.h. nach (44a) fiir > 2: 


wy w (*—l—s ee 4x 
(47a) P ( : <m < oa: 
Die Anzahl der Lésungen von (44), die zu der Gruppe (b) gehéren, ist 
nach (44b) nicht gréBer als die folgende Summe: 
~ . Y ,(ut+1+4+ 4) az, (4 — 1— 9) 
(47) == 2 [ w (“= *) — »(“————) + 1}. 


min = x = max * 


a 


; . , 7 
Es geniigt also fiir Hilfssatz 1 nach (45a) zu zeigen: 5 =0o(—* }. 
/ —_ 6? (x)/ 
Es ist mit 0< 4< 1: 
y (<2 I+ | y(e- : - °) a t— 49 J 1+64 
\ x j zx zx j x 
pn ( i—dé, g2t 5.3.8 ror 
x Zz zx 
und J = 2,+ 2, wo 
i: Sy (* =A eit 
(48 —* ya x / <= 
) ‘ Low 
| Ey = [ve (Hg Pe) gt ew + a] 
= — z x x* 
Hilfssatz 2. 
” x) 
—_— °| Gia) 


Beweis. Aus (41) folgt fiir z> 2, mit 9 = 2 (1+ 6) 
yr (™ = o a=E1 9) < M,[ »(" _ : =a ins (" =1 6) 
((41) darf fir «> az, angewendet werden, da nach (46) 

= —* => GO(z) > 


a 


fiir «> ,). Weiter bekommen wir nach (46) 


[yao =v et) [peta 





(48a) ~ p (“= = [y(t _ i < v( a a inate 
< (1+ aia ¥ (=) 


(wo »(z) +0, wenn z > oo), da 


(48b) y(*——)<msz 





(wi 


(4 


un 


is' 








Additive Eigenschaften von Zahlen. 665 
(wegen r(m) <= x und r >0, r’ > 1) und 
x>- wt 5 S % In? x O* (x) > 05 In? x 
Wir bekommen daher be (48b) die Ungleichung: 
yr [sae * POE < Monte. 


Jedes einzelne Glied der Summe 2, ist folglich nach (46) kleiner als 
Mista s-2 EES < ye Se < yy SoS) 
(min x)* u ) u® 
(sta) 
Da die Anzahl aller Glieder in den Summen 2,, 2, nach (46) nicht gréBer als 


lg 8( 
(49) max x — minx + 1< oe 
und da nach (33a) reichlich 


O(z)<¢,lnz <e¢, 





u In 6 (x) 
& (z) 


ist, kann die Summe 2, nach (33a), (43) nicht gréBer als 


wt et) x In x - 6? (zx) ~* ein? zin@(x) _ x 
(49a) ec, 62 -M,; a ce; M, = ( ) 


il 6? (x) 
sein. 


Hilfssatz 3. 
xz 
2, = O( aa) 
Beweis. Bestimmen wir zuerst die Schwankung S der Funktion 
yp" |— °) fiir ¢ zwischen x und x + 1, womin x < x < maxx. Da ¥’(v)>0, 


ist nach (41) mit O< A< 1 





_ yp” (u l é6\u—l1—dé =~" —l]—4 sled (l1—A)(u— 1 5] e—l—-¢ 
ois | x+i } (x + A)? x+1 * (&e+let+A) (% + 2)2 
(u—1—da—A 
(*+1) @+A YY 


x x? 
Wie in (48a) wird fiir > z, der letztere Ausdruck und daher auch S mit 
Riicksicht auf (47a) nicht gréBer als 
i ,(u 1—d »,(u—1—dé\ u—1l—sd zin?'xu—l—dé 
(50a) M, P(“—"—*) mw (“I —) SO <a SS 
Ferner ist fiir x < t< «+1, und x < maxx, wegen 
p— 1— 6 u—1l—d 

v(- i )s¥( .)<™s2 

(da Y’ > 0), nach (37): 
,{u—l- ] ’ xinz 

(50b)  ¥’ (“== *) (u—1—8) (4—— 4) S Miu 


(min x)3* 
Mathematische Annalen. 107 44 
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> ia 
x / * 


Die Differenz zwischen 














min x => « => max « 
und vo 
max x min x 
Pe te ' 
jv (——) at = | vr @ae 
min ¥ = i—d 
- ; max * 
ist nach (50a, b), (49) 
x+1 
y’ (| /a— } é\u—l]— yw B—I—¢ e--i—§ 
= — P| t ) fa P'( x+1 ) ep iF | 
min *—* => max* x 
,(u—1—dé\u—1—6 
-|. -_ ons 
(51) +? ( min x ) (min x)? 
{ a In? x n— ] -6\2 | » «lne u cy In @ (2) 
< \Me 6 (zx) (min x)? ) ud . ae 6? (x) 
fe—l— —l—< In? x in@ 
+P" (So) Be = Me) nach (46), (37), (48b). 
min x (min x)? . min x ’ 
Die Summe 2, ist 
<_< giro mass v re 
= u—l1—dé hod x x? 


min x = x= max * 


Die Differenz zwischen dieser Summe und dem Ausdruck 


u 1—d 


axx fe , 
sins | Pde 


u—i-—d 


max * 


2.(1+6 


ist nach (51), (46), (43), (33a) 
(52) < 2 (1-46) _™*=* M, Zin? z in @(2) | - M, Bote) _ o( x 


oo min x Ox 6 (x) 63 (x) , 
Es ist nach (47 a) 
u—i-—d 
max x u—1— J 
max x ’ max x min x 
6) Ey | Peds = SO 
u —1-—d max x 


SS 
yp (* vant, °) 
\ minx 


, zr 
SO ee Say 


womit Hilfssatz 3 bewiesen. Die ganze Summe (47) ist nach (48) und Hilfs- 


satz 2,3 von der GréSenordnung 


=z 
(54) C ais 


Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 





{xé 
sch 


De 


un 
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Es sei « = Min(>, 7,). 

Hilfssatz 4. Es gibt fiir jedes > 2, eine Teilmenge ® von F von. 
[xO (x)] = A Gliedern, die und deren Differenzen zwischen a, 6 liegen (ein- 
schlieBlich der Grenzen), wo 

a = In? 203 (xz) < b = In* 204 (2). 

Beweis. Fiir x > 2p liegt bei jedem ganzen k > 0 mit (k+ lha=b 
im Innern des Intervalls (ka, (k +- 1) a) mindestens ein Glied der Folge F. 
Denn sei 

r(é)=ka, r(n)=(k+1)a, n—-F=t, 
so ist 
a =r(n)—r(&) =tr' (E+At) =tO(E+A (O<A< 1). 

Da (fiir groBe z) 

r(n) =(n+lhaxb<z 
und 

r(v)>0, r’(ve)>1 fiir v > 0, 
so ist also 1,< az, d.h. 

O(F + Al) S O(n) S O(2); 
d.h. fir «> 2x, ist 


b eed . eee > a 
O(F+ 71) = F(z) 





= 6 (z) In? z > 2. 


Es gibt somit zwei ganze Zahlen n, n+ 1 mit 
kasr(&)<r(n) << r(n+ 1) <r(y) = (k + la. 


Wegen r’ (v) > 1 ist r (nm) <= [r (n + 1)] S17 (n+ 1), woraus die Behauptung 
folgt. Wir teilen nun das Intervall (a, 6) in 


PS ]=(S—] St 6a) tir e > (Sy) 


getrennte Teilintervalle der Lange 2a ein. Wir wahlen dann in der linken 
Halfte jedes der [«@ (x)] ersten Intervalle ein Glied von F. Diese bilden eine 
Teilmenge ® der gewiinschten Art. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Jetzt wollen wir zeigen, dab 2 F eine fast positive Dichtigkeit hat. Wir 
bilden dazu alle Zahlen g,+ /;, i= 1,...,A, f; in F, fiir die 


fs t— 
%1 Ye» Pg, --- bedeuten dabei die wachsend geordneten Zahlen der Meuge ® 
des Hilfssatzes 4. 
Hilfssatz 5. Die Anzahl der /, <= 2 — 6 (also auch die der /, = z — 9) 
. . . . x 
ist fiir «> 2, nicht kleiner als [acai 
44? 
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Beweis. Es geniigt, fiir ¢ = Si Bia) 2 zeigen, r (c) — «—b, da dann 


die Zahlen [r(v)} (v = 1, ..., [e]) wegen 1’ (v) > 1 eine Gesamtheit von {c] 
verschiedenen Zahlen /; << z— b darstellen. Es ist offenbar 
#(c) 


6) 
r(c)—r(1) = fowdy = se" (z)dz = z W(z) ca —J W(z) dz. 
6) 


6(1) 


Da zwischen @ (1) und @ (c) Pe Y (z) > 0, ¥’ (z) > 0 gilt, so ist fiir 
z>z mit 0<A< 1: 


| Peas > [ vee > ¥ (@(7))(e@ —@(2)) 
eo 6 (clz) 


=79(5 +42) 39> 


Nach (34), und auf Grund der Ungleichung: 0” (z)< 0 fir z>1. Nach 
(33a) ist also reichlich 


6c) 
Pe a a. TT tN 
6(1) "(Sep 
Somit ist ; 
r(c) << c@(c) —b = -O(5—)-—b< @(z)—b = x—b. 
= Sa) 6 (x) siz; ( rz 


Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen. 
Wir erhalten also mindestens [« 0 (z)]- [a <> Siz sil formal verschiedene Aus- 

driicke y,-+ f;, die die Zahl z nicht iiberschreiten: 
1) ath, G+ fe --» or +f, 


(A) Pa + hy Pa + hes eon Pa + fe. 


In der »-ten Zeile (vy = 1,..., A) kommen fiir > 2, von den in friiheren 
Zeilen stehenden Gliedern verschiedene Ausdriicke in einer Anzahl hinzu, 
die nicht kleiner ist als 


leal- (9— NC a aw (2 ai (2 sia = 1))). 
Denn die Anzahl der Lésungen der Gleichung 
(54b) In + Or = Im + Px (O<*<», x, v fest; f,, = 2 —b), 
d. h. von 


B=(1=[s] 
A = [«@(z)] 


(54a) 





fa— tn = P— Fx = @ 
ist, da die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 nach Wahl der Teilfolge ® durch 
Hilfssatz 4 erfiillt sind, fir > 2, nicht _ als 


az—b 
Cae sc Bis’ 





moco 
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also ist die Anzahl der Lésungen von (54b) bei festem y und beliebigem x 
Sia rs (v--1), d. h. nur so viel Glieder der 


y-ten Zeile von (54a) kénnen schon in einer der friiheren Zeilen vorkommen. 
Somit ist die Gesamtzahl i verschiedenen Ansdriicke g,+ /;,, i= A 


= [a 0 (z)), y x B, da « Si @ gewahlt war, fiir «> , nicht kleiner als 


x a O(2x) (a @(x))® 
ms (s—— Vea) 5a ( rl —0-F5a) 


vai 


mit o< x < wv nicht gréBer als C— 











=2z7(1—2Ca)> z=, 
d.h. fiir > Zp ist 


N2 r(2) = Nrsa(z) = t— 


Damit ist bewiesen, daB 2 F fast positive Dichtigkeit hat. Nach Satz 1,2 
ist daher 2 F, also F eine Basis der natiirlichen Zahlen. DaB F eine bestandige 
Basis bildet, folgt wie bei den vorigen Satzen, da die Anzahl der Lésungen 
von (54a) fiir eine Teilfolge nicht gréBer als die fiir die ganze Folge ist und 
die untere Schranke der Anzahl der Glieder einer dichten Teilfolge sich um 
einen konstanten Faktor von der entsprechenden Zahl fiir die ganze Folge 
unterscheidet. Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Beispiel. Man kann jede ganze Zahl zerlegen in 25 Summanden von 
der Form [n/n n] und in einen Summanden, der kleiner als eine feste Zahl ist. 

In diesem Falle finden wir, da8 die Anzahl der Lésungen der Gleichung 

[ninn]—[mlnm] =u, ninn<z@ 
fiir 
@ (x) in? z <u < in? cO*(z) (O(c) = Inz+1) 
fir «> 2, nicht groBer als 3,1 a ist. 

Daraus folgt, daB die cnggtiaer al [n In n] + [m In m] eine fast positive 
Dichtigkeit besitzt, die gréBer als = 5 ist. Hieraus folgt nach Satzen I 1, 2 
die Behauptung. 

Ebenso kann man die Méglichkeit der Zerlegung der ganzen Zahlen 


in eine beschrinkte Anzah] von Summanden von der Form: [lg I" (n)}, [n Iglgn] 
(n> n,), usw. beweisen. 


Teil II. 
§1. 
Die Primzahlfolge. 


Satz 6. Die Folge p, = 1, pg, ps,..-, wo p, fiir i > 1 die wachsend 


geordneten Primzahlen durchlauft, bildet eine bestindige Basis der natiirlichen 
Zahlen. 
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Hilfssatz 1 (Viggo Brun)*). Die Anzahl A (u,z) der Lésungen des 
Systems: 
(55) Pi— Ps = 4, 
Pi 2, =p Primzahl, 


ist fir z> 2, und 0< u< z kleiner als ky =. 8 (u), wo 


sw = I] shy 


p= 
pla 


Wir werden einen Rademacherschen*) Beweis, der eine Abschitzung 
von A (u,z) nach unten gibt, auf die Abschitzung nach oben iibertragen. 
Bezeichnen wir mit 
(56) P(4, D, 2; a,b, Pys ---3 Oey By, Pr) 


die Anzahl der Zahlen z > 0, von der Form 4 + Dt, t= 1,2,..., die die 
Zahl z nicht tiberschreiten und zu keiner der Progressionen 


a, +t, pi, b, + t, p,; (8,9 = 1, ..., 73 &, &, = 1, 2, ...) 
gehéren, fiir die also die Relation 
(56a) pi (z — a,) (z — B,) (§ = 1,...,9) 


gilt. Hierbei sind A, D, a,,b;(i = 1, ..., 7) feste ganze Zahlen, a, + 6, (mod p,) 
p, D; weiter sind p,; Primzahlen, die in ihrer natiirlichen Reihenfolge ge- 
wahlt sind: 

Pi < P2 S--+ SPs 


wobei p, > 5 vorausgesetzt wird. Wenn r = 0 ist, wenn also keine Relationen 
(56a) zu erfiillen sind, schreiben wir P (A, D, z) fiir (56). 

Da wir eine Abschatzung dieser Anzahl brauchen, die von A, a,, 6, gar 
nicht abhingt, werden wir im folgenden statt (56) die kiirzere Schreibweise 
benutzen: 


(57) P(D, 2; Py; Pe --+> Pr) 
Es gilt offenbar die Identitat: 
(58) P(A, D, 2; p,, .... Be) = P(A, D, 2; p,, «+> Pe-;) 
— P(A,, D p,, Zz; Py sees Pr-1) — P(4,, D p,, z; Pi» sleds Pr-1)s 


3) Viggo Brun, Le crible d’Eratosthéne et le théoréme de Goldbach. Viden- 
skapsselskapets Skrifter, I, Math.-Naturw. KI., 1920, Nr. 3, Kristiania. 

*) Rademacher, Beitrige zur Viggo Brunschen Methode in der Zahlentheorie (I), 
Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat 8 
(1924), und Landau, Géttinger Nachrichten 1930. 
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da die in P(A, D, x; p,, ..., p,-,) zuviel aufgenommenen z die Form haben: 


a, (mod p,) z = b,(mod p,) | 
AtmcdD) we A(med DY" 


{ z 


lil 


d. h. 
z=A,(modDp,) oder z =A;(mod Dp,), 


da p;D gilt. Hierbei sind wegen a, + b, (mod p,) die beiden Restklassen, 
die durch A,, 4, reprasentiert werden, verschieden. 


Wir werden diese Identitaét symbolisch so schreiben: 
(59) P(D, 8; Pr, --+2 Be) = P(D, 2; By, .- +» Bena) 
—2P(Dp,, 2: p,, «++» Pr-y)- 
Daraus folgt durch wiederholte Anwendung: 
(60) P(D, x; p,, ..-, pr) = P(D, xz) —2P(Dp,, z) —2P(D pg, x; p,) 
—...—2P(Dp,, &; p,, -.+, Pe-1) 


und weiter 
(61) P(D, 2; p,, ..., Pe) = P(D, z)—2¥ P(Dp., x) 
a=1 
a 4 b a P(Dp, Pa> Zz; Pw se ry Pp-1)- 


a=1 p<e 
Wenn wir in der letzten Summe in jedem Gliede bei gegebenem 7, < 
nur diejenigen der p,, ..., pg-, der in P(D pq, pg, £; Py, ---, Pp-1) hinter dem 
Semikolon auftretenden Primzahlen beriicksichtigen, deren Indizes héchstens 
r, sind, so verkleinern wir die Summe nicht. Es ist also 


(62) P(D, 2; p,, .--» Pr) S&S P(D, «)—2 3 P(Dp., x) 


+42 J P(DpaPp, Z; Py -++s Pming—r, ry) 


a=l1 fice 
Sind endlich r,, 7,, ..., 7, eine nachher festzulegende Folge von Indizes, fiir die 
LS fm Men, Ko SHR HKS 
gilt, so ist ebenso 


(63) P(D, 2; py ..-, Pr) < P(D, 2) —2E P(Dp,, 2) 


a=1 


+42 LY P(Dpapp, %)—+--- 
a=1 p<a 
r Min (8 — 1, 7) Min @—1, T,~1) 
— et ee a a P (Dpa Pp Py Pa +++ Pit) 
a=1 p<e ¥=1 d<y A=1 


Min («—1, ry — 3) 


+ 22 tn + DF see 2’ P(Dp,. eee Pi Pus z; Pw ov Poin u—1, r_))> 


e=1 A=1 u<a 
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Wir verkleinern den Ausdruck rechts nicht, wenn wir in der letzten Summe 
die Summanden 


P(D py --+ Pus £3 Py» +++» Pminu—1,r,)) durch P(Dp, ... py, 2) 
ersetzen. Da 





(64) [a] = ?Os[p) +) 
ist, so folgt 
z +1 7 yl 
(65) P(D, 2; p,, +P) SZll—-2 o>, 2 P.Pp 


Min (x — 1, Tn —) 


+2) >’... 2D PP ry +R, 


a=1 f<e 4=1 u< 





wo R die Gesamtzahl der Einzelsummanden in allen Summen ist, wobei daran 
zu erinnern ist, daB die Zweierpotenzen als symbolische Koeffizienten die 
Zusammenfassung verschiedener gleichartiger Summanden andeuten sollen. 
Wird fiir i = 1,..., 2m die Summe aller derjenigen vorkommenden Einzel- 


produkte, in denen genau i Faktoren > auftreten, mit E® bezeichnet, und 
j 


(66) E=1—E®+£®—4...+E@» 
gesetzt, so folgt aus (65) 

(67) P(D, z; Py, --5 Pr) Ss aE + R. 
Hierin ist 

(68) RS (27 + 1)? (27, + 1)... (27%,-, + )*, 


(wobei rp = r gesetzt ist), wie unmittelbar aus dem Vergleich der Summe in 
(65) mit dem Produkt 


(68a) (1 — 35) (1 ~ 29) (1 — BO? — 2%) sis 
e=1 =1 | y=1 =1 


wobei a, 8,... nicht wie in (65) an die Bedingung 
a>B>y>d6... 

gebunden seien, folgt. 

Wir setzen noch r,,, = 0 und bezeichnen fiir m= 1,...,n-+ 1 und 
«=1,2,... mit 

E® 

die Summe aller derjenigen der obigen Einzelprodukte, in denen genau 
i Faktoren vorkommen und alle auftretenden Indizes gréBer als r,, sind. 





ferr 
(69 


zu 
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Das ist im Falle m <1 nur fiir die 2 m ersten Indizes + méglich; also 
ist BY — 0 fiir m<n, t > 2m sowie fir m=n+1,i>2n. Wir setzen 
ferner fiir m= 1,...,n+1 
(69) B= 1 ~— BO 4. BO — + ...; 
die Summe bricht im Falle m < n mit dem Gliede E&”™ im Fallem = n+ 1 
mit dem Gliede E?”, ab. Es ist E,,, = E. 

Fiir den Ubergang von E,,_, zu E,, (m = 2,..., n+ 1) bezeichnen wir 
die elementarsymmetrischen Funktionen von 

2 2 


2 A 
-, eae — mit so. | re 
Proi+1 Pra+2 Py 


m—1 


(70) 











Fir die Bildung von E{ miissen im obigen den i ersten Indizes simtliche 
Systeme von Werten «,f,... mit x >f >... erteilt werden, die gréBer 
als r,, sind. Das ergibt der Reihe nach folgende Méglichkeiten: 

1. Keiner der i Indizes ist gréBer als r,,_,; die Summe dieser Glieder 
ist Sy. 

2. Nur der erste Index ist gréBer als r,,_,; das ergibt EY’, Sf-”. 

3. Nur die beiden ersten Indizes sind gréBer alsr,,_,;das ergibt FE?” ,S4~”. 


i+ 1. Alle i Indizes sind gréBer als r,,_,; das ergibt a. 

(Ist ¢ > 2m—1, so braucht man nur die Méglichkeiten 1. bis 2m — 1. 
zu beriicksichtigen.) 

Wir haben somit 


(71) EQ = 82 + En So7 +... + En-i. 

Also ist 

(12) Eq, = 1— (Sp? + En1) + (Sx + Eni Sn) + Ens) —+--- 
+ (Sn"~" + Eni Se" +... + Eatr” 


— (6o"-” + Bo, Bee? +... + Bons” Be’) 
+(SS? + ED, SSe- + ... + BEtT 82). 
Hiermit vergleichen wir das Produkt 


'm—1 
2 
En [] (1—;) 
r=f_+1 
= (1— EO, + BO, — +...) (1—8e + 8 — +...) 
(73) = 1—(S2 + BY.) + (SS + BO_182 + ES,)—+... 


+ (Sn"—? + Emi Sa" +... + Barr” 
—(SE"-? + BO, Se"—-? + ... + Ent 82) 





+- 
+(e" +50, 86°~* +... +02, "&) 
a 


—(S3"t94+ BS 8S” +... + BS2 98S) + —.... 
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Wir werden es nachher so einrichten, daB die S“ mit wachsendem i monoton 
nicht zunehmen und samtlich kleiner als 1 ausfallen. Dann nehmen die 
Klammern von der Stelle an, wo die Anzahl ihrer Glieder gleich 2 m— 1 
geworden ist, monoton nicht zu; da sie mit abwechselnden Vorzeichen ver- 
sehen sind, so ist E,,, um das nichstfallige Glied 


(2m +1) (1) (2m) , ' (Qm—2) o(8 
— (8, + E,~18, 4+-...+ Ba -; Sy’) 


vermehbrt, héchstens gleich dem Ausdruck (73). Fiihren wir noch die Ab- 
kiirzungen 


(74) I] .= I 0-2) firm =1,...,n+1 
v=f_ +1 : 


ein, WO % = 7 gesetzt sei, so ergibt sich also 
(75) Em S En-1 [Im + (Sn"*” + Eni Sn” +... + Em7y Sp), 


jedoch immer unter der Voraussetzung 1 > S2’? > 8°) > 


Von diesen Ungleichungen zieht die erste die anderen nach sich. Denn 
fiir die elementarsymmetrischen Funktionen S®, ..., S® von ¢ untereinander 
verschiedenen positiven GréBen gelten die Schlémilchschen Ungleichungen 

a a 
t (¢—1)89~ ~~ ge-n? 





aus denen einerseits 


g® ~~ be sg 
5° > > > yan 
und im Falle S® < 1 somit 
(76) So > S® > ...> So 
folgt und sich andererseits 
(sy : 
(77) So <+- fiir 1 <1 


ergibt. Man erkennt aus (76), daB die Giiltigkeit von (75) schon feststeht, 
wenn die Indizes r,, so gewahlt werden, da8 fiir jedes m aus der Reihe 


2,...,”-- 1 die Summe der GréBen— (7m << ¥ S Tm-— ) kleiner als 1 ausfallt. 


Die Primzahlen p,, . . ., p, mégen nun bei festem wu als aufeinanderfolgende 
in « nicht aufgehende Primzahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge gewahlt 
werden. p, >3 sei so groB, daB es cin h, > 1 mit logh, << 4 und 


t Sane oe 

a> 

(77a) ee. 
| >t 


gibt. Es sei hj >h >1. 
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Wegen 


(78) pa . = log log w + ¢, + 0(1) 


pP=>e 


und der daraus folgenden Gleichung 


(79) IT | (1 a 4) = oe +r © (togaP) 


s’S=psSoe 


gibt es ein w, so, daB fiir w > wo 


' 71 

o< s < log hg, 
— Pp 7 

(80) o<pae 


[I ee ;)> ig 
w< paw! 
ist. 
Falls p, > m, ist, legen wir die Indizes +,, folgendermaBen fest. Es sei 
fr, die gréBte in uw nicht aufgehende Primzahl < p;”, p,, die groBte in u 
nicht aufgehende Primzahl < p;”” usw., und diese Wahl der r,, werde so 
lange fortgesetzt, wie noch Pr, > ausfallt. Wegen 


1, l 
‘ >0 
p~ 
yh* — p= 1h" 1 
P, <p> : 


ist in der Tat r>1r, >7g>.... 
Es sei p,, die kleinste Primzahl, die so bestimmt ist. Nach (80) ist 





0<o, = De ~ < log ho IT = IT (i—< > ip 
venv,+ yames 

(81) $%e 6 a & & oO & Bis GE OS ee So SB 6 we Se ee Lae ie ® 
—— "k—1 

0<a= SY i <logh, [],= [J (1- ) > i 
voor, tl yunny 4 


Die Zahlen r,,,,.--) ™4, = 0 werden nun der Reihe nach so festgelegt, 
daB jeweils r,,(m=k-+-1,..., »+ 1) das kleinste u >0 mit 


'm—1 
(82) 0< DY | <loghs, 


yv=u+i1 


'm—1 


(69) H0-5)> aa 
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ist (dieses p gibt es nach (77a) wegen —— < logh,, 1— - > ia): 
"m—1 'm—1 
Auch hier sei 
'm—1 'm—1 
l 2 

@y w= SL = I 0-2) 

v=ry, +1 v=, +1 
gesetzt. 


Ist dagegen p, <= wp», so werden alle Indizes r,,(m = 1,..., n+ 1) der 
Reihe nach so festgelegt, daB jeweils r,, das kleinste u > 0 mit (82), (83) ist; 
dabei ist r, =r zu setzen. Wieder sei fiir m = 1,..., n-- 1 die Bezeich- 
nung (83a) eingefiihrt. 

Aus (68) folgt 


/ jn® Rew 
(4) RSOWP,--- Po, SPP? Pr Pra? Pai < Oee 


wo C, nur von A und A, abhingt. 

Aus (75) sol] durch Rekursion EZ, ,, = E nach oben abgeschitzt werden. 
Wir fihren die Bezeichnung 
(85) @, = SS*tP 4 RO sors ...4 E27 S© firm =—2,...,.2+1 
ein. Dann schlieBen wir nach (75) und (81) 

E, S E,JI,+ %, S IT, (E, + hi ®,), 

BE, S EF, Ts +%, S [3 (B, + hi) S [12 TTs(E, + ho Py + hp ®,) 
usw., schlieBlich 
(86) E=£,4,5 TeTTs.-- [n+ i:(E, +3, + ... +h3*®, 41). 

Aus (85) ergibt sich, wenn man noch 
(77a) S)” = 20, < 2logh, <1 
beriicksichtigt, wegen (77) unter Benutzung der Abkiirzung + = 2 logh, 


CD me Samp t Bega te FBS 
Aus (71) leiten wir ebenso ab: 

(88) Eo < 5 + Bem — we 
Insbesondere ist 

(89) EO < 1+ Eo, 

und da 

(89a) E® = 26, <r, 

80 ist 


(90) EX < mt. 





ein m 
(91) 


ist. 


(92) 
Wire 
(93) 


und, 


(94) 


Aus 


(95) 


und 
met 


(96 
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Um nun eine Abschitzung fiir ®,, bei beliebigem m zu erhalten, sei irgend- 
ein m, <n + 1 herausgegriffen und die Konstanten c, und x so gewahlt, daB 
(91) EQ <cy(tx) fiir i =1,..., 2g (also fiir i > 1) 
ist. Dann folgt aus (88) fir i > 1 


i—1 1 
(92) Biss <ftatear a T- +a}, 


Wird noch cg >1 angenommen, so hat man also 


(93) ES .. < eye" (xx) firi > 1 
und, indem man so weiterschlieBt, 
(94) Bo< as * (rx) firm > m, i> 1. 
Aus (87) ergibt sich dann fiir m > m, 

mti tet. ea ( 
(99) Pn < Gm pip te . compen 

m—Mo—1 


l 


a . 1] 5 
<ae * (ev —1 — = — sya) (rm)m + 


und somit aus (86), falls e/*h? (rx)* << 1 ist, durch Summierung einer geo- 
metrischen Reihe 


(96) E<J]y---IIn+ {2 +h2®, +hs®, +... + h2m-2@,,, 


name ( etl* — l a ee ) 


x 2x? 
oo : . Cy (Tx 2mo+ 8 . 
1 — e!/* h3 (xx)? 0 (tT) 





Um hierin den Nenner des Bruches méglichst gro8 zu erhalten, mu8 man 
% = 4 setzen. Ferner wihlen wir m, = 1. Weiterhin nehmen wir h, = 1,29 
und damit ?< log h, < 0,255, ¢< +r< 0,51. 

Daun ist e'*h? (tx)*< 1 und somit (96) anwendbar. Da nach (89a) 
E® < t und nach (76) 


(96 a) EP < BM <r 
ist, so kanu cy = 9 gewahlt werden. Dann wird wegen t = 2 log hy 


9 (e? — 5) h2 (log hy)® 
(97) E < [z--- In+1(Bi + Th gh ). 


Bemerkt man noch, daB gem&B (69) und (96a) 
(98) E, = 1— E+ E® <1 
ist und daB 

1< AMI], 
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ist, so ergibt sich eine numerische Abschitzung von E: 


99) B<21-f) Jf,.--J]..,= 21. JJ (1—2) = 21. /]. 


Endlich sei noch 


(100) h=~<129=h,. 


69 
Durch Einsetzen von (99) und (84) in (67) erhalt man fiir > 29, wenn p, 
die gréBte Primzahl < z'!» ist, 

, xr / — = l 
(101) P(D, 2; p,, ..-, Pr) < 2,1 p i+? Pre <kgz( 5 + ioara)- 
Jetzt kénnen wir die genannte Abschatzung der Anzahl A (u, x) der Lésungen 
der Gleichung 

Pi— Ps = © (Pi S 2) 
beweisen. Wir kénnen das obige Siebverfahren bei festem ganzen 
u, O0<usz, auf 

D=1, a,=0, 5=—~4, ‘=1,..,r(r = 
anwenden, wobei p, (i = 1, ..., 7) alle (etwa vorhandenen) Primzahlen p mit 
17 = ps 2 durchiauft, die nicht in u aufgehen, da p, D(a; — b,) 
(¢ = 1,...,7) und (77a) mit unseren A, fiir alle p, > 5 erfiillt ist. Es bleiben 
nach (101) und (79) fiir «> 2, nicht mehr als 
: l 1 

kya ‘i Il (1 at: ) "oy 


: a. i  (1-= 


17 => p= x" P 
Sh 4501+ Sw) <& Sw 


(mit S(u) = I ¢ =a) 


= 17 
"s u 


Zahlen iibrig. Da A (u, z) nicht gréBer ist als die Anzahl der Lésungen von 
a—b=u, 0<agsz, p,a-b (¢ = 1,..., 9) 

(d.h. die Anzahl der a mit p,a(a—u), 0<. as 2), vermehrt um die 

doppelte Anzahl der Primzahlen < z'', so ist fir > 2, 

(102) A(u, z) << 22°°+k, zz 5 (u) <k; int S(u). 


Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen. 
Hilfssatz 2. 


y S8*(u) < xz. 
1 








so is 
(103 


Fer! 
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Beweis. Setzen wir 


Pw) = J] (1+ 555): 





plu 
; p= 
so ist 
S(u) p p—li_ -—s, 
(108) P(u) liz ey th II J—>—? 
7 piu 
pei poi 
2 7 2 
-_ ae a a: 
Hf (j+3-3-9) < [7 es : 
pit p=2 


Ferner ist 


me = (Sgn caan 


(p, —D---(%,— 
ou 9? (v»— M) 





ve ates ia 
how! (Pg —V) +++ (Pg (Pee 1)? ... (py — 1?” 


da die Anzahl der Zerlegungen eines Ausdrucks 
(Pi, — 1) ee? (Piy— 1) (Pix << 1)? one (P:,— 1)? 
in zwei Produkte von lauter verschiedenen Ausdriicken p, — 1 gleich 2” ist. 


Somit ist 


BS P?(u) 


92" 
= ie [> + ey Pi. *” —s (Pg —1) +++ (Py — (Pe, —1)?...(p —1)? 





=] i 
St: 5 i tet. th oan ttin. ec tae... wear 
wate, ) +++ (Py — 1) a +++ (Py — 1) 


p=2 
Also ist nach (103), (104) 
(105) z= S2(u) < x >’ P2(u) < xixq- 2 = xz. 
ul u=1 


Beweis von Satz 6. Nach Hilfssatz 1 und 2 und (102) ist fir z> 2, 


x3 
In‘ x 


(106) DAM, 2) << at S(u) <k 


u=1 u=l1 
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Da nach Tschebyschef 
(107) Pr < Crinz, 


sind die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt. Aus ihm folgt die Behauptung 
von Satz 6. 

Folgerung. Die Primzahlen einer arithmetischen Progression at + }, 
t = 1,2,..., bilden eine bestindige Basis der natiirlichen Zahlen. Denn e 
ist bekannt, daB die relative Dichtigkeit der Primzahlen in der Progression 


at-+- 6 in bezug auf die ganze Primzahlenfolge = =) ist. Sie bilden somit eine 
dichte Teilfolge der Primzahlfolge. 


§ 2. 
Allgemeines Kriterium fiir eine bestindige Basis. 


Es sei eine beliebige Folge F = (n,,,,...) von natiirlichen Zahlen 
gegeben. Sei z > 0 und n, das gréBte Glied von F, das nicht gréBer als z 
ist; sei 
(108) Hs, 9) = Dente 

v=1 
(wenn die Folge F fest vorgegeben ist, hingt diese Summe nur von den zwei 
Veranderlichen x und y ab). 

Satz 7. Wenn man fiir eine Folge F eine nur von F abhingige, ganze 

Zahl u > 0 finden kann, die fiir beliebiges z der Ungleichung 


1 


(» (=) 

(109) J ie y)Psdy < C-——— 
geniigt, so ist F eine bestandige Basis der natiirlichen Zahlen. [In (109) ist 
C = C (u) eime von z unabhingige Konstante und N (z) = N;, (z) ist, wie 
friiher, die Anzahl der Glieder von F, die z nicht iiberschreiten.] 

Beweis. Es sei A,(z) die Anzahl der Darstellungen der Zahl i als 
Summe von je u Gliedern n, der Folge F mit n, < z. 

(/ (x, y))" hat die Form: 


uny 


(110) & A,(z) ev" 
v==1 
und es ist 


un, uny 


(111) [f(2, y)P* = ( 5 Ay(2) cos 2yj) +( FA, (2) sin 2 y3)) 


i A} (2) +z 2 A, (x) A, (xz) cos 22y(j —l). 
=% ,t=1 
jt 





Dai 


(11 
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Daraus folgt: : 


(112) {ite y)Pedy = = A} (a). 
j=1 


0 
Es ist, nach (109) und (112), da A, (xz) = 0 fiir j > un,, 


2 un, N z\\n 
(113) S” Aj(z) =< SY’ AP (2) < of (x )) 
j=1 f=. . 
Weiter ist = jf 
(114) Y"A,(z) > ¥' 4,(=). 
jest ja 


Da die letzte Summe offenbar gleich (N =)\" ist, 00 gilt ‘die Ungleichung: 
. 7 -( 2\\" 
(115) D’ As(z) > (x (=). 
jr1 
Bezeichnen wir mit M (x) die Anzahl der A;(x), 7 < 2, die ungleich Null sind, 
dann ist (Schwarzsche Ungleichung): 


(Ee) (w(ey" 


(116) M (2) > -4= > = =. 
E A} (x) (7 (—}) 
j=1 Cc —— 
zx 


Die letzte Ungleichung zeigt, da8 die Summenfolge uF eine positive Dichtig- 
keit > besitzt, da N,, » (x) > M (zx). Daraus folgt, daB F eine Basis bildet. 


Um zu beweisen, daB F auch eine bestiindige Basis bildet, geniigt es 
zu bemerken, daB fiir jede dichte Teilfolge von F von einer relativen Dichtigkeit 
> « die linke Seite von (109), wie aus (112) ersichtlich, nur kleiner werden 
kann, die Bedingung (109) also erfiillt bleibt, wenn man die Konstante C 


» | 
durch ( ersetzt. 
Ju 


ie 
Bemerkung. Die Bedingung (109) in Satz7 darf man im Wortlaut 
des Satzes durch folgende Bedingung ersetzen: 


2 2u 
r—1 - {N{— 

(117) 1 \’ i (a, sir ; C <)) : 
fam a a 


In der Tat ist mit A,(z) = A, 
r—l 
(118) ee oe 
4 r }| 
’ im, w rs} 
7 2 » | | es 
= 43 = a A; A, cos 22 - (j—b). 
1 1i=s1a ( 
j=l 
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Es wird aber 
l 


I 


D>’ cos 22“ (j—l) rn 

a 

sein, je nachdem j —/ durch z teilbar ist oder nicht. 
Es folgt also: 


y l u 


(119) = > lt(z,=)fP = SY AF a) f(x, ye" dy. 
a=0 j= “4 


Wenn die Bedingung (117) erfiillt ist, so wird offenbar auch (109) erfiillt 
sein. (117) kann man auch in der Form 


(120) Sle (a, 4)F" c(N(=)) 


schreiben. 


Anwendung auf die Verallgemeinerung des Waringschen Satzes. 

Unter dem Waringschen Satz versteht man die Behauptung, daB die 
Folge der p-ten (p > 0, beliebig ganz) Potenzen aller natiirlichen Zahlen 
eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet. 

Dieser Satz wurde zuerst von Hilbert (1908), spiter von Hardy und 
Littlewood (1921) und von Winogradoff (1924) bewiesen. 

Es gilt folgender Satz, der als eine Verallgemeinerung des Waringschen 
Satzes angesehen werden kann: 

Satz 8. Die Potenzfolge F = (1”, 27, .. .) (p beliebig, positiv und ganz) 
bildet eine bestiindige Basis der natiirlichen Zahlen. 

Um diesen Satz zu beweisen, werden wir die Erfillbarkeit der Be- 
dingung (117) fiir die Folge der p-ten Potenzen nachweisen. Dabei werden 
wir die bekannten Abschiitzungsmethoden benutzen, die in den obenerwihnten 
Beweisen des Waringschen Satzes (z. B. im Winogradoffschen Beweise) schon 
entwickelt sind. 


Formulierung der Hilfssitze. 
1. Landau-v.d.Corputsche Ungleichung’). g(v) sei eine reell 


differentiierbare Funktion der Verinderlichen v, die fir m>v>n (m, n 
vanz, m > n) folgende Bedingungen erfiillt: 


10 G i (y : 
(121) | P =e os © 
| 0 q (v); 
© bedeutet dabei eine feste Zah! 


5) Val. etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. 341. 
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Dann gilt die Ungleichung 


m 


(122) WV poe . 4n 
on hand 6° 
¥ n 


Weylsche Ungleichung’). 


P (k) sei ein Polynom p-ten Grades in k mit dem héchsten Koeffizienten y. 
Es gilt die Ungleichung: 


n 
123) | ST epmwaae??—* — gap (y2P—1-14 yeP-t—p ‘4 
(125) € {” n R 
| eed ya") ey aa 
k=1 ISh; Sn tiie 


wo das Symbol Tal die kleinere der beiden GréBen: n und reziproker Wert 
] ~ 


des Abstandes von « zur niachsten ganzen Zahl, bei ganzem « die Zahl n bedeutet. 
2. Hilfssatz. Die Anzahl A = A (z, y) der Lésungen der Bedingungen: 


y pih,...h 


p 1» 
0<h < xP (j= 1,...,p—D), 
wo ¥, Z, p > 1 feste positive ganze Zahlen, ist fiir jedes e > 0 nicht gréBer als 
p l 
z ® 
(124) c(eé, p) rs 


wo c(e,p) von 2, y unabhingig. 


Beweis. 1. Wir kénnen annehmen, da$B y< 2”, Denn es gilt stets 


p 1 
x P 
(125) A (x, y) = ¢,(p) - r(z), 
wo 
r(z) = Max. B (m), 
p-1 
” mS p'z p 
wenn die Anzahl der Lésungen von 
pih,...h,_, =m, 
0< hk Ss ze (@=1,....p— 1) 


pol 
mit B(m) bezeichnet wird. Fir c> 2, (p) ist p!z2 » <2, also 


r(z) = Max. (T (m)?—*), 


+7 


wo T (m) die Teilerzahl von m bedeutet. Es gilt fiir jedes ¢ > 0: 


T (m) - C, (€, ?p) m*!p(y—1) ); 


6) Vgl. etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. 253. 
7) Vel. etwa Landau, a.a.0O., S. 250. 
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fir y > z''” besteht also fiir groBe z, also (da bei jedem z nur endlich viele y 
ein von Null verschiedenes A (z, y) liefern) fiir alle z eine Abschaitzung von 
der Gestalt 

p-l 
(126) A(z, y) < ¢,(e, p) 2 7 rile. 

= ! 

z ® 


C3 (e, Pp) 


I 


y’, 


so da8 wir uns auf den Fall y < 2” beschriinken kénnen. 
2. Es besteht fiir den gréBten gemeinsamen Teiler (c,d) zweier Zahlen 
c, d die Ungleichung 


y 


(y, ab) <= (y, a) (y, 5). 
Wir setzen 
Yo = (y, p!), also y < p!, 
d ¥Y = Yo~.- 
Es ist also 
1 + 
A= A(z,y)S— D> (y pth, --- bya), 
1Sh; Sz"? 
s ry ty (z, p! hk, ... h,—1), 
IsShysr'P 
a Yo ' y’ p—t 
<= =p! | (z, h) : 
’ Fe <= 1p 


Wir zerlegen = - (z,h) in Teilsummen X,, indem wir das Intervall 
Pp 


oh 2"! 


Llp 
0< AS [z"’) in [ | fremde Teilintervalle einteilen, von denen die 
jp 


ersten [* | je z konsekutive ganze Zahlen enthalten, das etwa noch ver- 


* 


1/p ‘ 
bleibende aber weniger. Die ersten [=] Teilsummen stimmen iiberein, 
so daB 


/ yp \Wo-t, ~y _ 
4s%pi((S|+1) (Yaa 
h 1 


Es ist, wenn g(a) die Eulersche Funktion von a bedeutet, 


(127) x (4,2) = S’¢.9(=) < Te)-z, 
A==1 fiz 


wo T (z) die Teilerzahl von z ist. Wegen 


T (2) < %(e, p) 24—' 





ist 
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ist s aa 
(dh, 2)" S ele, p) 22-3, 
A=1 
i/p\p—1 
Ax “p!(2=) . Cs (e, p) 2° . 2? —3 
p—1l 
x P 
S 6 (€, p) — ‘y’. 
Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen. 
3. Abschitzung der Summe 
nd 2xin?. bs 
a * 


? 


_—— 
n=1 
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a< @. 


Es ist immer méglich®), einen solchen Bruch . (mit relativ primen g und y) 


zu finden, daB die Differenz < — ~ 


' p—1 
gp 


(128) la <g =o O<yS2plar = 6b. 


‘| 


= folgenden Bedingungen geniigt: 


Fiir jedes a < a gelten die folgenden zwei Abschitzungen (134), (142); 


(134) wird fiir kleine y, (142) fiir groBe y benutzt werden. 
p>, p fest. (Fir p = 1 ist Satz 8 trivial). 


Erste Abschatzung. 
1. Sei a’ > 0. Zerlegen wir die Summe 
7 2ninP 
r= dD e , 
; hows 


<2 => z! P 


in Teilsummen 2,;: Ss 
7 

r= D2» 
— 
y = 


Sei im folgenden 


wo t 
a 
- 7 22i—(eot+u'y? 
(129) ee oe ae 
or pw 
61S a’ = 
= 
(wobei fiir 9 = 0 das Glied mit u’ = 0 fortzulassen ist). Es ist 
(q a’ ap oatt. . = ho 
2 — —_ + 4 2 —_+— » 
oe = Ps e ice y ’ =e . ”) =e ai(+ zy) oe 
z/P—o 
>i + he 
v 
wo 
, 7 ‘ (o+u' y)?— 9” 2na’ 
(130) Ze = ‘ ef (ui g (u’) = a — 
kod y x 
1 —zP—ye 


o=>t 
i] 


*) Siehe etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. 100. 
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Ferner ist nach (128) fiir die in X,, auftretenden u’, da a’ > 0: 
a’ } e— 
‘ f , == 2 ao pt, r al 2 F ° ») =m @ @ e <— 
(131) 9‘ (u’) m—y { u 7) p< 2np—-s2 n. 
Zerlegen wir J, in zwei Teilsummen 


- ne [=] 


(132) Lie a eat und a2 = ef (uy i 


— 
- = z\lp 
. (3) : 
ub oe +1 
" 


Die erste Teilsumme 2), ist absolut 





x p 


aN 





ya'llP 
Fiir alle u’-Werte der zweiten Teilsumme gilt die Ungleichung: 


a’\ilp 


(133) 9’ (u’) - “.2pm-(u'y + o)?-' > 2px-|(—) = @> 0, 


und nach (122) folgt wegen (131), da q’’ (u’) > 0, also die Voraussetzungen 
der van der Corputschen Ungleichung erfiillt sind: 


(133a) lDee| — Spx \a) 
d. h. 
. 7 is 3 xtP 

ae! Slfiel+lLZel Ss ap 

Daraus folgt: 
. i 3 ya? x \llp 
(134) ISe< D125 4; = 39 (i=) 
ja‘| 


o=0 


. Ist a’ < 0, so ist, wenn im bisherigen iiberall a’ durch |a’| ersetzt 


¥ ed, fiir die konjugiert komplexe Zahl »’,, = Se—%! die Voraussetzung 


—_20 


von (122) erfiillt (mit 0 = 2px A) ), so daB (133a) mit |a’| statt a’, 


also (134) allgemein gilt. 


Zweite Abschatzung. 


st: 


a 


Auf Grund der Weylschen Ungleichung (123) 


gpl 


(135) 





a 
22i—n? 
z 
( 


<@-(le * +37 
— a 
0<h;S [zip] [pt hy -.+ hy ~~ 


lez 








W 


N 
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l 
(136) = : 
|p! hy... hp—1—| | oth lp~s— + ptt Apa S| 
| x} Le: a ees Mp yy Pp: zy | 
—e I — 2 
= 2. hoe q | 
ppt Ay ---hy- "b- + =| | Pi hy --- hp—s y 


da |Q| < 4 nach (128). (Diese Ungleichung gilt auch fiir y/p!h,...h,_). 


Ks geniigt folglich, die Summe 


(137) y’ - a = a 
kom = hy = [2] Ip! hy veoh, aa 
zu untersuchen. 

In dem Falle, wo das Produkt p! h,...h,_, durch y teilbar ist, ist das 
betreffende Glied von (137) gleich [z'”]. Die Anzahl der Produkte 
p!h,...h, ,, die durch y teilbar sind, ist nach Hilfssatz 2 nicht gréBer als 

p-l p-l 
xr P r ! 
c(e) — y*, also ec ~ =a") 


Die Summe aller zu diesen Produkten gehérenden Glieder ist nicht gréBer als 


ean cz 
(137 a) concer » 
y) 2p 


Betrachten wir jetzt den Fall, wo das Produkt p!h,...h, , durch y 
nicht teilbar ist. 


Die Reste modulo y einer jeden Zahlenfolge von der Form 


q(u+ 1), gq(u+ 2), ..., g(u+ y), 
wo (q, y) = 1, sind, abgesehen von der Reihenfolge, alle ganzen Zahlen von 
Null bis y—1. 
1 (w+ t) 
Die entsprechenden Werte von —, wo a, der Abstand von q =  gur 
x 
‘ 
nichsten ganzen Zahl, 1 <t< y und ¢ + — u (mod ¥y) ist, sind, abgesehen 
von der Reihenfolge, folgende: 





y y y y Y 
2's Taye 3° 2h 
. Tr y : ; , ° 
wobei das Glied Toft ein- oder zweimal auftritt, je nachdem y gerade oder 
y/2) 


ungerade ist. Die Summe dieser Werte ist fiir y > 1 nicht gréBer als 4 y In y. 


*) e(e) und ¢ sind von p abhangig; p ist aber fest. 
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Aus (136) folgt, da8 die Summe der verschiedenen unter den entsprechenden 
Werten in (137) nicht gréBer als 

(139) 4ylny 

ist. 

Andererseits kann bei jedem ¢’ > 0 fiir > 2, () jede Zahl unter allen 
Produkten p! h,...h,-,, die nicht gréBer als p! x ” sind, nicht mehr als 
x mal auftreten, Se die Gleichung p!h,...h,_, =m <p! héochstens 
T(m)?-* = 0 (z*’) Lésungen h, ...h,_, hat, wenn T(m) die Teilerzahl von m ist. 

Die Summe aller Ausdriicke ——__!__ —, die tiber alle durch y nicht 

lp! A,.-8 : 

| 1 Pils 
teilbaren Produkte p! h, ...h,_, erstreckt ist, ist nach (128) nicht gréBer als 

I 
(140) ylny-2"?® < pla P ; 
mit beliebig kleinem ¢”, fiir 2 > z,(¢’’). Wahlen wir e” = a Also ist 
nach (137)a und (140) 
l ‘ 
(141) - = a <e(z! wo -+ s=p,)- 
0< hy let?) \P° hy eee hoe, =} 

Daraus folgt nach (135) 


tw 








2p—1 
\y jep—1 _ | Sy) rasta ° 
(142) al = | j e ® 
lo<asz'lp | 
qe—3 ..3 p—*t zx \ 
: : me! jt. yl—1/2p 
- 42P 1 eben * ie — (+2 °)| 
< 4 ciz 3 +z ? y ! 





ap—) 34 te 
= = x 
< @’ p _ » oe p 
~ 6 ad 1—1/2p |" 
y 


4. Abschitzung der Summe 


= i u 


cs \’ 22inP— |} 
4 é 





hed 
Fy 0 |o<zSe2'P 
ai p* , 
2 n s “ 
Wir ersetzenin YX, = YS’ e 7 die Zahl “ ; nach (12 8) durch 4 a + 
y * 


o<nz'P 
schreiben J, = (a’, y) und beriicksichtigen dabei nicht die Abhingigkeit 
von (a’, y) von q, da wir in (134) und (142) eine von q unabhangige Abschitzung 
von 2, nach oben gefunden haben. Es kann verschiedenen a mit 0 < a < 2 
dasselbe Paar a’, y durch (128) zugeordnet sein, aber, fiir jedes einzelne y 
héchstens ymal. Denn es sei a = a, das Paar a’, y zugeordnet, und a, bedeute 
die verschiedenen a > ao, denen auch a’, y zugeordnet ist (wachsend geordnet), 
dann ist a,y— q,a = a’ (§ = 0,1,...). In (a; —a,) y = (GQ; —- q,) & ist 7 
i >jstetsq, > q;, day >0, a, > a;; d.h. es ist ¢; — qJ) > i, also a, — >- — 


=," 
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Dies ist fir 0< a,< z nur méglich, wenn i< y, womit obige Behauptung 
bewiesen. Wir haben also nach (128)!) 


z—1 {d) {ec} 
(143) DisrsDd vy Dd \e.wr 
a=0 y=1 a’ =(—e]+1 


1 
1. Wenn y > 2*?~? ist, so wird auf Grund von (142): 
1 1 


l(a’, y)|< 2c'a? 2? 
Wenn u > p 2” gewahit wird, so gilt also die Ungleichung 
oP 
(143) \(a’, y)| < Ky(u, p) =. 
1 


2. Fir y= a??—1 haben wir nach (142), (134): 





. - [2c xP 3a'Py 
(144) l(a’, y)| < Min. |=“, ie | 
L yar 
Zerlegen wir die Summe 
: es 
(145) y- DS |@’,y! 
a'=[(—c) +1 
in zwei Teile, geméB den Ungleichungen: 
2p-1 2p-1 
| 1 pt 1 p+ P= 
. ja’l =- 2P 2. |a’| > = 2P 
L|vjssy” @, la'|>s5y 


Aus (144) folgt, da8 im ersten Teil der Summe (145) 


2c’ xP 
’ < 
a,yis i-iap” 
—_ 
y 
im zweiten Teil 
: 3 xP, 
(146) l@a’,y|s — 7 
eum” 4 


Die Summe der Glieder, die zum ersten Teil von (145) gehéren, ist also nicht 
groBer als 


2p—-1 








pt+= 
(2 c’ zilp)e 7] 2P 
(146 a) *Y (ane 7p 
"ae ) 
Wenn wir also u > (p a a Be ) ea. z. B. a > 3p 2” wahlen (es 
= \ op * J2p—1 ~~ — 
ist p > 1), wird diese Summe 
aan) ce g(teitite’*—? 


y? 


10) b, ¢ sind in (128) definiert. 
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Die Summe der Glieder, die zum zweiten Teil der Summe (145) gehéren, 
ist nach (146) 


\? (3 y)" rt 

< grip uly 

=> a 
a’=m 


2p i 
— : a , ‘ , l p+ 
(die Summation ist iiber alle Werte von a’ zwischen m = | <9 2P | 1] 
ct P 


und + co erstreckt). Es ist: 
20 ' x zg 
- (3 y)** r (3 y)" ; (3 y)" ¢ * gh 
(147 a) zie Z < gulp da’ 4 ——— 
/ rulp ‘ul u 2p 1 
— a a —{p } 
a’ =m = p \ 1 
¥ 
K,(u, p) 2"? (Zy)* the @ ght 
,. 22-1 (n+ 2 1.1) */, 2p—1 
2P.» oP p \ av 
y y 


Wenn u > 3p 2” gewiahlt ist, wird der letzte Ausdruck kleiner als 
(147 b) K, (u, p) : 


(wo K,(u, p) eine nur von u und p abhingige GréBe bedeutet). 
Fiir u > 3 p 2” haben wir also nach (143a), (147), (147b) die Ungleichung 


b) te} = 
(48a) ( Sy YS” la’, wit) < Kulu, p) aw S42 
7] es {—el+1 y=1 


“ p > ‘ae + 
z , “ , 
+ — K, (u, p)x ? v< K (u, p) x". 
z - 


Somit bekommen wir fiir die Summe (143) die Abschitzung: 


(148) 5’ : ats er 
hab 


oe ! 
a 09 |o<ansallP 


< K (u, p) x". 


Beweis des Satzes. Da die Anzahl N (x) der Glieder der Potenzfolge 
lv, 2”,..., die eine Zahl x nicht iiberschreiten, durch den Ausdruck [xr] 
gegeben ist, so kénnen wir nach (148) schreiben: 


e—1 1 |eu _ 
(149) : : a ae " K (u, p)(N(=)) 
a=e ‘<a cllp 


d.h. die Bedingung (120) der Bemerkung zu Satz 7 ist erfiillt. 
Damit ist der verallgemeinerte Waringsche Satz vollstindig bewiesen. 


(Eingegangen am 1. 3. 1931.) 
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Zur Approximation algebraischer Zahlen. 
(Uber den gréBten Primteiler binirer Formen.) 
Von 


Kurt Mahler in Géttingen. 


Im Jahre 1908 zeigte Thue (1,2) folgenden Satz: ,,[st ¢ eine reelle 
algebraische Zahl n-ten Grades, O eine positive Zahl, so gibt es nur endlichviele 
verschiedene gekiirae rationale Zahlen p/q, die der Ungleichung 


= +1+4) 


> 





7 —¢| S49 
gentigen. 

Dieser Satz wurde 1920 von Siegel (3, 4, 5) verschirft; er zeigte, daB man 
den Exponenten n/2 + 1+ 0 ersetzen darf durch 

p . _min (- : pts 0): 
s 9 2 nm 1 
ferner stellte er einen allgemeineren Satz auf iiber die Anniherung einer festen 
algebraischen Zahl durch algebraische Zahlen niedrigeren Grades. 

In der vorliegenden Arbeit untersuche ich nur die Anniherung durch 
rationale Zahlen; jedoch wird die gleichzeitige Approximation reeller und 
P-adischer Wurzeln derselben algebraischen Gleichung untersucht. Das 
Hauptergebnis lautet folgendermaBen: 

,, Bedeute f(x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 
vom Grad n> 3, P,, Py, ..., P; endlichviele verschiedene Primzahlen, 
£, 01, Co, -- 050 je eine reelle, eine P,-adische, eine P,-adische, usw., eine 
P,-adische Nullstelle von f(x). Der gewéhnliche Absolutbetrag werde durch 
zwei senkrechte Striche, der P,-adische Wert durch zwei solche Striche mit dem 
Index P, bezeichnet. Es sei B der Siegelsche Exponent und k > 1 eine feste 
Zahl. Dann besitzt die Ungleichung 


| t 
min | 1, r ~¢}) [7 min (1,| p—q6-\r,) S kmax (|p|, |q\)-’ 
' t==1 


q 
héchstens endlichviele Lésungen in gekiirzten rationalen Zahlen p/q.* 
Mit diesem Satz ist der folgende fast gleichwertig: 
,,Bedeute F(x, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen_ Ko- 
effizienten vom Grad n > 3, p und q zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen, 
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P,, Py, ..., P; endlichviele verschiedene Primzahlen, Q(p, q) das gréfte Potenz- 
produkt derselben, das in F (p, q) aujgeht. Die Ungleichung 
|F (p, 9)! 


Mi 2B fh jn —6 
Ciray = * max (|p|, 9) 


besitzt dann héchstens endlichviele Lisungspaare p, q.“ 

Dieser verallgemeinerte Thuesche Satz wird benutzt, um zu zeigen, 
daB der gréfte Primteiler bindrer Formen von mindestens drittem Grad mit 
ganzen rationalen Koetfizienten, die im Kérper der komplexen Zahlen mindestens 
drei _verschiedene Linearformen als Teiler haben"), tiber alle Grenzen wiichst, 
wenn fiir die Argumente zwei teilerfremde*) ganze rationale Zahlen p,q mit 
max (|p|, |q|) + co eingesetzt werden. 

Der Beweis dieser Sitze besteht in einer Ubertragung des Siegelschen 
Beweises in der Arbeit (5) auf P-adische Kérper. Man kann fast alle Uber- 
legungen auch hier durchfiihren, da diese Kérper bewertet sind. In der vor- 
liegenden Arbeit gelingt es, durch einen einfachen Kunstgriff die Beweis- 
fihrung méglichst lange im Bereiche der rationalen Zahlen zu belassen. 
Erméglicht wird der Beweis durch die Ungleichung 


la| IT \a\p, am i, 
t=1 
die fiir ganze rationale Zahlen ungleich Null gilt. 

Eine weitere Arbeit wird Abschitzungen fiir die Lésungsanzahlen der 
hier betrachteten Ungleichungen gewidmet sein. Offenbar kann man alle 
Schliisse und Sitze auch auf die Approximation algebraischer Zahlen durch 
algebraische Zahlen niederen Grades iibertragen, indem man sich an die 
Arbeit (3) von Siegel halt. 

Herrn Prof. Siegel méchte ich an dieser Stelle fiir eine Reihe von Ver- 


besserungsvorschlagen danken. Mein Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der 
Deutschen VW issenschaft fiir ihre Unterstiitzung. 
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1) Ohne diese Einschrankung ist der Satz falsch. 
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Bezeichnungen: 
F(x, y, .--)| bedeutet das Maximum der Absolutbetrage der Koeffizienten des Poly- 





noms F (z, y,.. .). 

x| bedeutet den gewéhnlichen Absolutbetrag. 

|x| p bedeutet den P-adischen Wert einer P-adischen Zahl. 

f(x) ist gewdhnlich ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten vom Grad n >3 und mit f(x)| =a. Eine reelle Nullstelle 


hiervon wird mit ¢, eine Pz-adische Nullstelle mit ¢, bezeichnet; ver- 
schiedene gleichartige Nullstellen werden durch obere Indizes unter- 


schieden. 

et Ae P; sind gewoéhnlich endlichviele verschiedene Primzahlen. 

Pq sind gewéhnlich zwei ganze rationale teilerfremde Zahlen; es wird zur 
Abkirzung |p,q| = max (|p|, |g!) geschrieben. 


I. 


1. Hilfssatz 1. Zu zwei Polynomen mit ganzen rationalen Koeffizienten 
vom Grad n bzw. N: 
n N 
f(z) = La,x*—", F(z) = LY Ayxr—* 
A=0 h 0 
gibt es zwei Polynome F(x) und F*(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten 
héchstens vom Grad N —n bzw. n— 1, so daB 


ad F (x) = f(x) Fy(x) + F* (x) (d = max (0, N—n+1)) 

ist und folgende Ungleichungen bestehen: 
Fy (x)| < [F(z)| (2/f(a)|)* und [F*(z)| < [F(x)| (2/f(x)})*. 
Beweis. Die Identitit 
1-F(z) = f(z)-0+ F(z) 

zeigt, daB die Behauptung fiir N <= »—1 stimmt. Sie sei bereits fiir alle 
Polynome F(z) vom Grad N <= n + k — 1 nachgewiesen, wobei k eine nicht- 
negative ganze rationale Zahl bedeutet. Hat dann F(x) den Grad N = n -- k, 
so geniigt offenbar das Polynom 


F (x) = a, F (x) — Ay 2% ~" f (x) 





der Ungleichung = 
F (z)| < |F (x)! -(2| f(x) }) 
und ist héchstens vom Grad N — 1 = n+ k—1. Also gibt es nach Annahme 
zwei Polynome F,(z) und F*(z) mit ganzen rationalen Koeffizienten héchstens 
vom Grad N —n—1 bzw. n—1, so dah 
at F (x) = f (x) F, (x) + F* (2) (d = max (0, N -~n) = d—1) 


und 


—~ t 


\Fo(z)| < | F(a)| (2\f(~l", | P*(a)) < | F(a)| (2}f(x)\)" 
ist. Setzt man 


F, (az) = at! Aya*—" + F, (2), 


0 


F* (x) = F* (z), 
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so wird jetzt in der Tat 


ad F (x) = f(x) Fy (2) + F* (2) 


und die zu beweisenden Ungleichungen 


F,(z)| < [F(x)| (2 flx)1)*, F* (x)| < |F (z)| (2{f(a)])? 
sind erfiillt *). 


2. Von jetzt ab bedeutet 


ts 
f(z) = Sayar-? (a = {f(@)| =1) 
h 0 
eine Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten mindestens vom dritten 
Grad, das im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel ist. 

Seien r und s zwei natiirliche Zahlen, von denen die erste groB, die zweite 
aber kleiner als n ist; # bedeute eine feste positive Zahl, m diejenige natiirliche 
Zahl, die der Ungleichung 

n-+-ovo 


m= | ljr< m+] 


geniigt. Zu jeder natiirlichen Zahl A gibt es genau 


N = (24+ 1)+r+ve+n 
Polynome 
m+r & 
P (a, y) aS LAnrwry 
h ok 0 
vom Grad m--r in 2, s in y mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nur 
der Ungleichung 
P(z,y)|\ =< A 
geniigen. Wird gesetzt 
1 a P(x, y) 


P,(z, y) = 7 (i = 0,1, ..., m+), 


da x! 


so besitzen auch diese Polynome ganze rationale Koeffizienten; speziell ist 
m+r s 
oI | h 
P, (x, xz) = S \ (,) Ang w®t+*—! (1 = 0, 1,....m+7) 


h=0 k 0 


in z héchstens vom Grad m -+- r+ s —I und geniigt der Ungleichung 


— <7 sh jm+r+l 
P, (x, 2) <4) (,) = A| L+1 ) 
A=0 
m+r+i1 
70 Naren eae 
k=0 


2) Der Hilfssatz bleibt offenbar richtig, wenn d durch eine gréBere Zahl er- 
setzt wird. 
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Nach 1. kénnen zu P,(2, xz) zwei Polynome P,,(z) und P?(z) mit ganzen 
rationalen Koeffizienten bestimmt werden, so daB 


f(x) Pio(z) + P(x) (lL = 0,1,...,m+7n), 


aw t+r+1P, (zx, 2) 


| 
il 


max (| P,,(x)|, | P?(z)|) <= | P, (2, x)| (2a)"+"* 
< Wtr+1A(Qaymtrt+t = (4ajmtrtiA 
ist, denn es besteht die Ungleichung 


max (0,m+-r+s—l—n+l)sim+4+r+1. 
Also gibt es fiir das System der mr Koeffizienten der r Polynome 
P} (zx) (ij = 0,1,...,r—1) 
héchstens 
(2(4a)™*+r+14+1)"" ((2A + 1)(4a)™+r+1)9" — M 
verschiedene Mdéglichkeiten. Bestimmt man die natiirliche Zahl A durch 
m 7 rt 1) 
2A l > (4a) 7? > 2A—1, 
so ist aber 
M<N 
wegen 
(m+ r+ 1)(s+ 1) nr > Or. 
Folglich gibt es dann in der Menge der N Polynome P (z, y) mindestens zwei 
verschiedene Polynome P’(z,y) und P’(z, y), fiir die die zugeordneten 
Polynome 
P;*(z) und P;'*(z) (i = 0,1,....r—1)) 
sliedweise der Reihe nach iibereinstimmen. Die Differenz 
R (x, y) P’ (x, y) — P” (x,y) 
verschwindet nicht identisch; ferner ist 


n 
(m+r+)— (m+r+1)- 
% 


R (2, y)| <= 2A cq (4a) "+1 sx 2(4a) 
und wenn 
d' t* R(x, y) 


Atkto a! Oo y* 


Rix (2, y) 
gesetzt wird, so sind alle Polynome 
Ry, 9 (z, 2) (hk = 0,1,...,r—1) 
ohne Rest durch f(z) teilbar, also von der Form 
Ry. (x, 2) = f(x) H,(2) (h = 0,1,....°—1). 
Offenbar bestehen folgende Taylorentwicklungen: 
Ryo(z, y) = 3) DS’ Rie(%2)(;) (@—2P-" (y— 2) 


h ok 0 (6 = 0, 1,....m-+7r) 
oder 


Ryo (x, y) = (2x —2)"~' F(a, y, 2) + (y —2) Gi (2, y, 2) + F(2) Ay (2, 2), 
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mit den Abkiirzungen 


reer h 
F,(z, y,2) = > a. Ryx(z.2){ ; ) (2-2) —"(y—2F, 
A=rtk=o6 
r—i J F 
G, (x, y, 2) = > > R, x (z, 2) | , ) (x2-—z)'—‘(y—z}-!, (t = 0,1,..., m+4) 
h ok 1 
I Ryg(z.2) fh 
H,(z,2) = a, “tas ? }(a—z)j-#, 


h = t 


Diese neuen Funktionen sind simtlich Polynome, und zwar haben F,(z, y, z) 
und G,(z, ¥, z) ganze rationale Koeffizienten. Fiir 1>vr verschwinden 
G,(z, y, z) und H,(r, z) identisch. 

3. Da das Polynom R(z, y) nicht identisch verschwindet, so sind in der 
Entwicklung nach Potenzen von y 


R(z, y) = > u, (x) y* 


t= 0 
nicht alle Polynome 


Uo(Z), Uy (7), ..-, U,(Z) 
identisch gleich Null. Seien etwa genau s’ + 1 (s’ > 0) von ihnen: 
Uy, (Z), Uy, (Z), ---, Up, (2) 
linear unabhingig in bezug auf den K6rper der rationalen Zahlen; da ihre 
Koeffizienten in diesem Kérper liegen, so sind sie auch linear unabhangig in 
bezug auf den Kérper der komplexen Zahlen. 
ihre Wronski-Determinante 


A(x) = | (i,j = 0,1,..., #) 


verschwindet also nicht identisch. Diese Determinante ist aber héchstens 
(s + 1)-reihig und ihre Elemente sind Polynome mit ganzen rationalen Ko- 
effizienten héchstens vom Grad m+ r. Folglich ist A(x) ein Polynom mit 
ganzen rationalen Koeffizienten héchstens vom Grad (s + 1) (m-+ r). 

Sei von jetzt ab r>ss, also erst recht r>s’. Nach Annahme lassen 
sich die Polynome u,(z) linear mit offenbar rationalen Koeffizienten durch 
die Polynome «,,(z7) ausdriicken. Dadurch geht R(z, y) iiber in eine Summe 


R(x, y} = \’ Up, (u) U;(y) 


mit gewissen s’ + 1 Polynomen 


Ug(y), Uy(y), ---» Uv (y), 
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die rationale Koeffizienten haben, von niederem als n-tem Grade sind und 
von denen kein einziges identisch verschwindet. Differenziert man die Dar- 
stellung von R(z, y) wiederholt nach z, so kommt man zu folgenden linearen 
Gleichungen fiir die Polynome U, (y): 

] 
v! 


_ | 
Riu (2, 9) = 7D! ul (2) Us(y) = (ey Fila, ys y) + Hy) Hela 9). 
j=o 
Sei A,(x) die Unterdeterminante des Elementes u{° (x) in der Determinante 
A(z); die vorige Gleichung werde mit i! A,(x) multipliziert und iiber 
i= 0,1, ..., s’ summiert; dann folgt 
A(z) Us(y) = (2—yy—" Si! (2— yy’! Ac(2) F(z, yy) 
+ f(z) S” i! A, (2) H(z, y). 
Dieser Gleichung entnimmt man aber, da8 die simtlichen Polynome 
A (x) Uy (zx) (Ah = 0,1,...,r—s’—1) 
und also auch die simtlichen Polynome 
A (x) (h = 0,1,...,r—s’—1) 
durch f(z) teilbar sind, weil U,(z) von niederem Grad als das irreduzible 
Polynom /(z) und daher hierzu teilerfremd ist. 
Wegen der Irreduzibilitét von /(z) ist somit das Polynom A(z) durch 
{(z)—*, also erst recht durch f(z)"—* teilbar; wird 
A(z) = f(zy—* D(z) 
gesetzt, so ist auch D(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und sein 
Grad iibersteigt nicht den Wert 


n+ 6 


(s+1)(m+r)—(r—s)n = 6+)T4 





r—(r—s)n 
<= 0r+(n—1)n = d?). 


4. Seien 2 und “ zwei gekiirzte rationale Zahlen und 
1 2 
n 
(m+er+D = 
max (| P|, |92|) > 2 (44) , 
also erst recht i 
max (|P2|, |g2|) > | R(2,y)|. 
3) Es gilt sogar (s’ + 1) (m+ r) — (r — 8’)n>Grad von D(x), woraus 8’ =@ 
fir 6 = 1 und groBes r folgt, und damit werden die U,(y) wieder iiberflissig. Bis 


10. brauchte dann fiir a nur die triviale Einschrinkung ¢, + 0 gemacht zu werden. 
2 


(Anmerkung von C. Siegel.) 
Mathematische Annalen. 107. 46 
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In der Entwicklung nach Potenzen von zx 
R(z, y) 7m v* V,(y) 


ist mindestens eins der Polynome V,(y) nicht identisch Null. Seine Koeffi- 
zienten sind ganz rational und nach der vorigen Annahme kleiner als eine 
der Zahlen | p,| und !|q,|; das Polynom ist also nicht durch q,.y — pz, teilbar, 


folglich an der Stelle y= © von Null verschieden. Als Funktion von z 


G2 
ist daher 


R(x,@) = S’u, (2) U, (2) 
q2 a q: 


} 


nicht identisch gleich Null, so daB8 auch nicht alle Zahlen 


U, (=) (j = 0,1,...,8’) 
G2 
zugleich verschwinden. Ohne Einschrankung ist etwa U,( o )+ 0. 
\ qo 


Wegen 
A(x) Ug(y) = "i! A, (2) Reo(z, y) 


besteht aber die Identitat 


).. y’ -1 \ RP. Pg 
A(z) Uy} 7) T 2 t! A; (z) Ryo 2, a)" 
Die linke Seite verschwindet nicht identisch in z und nimmt den Wert Null 
auBer bei den Nullstellen von /(x) nur noch hei den Nullstellen von D(z) an. 


) & 


Das Polynom f(z) kann wegen seiner Irreduzibilitét die Zahl — nicht zur 


vB 
Nullstelle haben. Dagegen kénnte das Polynom D(z) bei x = verschwinden, 
1 


aber héchstens zur Ordnung d, da sein Grad nicht gréBer ist. 
Mindestens eine der d + 1 Zahlen 


A(®), a’(2),...,4@(2 
\s, ) BY (9, 


mu8 demnach von Null verschieden sein, etwa 
Aw (PF) + 0. 
va 
Durch wiederholtes Differenzieren der Identitat 


A(x) U, (2) i yi A, (zx) Rio( 2, =) 
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kommt man zu der eee 


400(2) v(2) = 3 S64 (f) 4°92) Rano 22) 


i=o0 h=0 
deren linke Seite nach der vorigen Bemerkung nicht verschwindet, deren 
rechte Seite aber eine Linearform mit endlichen Koeffizienten in den Zahlen 
Pi Ps oe , 
Rao (B, Be) (h = 0,1,...,d+8’) 
ist. Folglich mu8 mindestens eine dieser Zahlen von Null verschieden sein, 


etwa die Zahl R,o(2, »). Der Index i ist héchstens gleich 
1 2 


d+s< Or+(n—l1)n+s8s << Or+n?—1. 


Von jetzt ab setzen wir voraus, daB 


= 4,7 => 2n’, 
also erst recht 
t=<r--l 
ist. In der Identitat 


Bao(tr) = (RA) Fe(Gh get) + (GR —2) (GD ght) 


+ f(2)H.(%, 2) 


ist dann die linke Seite von Null verschieden, wahrend rechts der Faktor 
Pi 
¥ BT 
zu einer positiven Potenz vorkommt. 
5. Die bisherigen Entwicklungen haben zu folgendem Ergebnis gefiihrt: 
Hilfssatz 2. Bedeute: 


f(z) ein trreduzibles Polynom imit ganzen rationalen Koeffizienten vom 


— § 


Grade n > 3, 
a die natiirliche Zahl (7 (z)|, 
8 eine nattirliche Zahl kleiner als n, 


r eine natiirliche Zahl gréfer oder gleich 2 n’, 
0 <= } eine positive Zahl, 
m die natiirliche Zahl m = [(“+% —1)r]. 





Dann gibt es ein Polynom R(x, y) mit ganzen rationalen Kocffizienten, das 
in x héchstens vom Grad m + 1, in y héchstens vom Grad s ist, der Ungleichung 


[Re wis 2(4a)"*"* > 


geniigt und folgende beiden Etgenschaften besvizt: 
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a) Setzt man zur Abkiirzung 
F; (2, y, 2) 


mtr a 


= SY Parle, 2)(§)(e—2-"(y—2)4, 


A=r kt=06 


G, (z, y; 2) 


= YD Basle, 2)(5) (2-2-4 (y 2), 


h=0 k=1 


ane 


(Fax (ay) ~ Aiki ax ayt 


r=—1 


R, .(z. 2 
H,(z,2) = Pd =e ("\(a —2)r-4, 


h=0 





so sind diese drei Funktionen Polynome in 2, y, z, die ersten beiden sogar 
mit ganzen rationalen Koeffizienten, und geniigen der Identitat 
Ryo (z, y) - (x — zy ‘F,(z, y; z) ey (y base 2) G, (z, ¥, 2) + f (2) H;(z, z). 
b) Sind - und a zwei gekiirzte rationale Zahlen mit 
1 2 
(m +r+)) = 


max (|_|, |92|) > 2 (4a) *, 
so gibt es eine natiirliche Zahl 
ts Or+n*?—1l sr -—l, 
so da die Ableitung 
R,,(2, P) 


% % 
nicht verschwindet. 


II. 
6. Die Gleichung 


f(z) = agz*+a,2"-' +... +4, =0 
ist nach Voraussetzung im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel. Wir 
nehmen an, daB sie im Kérper R der reellen Zahlen eine Wurzel £, im Korper R, 
der P,-adischen Zahlen eine Wurzel ¢,, im Kérper R, der P,-adischen Zahlen 
eine Wurzel ¢, usw., schlieBlich im Kérper R, der P,-adischen Zahlen eine 
Wurzel (, besitzt; dabei sind P,, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Prim- 
zahlen. Die Kérper R, R,, Ry, ..., R, sind bewertete KGrper; einer Zahl 
« + 0 aus R wird als Wert |a| ihr absoluter.Betrag, einer Zahl a, + 0 aus R, 
wird fiir tr = 1, 2,...,¢ als Wert |a,|», diejenige Potenz Ps" zugeordnet, 
fiir die die Zahl Pf’ a, cine P,-adische Einheit ist; die Zahi Null dagegen 
hat in allen Korpern den Wert Null. Da der Kérper der rationalen Zablen 
in allen Kérpern R, R,, R,, ..., R, als Unterkérper enthalten ist, so sind 
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fir seine Elemente simtliche Bewertungen gleichzeitig definiert. Fiir ganze 
rationale Zahlen « + 0 geniigen diese Bewertungen speziell der Ungleichung 


ja| IT |, a 1. 
Weiter gelten fiir Zahlen aus den Kérpern R, R,, R,,..., R, die Rechen- 
regeln 
|aB| = |a|| BI, ja+,B| S |a| +6, 
te Be|p, = |@rlp, |Brlp,» |e + Bele, S mMax(|ae|p,,|Belp,) (t= 1,2,...,8). 


Als Anwendung hiervon beweist man leicht die Ungleichungen 


t 
el Satls [Cele Sa (7=12%-...95 MM max (1, |ele) So 


7. Nach Satz 2 und seinen Voraussetzungen ist offenbar die Zahl 


. = g@tr—igsR. Pi : Ps’ 
Re fh qs “0 b G2 
ganz rational und von Null verschieden, ferner 


m+ria 


R(z, y) < 2(4ay"*"*" 9S” Sarys, 
A=0 k=0 
- ,2 ate es 
Reo(, y) < 2(4a)™ "> SY Y(t) ah eye. 
Wegen aren 
h 
(sD) =sr 
und aa 
a+r ma+r—i m+r—i 


Slavens Decne ys (My eameatanens 


bY <D(i)y=a+y 
k=0 k=0 


folgt demnach 


Rig (a, y) WB tPt (4a) FL + ay tr-K(1 + yy 
und hieraus 
[Ry] << wtrtr(hay” "FC p,] + qi tr—! (pel + lgel- 


Fiir beliebige ganze rationale Zahlen p und q werde die Abkiirzung 
|p, q| = max (|p!, |9|) 




























eingefiihrt; wegen 
lpal + lel S2l Pug! Pel + |¢2! S 2lp2g9|, (m+ r—i)+s<m+r+n—1 
ergibt sich dann 


(mm +r+1)— 


[Re] SB wert (4a) pag t'— ‘| Pa dal’: 

Weil ®, ganz rational ungleich Null ist und dieser Ungleichung geniigt, 
so ergeben sich fiir die Bewertungen dieser Zah] nach 6. nun leicht die unteren 
Schranken 

|R| = 1, 
[Maley ze (2H #m (4a) T LD, gy Im] pagal), (71,2, 


(mt+r+1)— 


t 
LINK = {22+ +" (4a) > | Pa MI" *"—*| Pa del? $s 


t 
|e| IT | Ren, = 1 


8. Sei ferner 
Be = Pt gs F, (2.2 ds 1t), G, = gr *"—*q3G, (2,2 Ps ¢) 
und 
Bie =q> qiF (2, Pt), 
(r= 1,2, »4) 


6. = getr- i qi~'G, (2, B ¢e). 


Um fiir die Bewertungen dieser reellen bzw. P,-adischen Zahlen obere 
Schranken zu gewinnen, mu8 in beiden Fallen verschieden vorgegangen werden. 

Fiir die beiden Zahlen {, und ©, kommt man so zum Ziel: Ahnlich wie 
in 7. erhailt man aus 


n mir + 
R(z, y) < 2(4a)"""*"9 py Sr 
die Majorante o> wie ? s pe 
Rar (2, y) <2(4a)"""*” e £ SHG ie 
=0 p=0 
wegen ti< 


somit die Ungleichung 


| Rare. | S 2(4a)"°"*” 5 ¥ po + 1jetP—A—k, 
Von jetzt ab nehmen wir we? 
A—e]<1, |2-¢l< 


an, soweit diese Absolutbetrige vorkommen. Dann ist offenbar 


max (|Fo( Fs Bee) [(H Sipe el 











und 
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und wenn man die letzte Schranke einsetzt und die Summationen iiber A 
und k ausfiihrt: 


m+r x 


S< sae” ***?3 > MC)@+ 1} (a + 2)e—-#+?, 
e=0 f=0 


Es ist aber wegen a> 1 


(Js Ses 


y (*) (a + 1) (a + We-t<= Qmtr Py (a + 2) 
ePr Re: ") (a + 2) —_ aetr(a + 3)" tr = (2-4a)™*", 
Se+ ws 35) a+ = (a + 37 S40" S(4a)"—* < 3 (8a), 
f=o io 


also erhalt man 


n 
(m+r+i)— 


S <= }(4a) 7 (Sajetrta, 


und schlieBlich 


r+il 


max (|%;,|, |©,/) = }(4a)”" ’F (8a)m+r+ "Iq, |("*"—*| Qe). 


Noch einfacher kommt man zu Schranken fiir §%,, und ©,,. Diese Aus- 
driicke sind Polynome in ¢, mit ganzen rationalen Koeffizienten héchstens 
vom Grad m+ r-- s; also ist 


max (|¥;7|p,, | Gye |p,) Ss max (1, [0 


S max(1,|¢-|p,)™trt"—* (tx = 1, 2, ..., t). 





p,)™ +r+e 


Wegen 
t 
Cele, Sa und [] max, \tle,) <a 


t=1 


folgt hieraus 
max (| Bele,» | Geelp,) s errr (t = l, 2, eeey t), 


t 
[] max (\Secle,, | Gielp,) <= qmtrt+n—1. 


t=1 


9. Die Abschiatzungen in 7. und 8. wenden wir auf die Gleichung 


(Pi Pe\ _ (P; "rr Pi Pre Pa ) Pi Ps 
Rio (2, 2) = (2-2) F(2, 2 2) +(2—2 G; - , 2) 


%° a  F 


+ £2) He, 2) 
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an, indem wir fiir z der Reihe nach ¢,¢,,¢,,...,¢, eimsetzen; dann fiallt 
jedesmal rechts das letzte Glied fort und man kommt zu folgenden Formeln: 


rs (p ri = \ 
% =(2—¢) &+(2—C)6, 
Ry = (Pi — M10) * Ber + (Po — Gabe) G, (et = 1, 2,..., 8), 
aus welchen durch Ubergang zu den Bewertungen 
= 
|B—el), 
|Rele, S max (| Fie|p,, | G,-|p,) max (|p, — 9,0: Ip, lh 92¢e\P,) 


oy on 5, &, . wane 


r—d 


|R,| < 2max (| Fl, |G.) max (| 2*—¢ 





folgt. Jetzt werde fiir 
| RI, | Ry |p, | Bel, (Berl p,s | G,\, |G; |p, 


ihre untere bzw. ihre obere Schranke eingesetzt; alsdann kommt man zu den 
Ungleichungen : 


n 


r—t = 
* lesf?*** leah, 


, 


(m+r+1) 
max ( 2S — 
1 








2 —t|) > {(8a)™+"+"(4a) 


max (|p, — 9,0: lp, ‘'s | P2 — 92 0rlp,) 


(mtr+1)— 


> [Qeim+r)+ngm+rt+n—1(4q) 3 | Pr» G\"*+°-*| pg, q2|*}~', 


[] max (ip, —aiteley 's |P2— bel) 


t=1 
n 
(m +r+i1)— 


> {Q2im+n+ngqm+r +m—1(4a) ) |p, q,|\"*+"—*| De, q2\"}~", 


r— 


max (j2-—¢ 
1 





“fg — |) LD max (\01 — anoles Pe — tebe) 


n 
(m+r +1) — 


= \a™ tr+a—1 (8g) +rt+*(4a) 3 \q,\"+"-#| qo |*}—3. 


Die Ausdriicke auf der rechten Seite kann man noch etwas vereinfachen. 
Nach Voraussetzung ist 


n=>3, r>2n*?>2-3-n=6n, 
demnach 


m+rt+niomtrt+o<(1+ 7) (m+r4)); 
somit hat man 
(8 a)™* r+n <= (4a) +°+0, 
Qiim+ri+ngmtrt+n—i Ss (4apietrt, 


ae trta—i(§getrt+s — (4a) +r+0, 





und 


ma. 


ma 








Approximation algebraischer Zahlen. I. 705 
und die obigen Ungleichungen gehen iiber in 


r—i 
max (| 2 — ’ 


| m+r+i (s A. oa 
1% ae) = (4a) a 3) lgqin+ "61g as 


2 





max (|p, — 9, ¢; i |\P2— 420x lp.) 


(m+ r+ (s+ 


= \(4a) >) pa galt**— py, qa") > 


][ max (| Pi — bel, *, | Pe — 926+ |P,) 


t=1 
(mere (94+ 


> |(4a) *ip,, qi|"*"~*| Da, gel} 


t 
max (| 2 —¢ ’ | —<}) [] max (\p1— le," | Pe -— 2Er\r,) 


(m+r ta) (2+ 


>) J g, jm +r—l ga fe}, 


= \(4a) 
Man beachte, da8 bei der ersten und letzten von diesen Ungleichungen 
| ¢| me __e| 
1% ¢)s1, % ¢} <1 





vorausgesetzt wird. Um in allen vier Fallen méglichst gleiche Formeln zu 
erhalten, ersetzen wir auf der rechten Seite dieser beiden Ungleichungen 
die Ausdriicke |g,| und |q,| durch |p,, g,| und |p, g,|, was offenbar erlaubt 
ist. Dann kommen wir schlieBlich zu dem Ergebnis, daB keine der vier Zahlen 


); 


ir—é 


mere 3) py, gyim+r—#| py galt max (|2—¢ ‘la 


Bao) = (44) q 








(m+r+n)(a+ 


>in G1 |"*"—*| Pa» Go|" | 
* max(|p,— 6: |b, s | P2—Gelelr,); 


Bo, = (4a) 


(m+r+1)(3+—) 


Eon = (44) °? Py 1 \"*"—*| Pa» Gol" 
t 
x [] max (ip — tiles |\P2—Gebr|p,)s 
T=1 
(m+r+1)(38 a 1—1 
Eu,» = (4a) ( m7 Np. qi |"*"—*| Pes q,|*max (|21 —2| . - ¢\) 





t 
x [[ max (\71.— abel, |P2— 92 SrlP,) 


t=1 
kleiner als Eins sein kann. 
10. Von jetzt ab werden folgende vier Fille unterschieden: 
(1,0): Untersuchung der Anniaherung der einzelnen Zah] ¢. 
(0,1): Untersuchung der Anniherung der einzelnen Zahl £,. 
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(0,¢): Untersuchung der gleichzeitigen Anniherung von ¢,, ¢,, . . ., C;. 
(1,4): Untersuchung der gleichzeitigen Annaherung von ¢, ¢,, fy, ..., 0 
Bedeute k und © zwei positive Zahlen mit 


k>1, B= t+#+OKgn, 
ferner im Fall (0,t) I, I,,..., I; ¢ positive Zahlen mit 


t 


Dr. =1, 


t=1 


und im Fall (1,t) 14,7, ly,...,0, t+ 1 positive Zahlen mit 











oe ae 
7 = >?” O<F 
2n5 s+l1 n3 
2. "2572, 7 
(r+ 9)(0+3) inges 
8. IP | > (40) “ORO 7D EB O-PF = K, 
1 1 
4. (EK ? |p a1) S |Pe gel <(F lpr ult} 
ferner im Fall (1, 0): 
5. ro ¢| < kip, q\~*, 
6. | 2 — -C) S kl pe, G2|-*: 
im Fall (0, 1): : 
5. Pi—Uoele, S kl Py» HI? 
6. |\P2—ebe|p, S *| Pe Go|": 
im Fall (0, ¢): 
5. lpi—daeele, S(klpyHl-%)'* fir r= 1,2,...4, 
6. | Pe —20r\p, s (k| pe: q2\~*)'* fiir .= 1, 2, veel, 
und im Fall (1, ¢): 
| 

5. | —e| S (klpp nl 

\Pi — MU Sel, Ss (k\ p,, q,\~)'"* fiir v= 1, 2, cee, 
6. | —2| < lp als 


|P2— q2Selp, s (k\ Pe, q2|~°)'* fir 7 = l, 2, idee 
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Zu diesen sechs Forderungen kommen die folgenden Bedingungen hinzu, die 
bereits friiher gestellt wurden: 
A: In allen vier Fillen: 
r>2n'*, 
B: In den Fallen (1,0) und (1, ¢): 


Ros 
| YB ¢| = 1, 
C: In den Fallen (1,0) und (1, ¢): 
Pa __ j 
| G2 | = 1, 


D: In allen vier Fallen: 
(m+r+1) = 
| Pas G2| > 2(42) *. 
Diese vier Ungleichungen sind jedoch Folgerungen aus | bis 6. In der 
Tat folgt A trivialerweise aus 1] und 2. Weiter ist 
8 
1— B +@ 1-— z , ‘ 


a-pdo > @ ~ Bt @+hep’ 








also 
K> (4a)ari - *)(3+5) +s ares, 
wegen 3 daher erst recht 
\Pa %| > AYP, 
so daB wegen 5 auch die Ungleichung B in beiden Fallen (1, 0) und (1, ¢) erfiillt 
ist. Weiter besteht wegen 2, 3 und 4 die Ungleichung 


2n3 


Pe gol > (4aera *°) C43) par DER 


Hierin ist jedoch 








s+1 s+1= 
n 28 1 2n* or. 
ephep } ~Ferhse=-F° 
daher gilt sowohl 
| Pe, q2| = ke, 
als auch 
(m +r+1) (3+ = (m+r+1)— 
| Pes Ya| > (4) ( 9) ~ 2(4a) oa 


Aus 6 und der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt in beiden Fallen (1, 0) 
und (1, t) die Bedingung C; die zweite Ungleichung ist mit D identisch. 
Unter den Annahmen 1 bis 6 bleiben demnach alle bisherigen Schliisse 
erhalten; speziell kann demnach keine der Zahlen Ey», Ey, », Zo.» Ba, 
kleiner als Eins sein. 
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11. Um diese Aussage zu priifen, werde in der Definitionsgleichung 
dieser Zahlen fiir 





Bel, | el, \Pi—% Cr lp,» | Ps —Geerlp, 
1 G2 
ihr Wert nach den Forderungen 5 und 6 eingesetzt. Wegen 


max ((k | p;, 9,|—*)'*" ~°, (| Pe» 2 |-*)'*) 
= max ((k|p,,9,|~"~', (F | Pa Ge |-*))"* fir r = 0,1,...,% 
gelangt man dann in allen vier Fallen zu derselben Abschitzung 
Ea, S max (£,, E,), Eo, S max (£,, B,), 
Eo.» s max (E,, E,), Eu, oD = max (Z,, E,), 


wobei zur Abkiirzung 
(m+r+) (s + 


E, = (4a) ip, qs [" + *—*— PO —O | py, gg Ph 4, 


im +r+0(3+ 


E, = (4a) 7) py galt" q2\"— Pk 
gesetzt wurde. Diese Ausdriicke gehen wegen 4 iiber in 


(m+r+a (s+ mt+r+n (s+ 


E, < (4a) 2) |p qk, By < (4a) *) pds \*2 b/s 


mit den Exponenten 
e = m+r—i—f(r—i)+s(r+1) = (m4+-r—(B—s)r) + 4(B—1) +2, 





= m+ r—it (s—fy = (m+r—(B—a)1)-i <4, 
h =r—i—$ (r+) S$(1—4)r+1, A= 1—*5Fr = (1-5) 41. 


Aus den Ungleichungen in Hilfssatz 2 


6 , 
m= (SS —1)r, tis Or+n*?—1 





folgt aber 
a< —(@—~25)r+(G—1) (@r+nt—1) +5 
as (6—(6—~4,) #)r + B—1)(n*—1) +5; 
Bsn, ssn—l 


(B — 1) (n*—1)+ ssn’. 
Die Forderung 2 liefert demnach die Abschitzungen 


max (¢,¢) < —(6—f)r, max (fy) S (1—3 + 4)r, 
so daB 





aus 


folgt ferner 


(m+r+1)(3+ 


max (Z,, E,) = (4 a) *) ip, % - o-pmrp-Ft 9) ., 





weg 


den 


wil 
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wegen 


m+rt+l< (4 +9)r 
demnach 


max (E,, E,) — {| Ps qd j-o—9» (4a) (+) 045) p- a + 7 


wird. Auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist der Exponent 
6 — pe 
nach Forderung 1 positiv; Forderung 3 ergibt folglich 
E,<1, E<1 

und damit einen Widerspruch. Also sind in keinem der vier Fille (1, 0), 
(0, 1), (0, t), (1,4) die Forderungen 1 bis 6 miteinander vertriglich. 

Damit ist gezeigt, daB zu den Wurzeln ¢,¢,,0,,...,2, und zu ge- 
gebenen positiven Zahlen 9,0, k, sowie I,,I,,..., 7, im Fall (0,t) bzw. 
Ty, Ty, I «.- I; im Fall (1, ¢) unter den Voraussetzungen 


k>1, P= +5+O5n, 055, O-fO>0, 
P+%a+...4¢%=1 teow. 4+ht+ht+... +1 


keine zwei gekiirzten rationalen Zahlen Pi - mit 
1 2 
2n3 


1 
Iss 11> K, |p» del > (FF jpoanl)® 
existieren, die in einem der vier Fille (1,0), (0,1), (0,#), (1,¢) den Un- 
gleichungen (5) und (6) geniigen. Also ist der folgende Hilfssatz bewiesen: 
Hilfssatz 3. Bedeute: 


f(z) ein trreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom 
Grad n> 3, 
a die Zahl {f(z)|, 
4 eine reelle Nullstelle von { (zx), 
F,, Ps, ..., Py t verschiedene Primzahlen, 
a fiir rt = 1,2,...,t eine P,-adische Nullstelle von f(x), 
8 eine natiirliche Zahl kleiner als n, 
0,0, k drei positive Zahlen mit 
B= +s+OEn; O55, 0< 4; k>1, 


K die aus thnen gebildete positive Zahl 
(Fat?) (0+3) 1-34? 
K = (4a) ™24,6-@% & @-#9 , 
Ty, Ty... I; itm Fall (0,t) t positive Zahlen der Summe 1, 
ly Ty Tq. Ty tm Fall (1,0) 4-1 positive Zahlen der Summe 1. 
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Die Paare p, q teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, die der Ungleichung ist, 


(1, 0) > —o| SF lp. at’, 

bzw. der Ungleichung 

(0, 1) lIp—qerlp, Sk lp, gi’, 

bzw. den t Ungleichungen 

(0, t) lp —qerle, & (kp, g|-*)"* (x = 1,2, ..., 9, 

bzw. den t+ 1 Ungleichungen 

(1, ¢) -—t) S(klp.q\-Ay, ) 

q ) In 

lp—qeelp, S (k| p, g|-*)'* (x = 1,2,...,8) 

geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p,q| <= K, oder es gibt 

auch solche Lisungen mit |p, q| > K, und wenn p,, q, eine von ihnen mit 

méglichst kleinem |p,,q,| > K ist, so befriedigen alle anderen hiervon die Un- 

gleichung 


1 \2n3 
Pohl Sia) < (i ipl) >. 
In diesem Satz ist speziell enthalten, da8 die beiden Ungleichungen 


oa 


~ 


Ss k\p,al-? 





2Q\3 


und 

lp—gqeelp, S |p, gl? P 
nur endlichviele Lésungen in Paaren p,q teilerfremder ganzer rationaler 
Zahlen besitzen (Satz von Thue-Siegel). 


12. Es gelingt jetzt, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 1. Bedeute [,0,,0.,...,0: je eine reelle, eime P,-adische, eine 
P,-adische, ..., eine P,-adische Nullstelle desselben irreduziblen Polynoms {(z) 
mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad n > 3; sei ferner k > 1 und f* 
eine Zahl, die der Ungleichung 

oe * = . n y 
a< fon (a 7. min salsptt s)) 


gentigt. Dann besitzt die Ungleichung 


es fe 19 
min {l,j —¢ 





// min (1, |p —qe-le,) S kl p, g|-” 
t=1 


héchstens endlichviele Lésungen in Paaren p,q teilerfremder ganzer rationaler 
Zahlen. 


Beweis. Da £* > « ist, so gibt es eine natiirliche Zahl s < n und eine 
positive Zahl ©, so daB 


B= +8+90< 
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ist, also 


p* = B(1 + a) 
mit einer positiven Zahl 4. Man hat wegen k>1 
=p 
kip,gh? =k 7 (k |p, g\- nf < (k| p,q |“? +4. 
Sei nun p,q irgendeine Lésung der Vanghlihdeg’ 
t 
; Pp . > ve ie 
min (1,| 2 —¢}) [| min (1,|p—qe-lp,) S k\ p,q|-? 
T=1 


in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen, und zwar mége 
\p,q| > Be > ke, dh. kipjgleh<l 


sein. Dann gibt es ¢+ 1 nichtnegative Zahlen yo, 7,, 72, .... 7% die noch 
von p und g abhingen und deren Summe nicht kleiner als Eins ist, so dab 
die Gleichungen 


min (1,|2 —¢|) = (k\p,g|-*)», 
min (1,{p—gér|p,) = (kl p.g|-*y* (e§ = 1,2,...,8) 
bestehen. Nach vorhin hat man 
k\p,gi-" S (kl p, gi +4; 
also bestehen die Ungleichungen 
min (1,2 —¢}) < (k |p, g|-%)8 +920, 
min (1,|\p—qer|p,) S (kl p,g|-%)*t9% (¢ = 1,2,..., t). 


Jetzt werde eine natiirliche Zahl v genommen, so daB 


Av >t+1 
ist; es ist alsdann 
9; 
(l+A4)y =—+ 20, (c = 0,1, 2, ..., @), 
wobei 
= [v(1+ A) y] (c = 0, 1, 3, ..., @) 
nichtnegative ganze Pr Zahlen sind und die Reste 
oe = (1+A)y%—— ek RS eS 
den Ungleichungen 
0Sso<— (s = 0;1,2,....8 


geniigen, folglich auch der = 


Sex <i 
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folgt hieraus 


De-0+a Sn Lezara-a=1, 


‘'=>0 


also 
Jot t--- +o. 
Es bestehen die Ungleichungen 


min (1, | . —¢}) < (k|p.q|-#)¢+9% < (k Ip, ‘Bots 


min (1, |p—qér|r,) S (kip. gq) ”)" + Die = (k\p, q\~") 9" (x = 1,2, ...,8). 
Wenn nun die Summe der Zahlen 


Jo: Ja» -- +> It 
den Wert v iiberschreitet, so bleiben die vorigen Ungleichungen richtig, wenn 
diese Zahlen ersetzt werden durch ¢ + 1 nichtnegative ganze rationale Zahlen 
| rte eee 
mit 
/ 
hpsgmhSsw-- hog Lh = 


t= 


Damit ist jeder Lésung p,q von 


min (1, 2 —C}) ]] min (1, |p —qerlp,.) S kl p.q|~ 


mit |p,q| > k* ein System von nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 


fos fis == + fe 


der Summe v zugeordnet worden, so daB die Ungleichungen 
min (1, |® —¢]) < (kip.g lye, 


min(1,|p—qC,\p,.) S (ki p.g|-*)*'* (x =1,2,...58) 
bestehen; diese Zuordnung wird eindeutig, wenn z. B. verlangt wird, daB der 
Reihe nach f,, /,, . . ., {, méglichst klein sind. 
Unter # und K verstehe man jetzt wieder zwei positive Zahlen, die zu f 
und k in der Beziehung wie in Hilfssatz 3 stehen; d.h. es sei 


955, 0<G 


und alsdann 











rey s+5) i-Z+e 
K = (4a) ™20,¢-#% & 6-89 , 











Vol 


fiir 
zu 


zu 
es 
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Von nun ab betrachten wir nur noch solche Lésungen p, q von 


t 
. f P iis ‘ on 7 _ 
min (1, , ¢|) [] min a,|p qer\p.) S kl p.q\|-*, 
t==1 
fir die |p,q| > K ist; dann ist nach 10. erst recht |p, q| > k/?; um Satz 1 
zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, daB die Anzahl dieser Lésungen endlich ist. 
Alle diejenigen von diesen Lésungen, denen dieselben Zahlen 


fos fis ++ fe 


zugeordnet sind, werden in der gleichen Klasse C;,,,,___,, zusammengefaBt; 
es gibt 


fo +t 
(" 


» 2 


solche Klassen, nimlich so viel, wie die Anzahl der Lésungen der Gleichung 
fotht.--th=v 

in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen betragt. Unter den Elementen p, q 

von Cy,,,...,, werde dasjenige Element p,, g, mit médglichst kleinem 

\p,, 9,| > K herausgegriffen. Hierfiir und fiir die simtlichen anderen Elemente 

der Menge bestehen die Ungleichungen 


min (1, ot ) << (k|p,q|- *yore, 


min (1,|\p—qerlp,) S (klp.g{-*%)%" = (x =1,2,..., 0). 

Die Zahlen /, sind nicht alle Null und die Summe der -nichtverschwindenden 
ist gleich v. Wenn etwa /, + 0 ist, so hat man 
(k\ p,q|—*)%@" <1; 


also mu die t-te Ungleichung 


P . | —BVfolv ow r | e | -—B£ ' 
ao] Sl pale" baw. |[p—ageelr, S (kip. g-")% 
lauten, je nachdem t = 0 oder t+ 0 war. 

Lassen wir von den Ungleichungen 


min (1, tn ) < (k\p,q\-Ayorr, 


min (1,)p—qlrlp.) S (Rl p,q|- 8)" (t= 1,2,...,@) 
demnach alle mit verschwindendem /, fort, so besitzt das System der tibrigen 
gerade die Form, wie sie im Hilfssatz 3 verlangt wurde, wenn man die nicht- 
verschwindenden Zahlen 2 mit den Zahlen I gleichsetzt. Aus diesem Hilfs- 
satz folgt aber, daB alle Elemente von C;,;,...,, der Bedingung 


1 2n5 
Poh! SiPg|<(k ?\prgl) ° 
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geniigen miissen, so da8 es nur endlichviele gibt. Die Anzahl aller Klassen 
Cy,7,...% st endlich; ihre Vereinigungsmenge enthalt folglich auch nur 
endlichviele Elemente; das war aber gerade zu zeigen. 


Ill. 
13. Bedeute 
F (z,y) = aga" +a, 2%-'y +... +a,y" 

eine irreduzible Binarform mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad 
n=>3. Wird zu den friiher eingefiihrten Kérpern R, R,, R,,..., R, der 
reellen bzw. der P,-adischen Zahlen (t = 1,2,...,¢) itibergegangen, s0 
zerfallt diese Form unter Umstanden. Das Polynom 

{(z) = F(z, 1) 
mége im Kérper R der reellen Zahlen die Nullstellen 

PY eee 
und fiir tr = 1, 2,...,¢ im Kérper R, der P,-adischen Zahlen die Nullstellen 


Sul kece 
haben; die Anzahlen v und », kénnen dabei irgendwelche der Werte 
eS ee 
annehmen. Dann ist 
F(z,y) = (c§—Cy)(e@—C'y) ... (2 —0°—- y) G(z, y), 
F (x,y) = (tc§—C.y)(2@—fry) ... (2 —0e* " y) G, (2, y), 
und zwar besitzen die Formen G (zx, y) bzw. G, (x, y) Koeffizienten aus R 
bzw. R, und lassen sich nur in nichtlineare Faktoren zerlegen, wenn sie 
reduzibel sind‘). 
14. Aus der Zerlegung von F (z, y) in R folgt durch Differenzieren nach z: 
F’(z,y) l l 1 a G (x, y) 


ae ane Saale 
' 


Fiz.y) #—ty 'a—te' °° 2—W—Dy " G(z,y)° 














(Der Index bedeute die partielle Ableitung nach z.) Da in dieser Identitit 
rechts héchstens n + 1 Summanden auftreten, so folgt aus ihr die Ungleichung 
G (2, y) \ 


7 ~ | F'(z,y)| 
|\F(zy)|=>— 5 | @ (zy) |)" 


min (|z—fy|,|2—C'y|,....|2—L°-Py| 
Nach Annahme hat das Polynom G (z, 1) keine reelle Nullstelle und ist auch 
G (1, 0) + 0; also ist die untere Schranke 

min (|@(z,y)|) = e' 


max (/z|, |y|)=1 
positiv und demnach wegen der Homogenitit 
|G (z,y)| >e' max (| z|, | y|)*—’. 


*) Offenbar ist die Diskriminante von F (z, y) nicht Null; da die Diskriminanten 
von G@ (x, y) bzw. G,(z, y) hierin aufgehen, so kénnen auch sie nicht verschwinden. 
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Weil G” (x, y) ferner homogen von der Dimension n — v — | ist, so gibt es 
eine positive Zahl c", so daB fiir alle 2 und y 


|G’ (z,y)| < c™ max (|z|, | y|)"-"-* 
ist. Also ist stets 


G (x, y)| cl 
|G" (2, = = i max (| 2, | y |). 





Nach Voraussetzung ist F (x, y) irreduzibel; somit ist seine Diskriminante 
von Null verschieden und es gibt je zwei Binirformen 


H (x,y), K(x, y) 
der Dimension » — 2 und 
H, (x,y), K, (2, v) 
der Dimensionen » —1 mit rationalen Koeffizienten, so daB identisch 
F (x, y) H (x,y) + F’ (x,y) Hy(z,y) = 2*-*, 
F (x, y) K (x, y) + F’ (x, y) K,(z,y) = y**-* 
gilt. Da es sich um Formen handelt, so gibt es zwei positive Zahlen c™, c'’, 
so daB fiir alle z und y die Ungleichungen 
|H (2, y) | < c'" max ( (!x|, or |K (x, y) | <= ec" max (| z|,| y|)"—%, 
| H,(z,y)| Sc" max(|z|,|y|)"—", | Ky(z,y)| S c™ max(| z|,|y|)"-? 
bestehen. Seien jetzt x und y nicht beide gleich Null; wenn dann von den 


beiden letzten Identititen diejenige mit absolut méglichst groBer rechter 
Seite beriicksichtigt wird, so ergibt sich, daB entweder 








l 
|F (z,y)| => = ga" max (| x |, ly |)" 
oder 
, 1 
|P'(x, y)| = sav max(|z|,|y|)"-* 
sein muB. 
Im letzteren Fall besteht wegen 
F' ( ) |G )| 
\F(z, y)| = Pl min(|2—Sy|,|2—C' yf.» |2@—or-Py|, | =|) 
und 
ig , I 
Fey | S Se max (||, | yl) 
demnach die Ungleichung 
|F (2, y)| 
~ max(jz},Jy|"—!_. ; mel 
> merle lyl min(|z—Cy|,|2-C'y|,--»|2-2°-Py|, Si max (|2],|y))) 


Sei zur Abkiirzung 
ce” = max(|¢|,|¢’|,..., |o°- ]) 


47* 
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gesetzt. Fiir |x| > (c‘-+ 1)|y| ist dann offenbar 


j2— 0 y| > max (24, | y|) > 55 max (zl |y) 
(A = 0,1,..., y—1), 
fir |r| < (c'+1)ly| 
|jz—Qy| 
= |2— al} y| >) max (jz},|y)) |Z —| (4 =0,1,..., »—1). 
ly icles ihe a ” ly oe 


FaBt man alle diese Abschitzungen zusammen, so ergibt sich demnach die 
Existenz einer positiven Konstanten c, so da fiir alle Werte von z und y 


F (z,y)| Se max(|x|,|y|)" min (/—¢|, | —2'|,....| > —ee-|, 1) 


ist. Hieraus folgt insbesondere fiir teilerfremde ganze rationale Zahlen p 
und g die Abschitzung 


\F(p,9)| =el|p.gi* min(|—¢C), |F—2'|,...,|2—er-" |, 1). 


15. Die Entwicklungen in 13. lassen sich auf die Zerlegung von F(z, y) 
in den Kérpern R, iibertragen. Zuvor werde ein einfacher Stetigkeitssatz 
bewiesen 5): 

Hilfssatz 4. Hin Polynom g(x) mit P,-adischen Koeffizienten, nicht- 
verschwindender Diskriminante und ohne Nullstellen im Kérper der P,-adischen 
Zahlen besitzt eine positive untere Schranke 

min (|g (2) |p,) = 7 
wenn fiir x alle P,-adischen Zahlen eingesetzt werden. Sind speziell alle Ko- 
effizienten von g(x) ganz P,-adisch, der hichste Koeffizient gleich Fins und die 
Diskriminante eine P,-adische Einheit, so ist fiir alle P,-adischen Zahlen 
\g(z)|p, > 1. 

Beweis. Ohne Einschriinkung darf angenommen werden, daB der héchste 
Koeffizient von g(z) gleich Eins ist; das Polynom laute ausgeéschrieben 
g(x) = 2™ +6, 2"-' + b,2™-2 +... +5,, 

und es werde zur Abkiirzung 
b = max(1,|b,|p_, |bg\p_, ---, |Om|p,) 
gesetzt. Fiir |z|p. > 6 ist offenbar 
g(z)\», = | 2"\p, > & > 1; 
wir beschranken uns daher von jetzt ab auf z-Werte mit 
| z IP, = b. 


5) Dieser Satz und sein Beweis stammt von Hensel; in etwas anderer Bezeichnung 
steht er in dem Buch (6), S. 66 —76. 
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Da die P,-adischen Werte der Koeffizienten der Polynome 


g® (x) 





; (I = 2,3,.. 


alle héchstens gleich 6 sind, so wird folglich 
| g® 





Die Diskriminante von g (z) 


1, b,, bs, . . *? Bin 


. . o> 
D = |m, (m—1)b,, (m—2)b,, ..., 1-by_y 





ist nach Voraussetzung ungleich Null. Setzt man 





m, (m—1)b,, (m—2)by, ..., 1-day 
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ees, b,, b., *? bn, 

a, 's 

Rs Se ee ee bin 
h(z) = ’ 

0, (m—1)b,, (m-2)bs, ..., 1+ bn 

0 ; 

0, — m, (m—1)b,, (m—2) by, ..., 1-Oy_y 

0, b,, b,, ] bn 

0 ; 

0, ° ° *? 3 b ’ b , > by 
k(x) = ae 

a™-1, (m—1)b,, (m—2)bp, ..., 1+ Bm 

cm —2 

1, - m, (m —1)b,, (m—2)bg, ..., 1+ Buy 
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so besteht die Identitat 
g (2) h (x) + g(x) k(x) = D 
h(z) ist ein Polynom vom Grad m — 2 und der P,-adische Wert seiner Ko- 
effizienten ist héchstens gleich 6°"—*, demnach 
| h(z) Ip, <= b2m—2. fm—2 <= B38 (m—1). 


k(x) ist ein Polynom vom Grad m—1 und der P,-adische Wert seiner 
Koeffizienten héchstens gleich 6*°"—*, demnach 

| k(z) |p, <= b2m—2.pm—1 — bi im—1, 
Aus 


, D—g zj)h(x 
9 (z) oe 2 
folgt also, da8 entweder 


19(z)|p, = db-s™— 
oder 
|g (2) |p, < db-3(™—», lg’ (z) |p, = db-8@—» 
sein muB; dabei ist 
= |DIp, 

gesetzt. 

Jetzt kann gezeigt werden, da8 |g(z)|p. nur dann in P,-adischen 
Punkten =z beliebig klein sein kann, wenn das Polynom g(z) eine P,-adische 
Nullstelle besitzt. Sei in der Tat & eine spezielle P,-adische Zahl mit 


d- d 
l€lp, S35 = |g (8) |p, < min (samp 5u=3) 
und 6 die P,-adische Zahl 





ew OR 
- g’ (€)’ 
es ist alsdann 
B° (m—1) 
dle, S |9(F)ie, - <1, 





ferner 


| es Cwe| < | 
Fe 


< |S #| 
P, 2 P, 











- 
"(ek é bp? (m— 1) 

< |? cap. |9 (Ele, < b"—* —G— 19 (Bl, = 190 ED lege 
pom — 2) 


Folglich wird 
lg(E+8)|», < |g (4)le,, 


denn es ist 


g(8+8 = 9 +9 (84+ YOO = YH gy, 


i=32 i=2 





hin 


1&4 


l¢ 
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Es werde jetzt der Reihe nach gesetzt: 











&,) . 
& = §+4, é, = oR & = & +4, 
(&) » 
db, = — a é; = Se + d., 
(&s) 
éb; = —oR &, = & + db, 


usw. Indem man die letzten Abschitzungen fortwihrend wiederholt, folgt 
hintereinander: 














‘ d? d 
[flee Sb |9(Edlee < 19 (le, < min (Te ama)» 
os = }) 
ld |p, S 19(&) |e,» 
| F2\p, s 4, 19(&2) |e, < 19 (Es)lp, < min (so —1)? 43(m 3), 
prim 
slp, S Tr ~\9 (€)\p,, 
; | a? d \ 
lésip, S 5, | 9(&s) |p, < |g (&:) |p, < min (cara pion =3) 
p3 (m—1) 
ldslep,< |9(&s) |p, 





usw., also nach den Stetigkeitsgesetzen des P,-adischen Kérpers: 
tm 1g (&n) |p, a 0, tim | Era — Exlp, = lim | On |p, ax Q. 


Die zweite Gleichung zeigt, daB die Zahlen &, gegen einen Grenzwert é* 
konvergieren; dieser Grenzwert ist nach der ersten Gleichung eine Nullstelle 
des Polynoms g(z). 

Wenn g(z) keine Nullstelle besitzen soll, so mu demnach fiir jede 
P,-adische Zahl x 


\g(z)|p, => min (0, - a d 


= pi (m—1)? pe (m—1) 





sein; der erste Teil von Hilfssatz 4 ist damit bewiesen. Die Voraussetzungen 
des zweiten Teiles verlangen offenbar 
b=1, d=1l, 
und dann folgt 
\9(z) |», = 1, 
so da8 auch der zweite Teil bewiesen ist. 
16. Aus der Zerlegung von F(z, y) in R, ergibt sich durch Differenzieren 
nach x 


F(z, y) _ 1 1 l Gi (x, y) 
F(z,y) ~z—yt,  amyeet ct rve=D G(x, v) 
(x = 1, 2,..., é 





TF 
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und durch Ubergang zu den P,-adischen Werten 
|\F (x, y)\p, => |F’ (2, y) |e, 
G, (x, y) 
G(x, y) a 
(rx = 1, 2,..., b. 
Jetzt werde fiir z und y zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen p und ¢ 
eingesetzt. Ist das Maximum der P,-adischen Werte der Koeffizienten von 
G,(z, y) gleich 6, so gilt offenbar 
|G: (p, 9) |r, S 2. 
Ferner hat keines der beiden Polynome 
G,(z,1) und G,(l, z) 
eine P,-adische Nullstelle; also gibt es nach dem vorigen Hilfssatz eine 
positive Zahl 6’, so daB fiir jede P,-adische Zahl z 
1G. (2, 1)|p, = 8’, |G.(1, 2) |p, > 0’ 
ist. Wegen der Homogenitit von G (z, y) folgt hieraus 
i. ? 1 t— Ve 
\@ (4 : )q 
a ; q \ n—, 
|G (P, 9) |r, = |G (1, >) p 
und da mindestens eine der beiden Zahlen p und gq zu P, teilerfremd ist: 
‘ G, (p, q) b’ 
|G. (p,q)| > 8’, Gi (p,q) rp, = b 
Da die Form F (z, y) irreduzibel ist, so ist ihre Diskriminante A eine 


ganze rationale und von Null verschiedene Zahl. Ahnlich wie in 14. lassen 
sich zwei Binirformen mit ganzen rationalen Koeffizienten 





e » ¢ ’ {y,— 1) 
x min (jz —f, y |», |\z—Ceylr,, ---- |2—C* gle,» 





| 


|G. (p, 9) |p, 





, n-—? 
Pe => b'\q * |p, 





= o' |p" "lp, 
P, 











H, (x, y) vom Grad n — 2, 
K, (z, y) vom Grad n—1 
und zwei Binirformen mit ganzen rationalen Koeffizienten 
H, (z, y) vom Grad n — 2, 
K, (z, y) vom Grad n--1 
bestimmen, so daB identisch 


F (x, y) H(z, y) + F(z, y) K,(z, y) = 42°*-*, 

F (x, y) H, (x, y) + F’ (x, y) Ky(z, y) = 4y**-? 
ist; setzt man hierin p,q fiir z, y ein und beachtet wieder, daB mindestens 
eine dieser beiden Zahlen zu P, teilerfremd ist, so folgt durch Ubergang zu 
den P,-adischen Werten 


max (|F(p, q)|p,, |F’ (p, 9) |r.) = |4|p,- 
Fir 


\F (p, 9)|p, < |4|p, 





folg 


|F( 
gel: 


80 


au 


uD 
vc 


de 
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folgt daraus 


\F" (p, g)|p, = |Alp,, 
so daB man zu der Ungleichung 

. \ #? .(""— 1) b’ 
|\F (p, q)\P, = |A |p, min (lp—aerlp,, \p—aqCrle,, "*) 1P— Ws IP, T) 
gelangt. Setzt man 


P b’ 
c= |4 |p, min (1, =), 


so gilt die Ungleichung 
\F (p, 9) |p, => er min(|\p—qe-\p,, |p—aeelp,, --+ \p—qer' IPs, 1) 
(= == 1, 2, ..256) 
auch noch fiir 
\F(p,9)|r, = | Ale, 

und also fiir alle Paare p,q. Diese Ungleichung fiir | F(p, q)|», ist fast genau 
von derselben Gestalt wie die Ungleichung fiir |F(p,q)| in 13. 

Wenn speziell die Primzahl P, geniigend groB ist, so daB sie weder in 
der Diskriminante A von F(z, y), noch in dem héchsten Koeffizienten F (1, 0) 
dieser Form aufgeht, so ist 

c = 1. 


Denn man hat erstens |4|p, = 1. Zweitens sind die P,-adischen Zahlen 


Ce» Cee 79. og ig ag 


alle ganz, denn die Koeffizienten ihrer Gleichung 


1Fi2)=Hr4+%n i+ ...+—=0 
ag ao ag 


sind ganz P,-adisch. Also hat auch die Form 





+ G(2, yy = 2 _________ 
%% (2x—f, y)(x—Cly)... (2-2, y) 
ganze P,-adische Koeffizienten und den héchsten Koeffizienten gleich Eins, 
so daB die Zahl b = 1 ist. Drittens ist die Diskriminante dieser Form eine 
ganze P,-adische Zahl und geht in A auf: also muB sie eine P,-adische Einheit 
sein. Es kann also die zweite Hilfte von Hilfssatz 4 herangezogen werden, 
so daB b’ = 1 folgt. Das ergibt aber gerade 


Cc, = |A\p, min (1, r) = 1. 


17. Nach den Ergebnissen von 13. und 16. gilt fiir teilerfremde ganze 
rationale Zahlen p und q: 


|F (p, q)| >e|p,q\*min(| 2 —¢ ? 2_—¢l, ds 2—te-n|, 1), 


\F (p,q) |e, = er min (|p —qe.|p,|p—aaerlp,, ---. |p—qeee—" |p, I) 
(cs = 1, 2, ...~ 8). 
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Dabei sind ¢, ¢,, cy, . . ., ¢, positive Konstante, die auSer von der Form F(z, y) 
nur von der Kérpern R, R,, R,,..., R, abhingen; es ist ferner c, =], 
sobald die Grundzahl P, des Kérpers R, eine gewisse GréBe iiberschreitet. 
Also bleibt das Produkt 

CC, Cg... C; 
oberhalb einer positiven Schranke C, die allein von der Form F(z, y), nicht 
aber von den Kérpern R, R,, Ro, ..., R,, d.h. von den Primzahlen 


P,, P,,..., P, abhangt. Maultipliziert man die obigen Ungleichungen, so ist 
offenbar 


Q(p.9) = (IT |F(p. al», 


gerade gleich dem gréBten Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in F(p, q) 
aufgeht; also kommt man zu folgendem Hilfssatz: 


Hilfssatz 5. Bedeute*): 
F (2, y) eine trreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten 
vom Grad n > 3, 
P,, P,,..., P; endlichviele verschiedene Primzahlen, 
£,0',...,0°" die séimilichen reellen Nullstellen von F(z, 1), 
Ces eye oy SO fiir t= 1,2,...,¢ die stimtlichen P,-adischen Nullstellen 


von F(z, 1), 
p und q zwei beliebige teilerfremde ganze rationale Zahlen (gq + 0), 
Q (p, 9) das grifte Potenzprodukt der Primzahlen P,, P,,..., Py 


das in F(p, q) aufgeht. 


Dann gibt es eine positive Konstante C, die allein von F(x, y), nicht aber von 
den Primzahlen P, abhingt, so dag 





Fg B Clnat min(|F—e|,[2—e || Ber) 


t 
x [] min (p—a eee,» (P—aSi logs ++» (P—9ee*~ pgs 2) 


T=1 
ist. 

18. Der letzte Hilfssatz fiihrt zusammen mit Satz 1 zu folgendem 
Ergebnis: 

Satz 2. Bedeute F(x, y) eine irreduzible Bindrjorm mit ganzen rationalen 
Koeffizienten vom Grad > 3, p und q zwei teilerfremde ganze rationale 
Zahlen, P,, P,,..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen und Q(p,q) das 
grépie Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in F (p, q) aufgcht. 


%) Im folgenden wird dieser Satz nur fiir n > 3 gebraucht, jedoch bleibt er und 
sein Beweis offenbar auch fir n < 3 richtig. 








$0 | 


hoc 





etwa 


Es werde 


die Zahl 
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Gentigt dann die Konstante B der Ungleichung 
so besitet die Ungleichung 


héchstens endlichvicle Lésungspaare p, q. 
Nach dem letzten Hilfssatz ist 


t 
\p,q\"Zo pf 2, 


Beweis. 


| F (p,q) | >C 








a |2—ger-» 





Z, = min (\jp—qlr|p,, |Pp—erlp_»--+ \p—qtrr "lp, l) (¢ = 1, 2,...,8) 
gesetzt wird. Seien jetzt von den Zahlen 


Yo = TF, Vy, Mey es oy M% 


von Null verschieden, alle anderen aber gleich Null; dann ist 


> Olp.g |" Zu, Zug = 


gesetzt und fiir den Augenblick unter 


verstanden, wenn unter den Indizes s,, Mo, ..., 4,4 auch die Null zufalliger- 
weise vorkommt. 


Sind jetzt A,, A,,..., 4, irgend u ganze rationale Zahlen mit 
0<45%,-1 0545 %,—1 


so besitzt nach Satz 1 die Ungleichung 


0s AS %,—1, 


’ 1) s k | p,q \-? 


Offenbar treten héchstens 


héchstens endlichviele Lésungen. 
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verschiedene solche Ungleichungen auf, wenn fiir ,, A», . . ., A, alle zulissigen 
Zahlen eingesetzt werden. Andererseits mu jede Lésung von 

| F (p, 9) | - 

17 APD! — |» gin—s 

Q (p, q) =a | P; q | 


einer dieser Ungleichungen geniigen; daraus folgt die Behauptung. 

19. Einige Folgerungen, die sich aus dem letzten Satz ziehen lassen, 
seien hier aufgefiihrt: 

Folgerung 1. Bedeutet F(x, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen 
rationalen Koeffizienten vom Grad n> 3, p und q zwei teilerfremde Zahlen 
und P(p,q) die gréfte Primzahl, die in F (p,q) aufgeht, so strebt gleichzeitig 
mit |p,q| auch P(p,q) tiber alle Grenzen. 

Denn wire diese Behauptung falsch, so giibe es endlichviele Primzahlen 
P,, P,,..., P; und eine unendliche Folge von Paaren teilerfremder ganzer 
rationaler Zahlen p, q, fiir die F (p,q) nur aus diesen Primzahlen zusammen- 
gesetzt wire. Man hitte also in der bisherigen Bezeichnung 

|F (p, 9)| = Q(p, 9) 
und das widerspricht der Ungleichung 
F (p,q) | — 
(9! ~ ip,gp- 
die nach Satz 1 von einer Stelle an gilt und in der 8 < m angenommen werden 
kann. 

20. Folgerung 2. Seien M,, M,, M, drei endliche Mengen von Prim- 
zahlen, deren Vereinigungsmenge aus lauter verschiedenen Primzahlen besteht. 
Wenn dann die natiirliche Zahl Z, nur Primteiler aus M,, die natiirliche Zahl Z, 
nur Primteiler aus M, und die natiirliche Zahl Z, nur Primteiler aus M, 
enthilt, so besitzt die Gleichung 

Z,+2,=2, 
héchstens endlichviele Lésungen’). 

Denn bestehe etwa die Menge M, aus den Primzahlen P,, P,,..., P,, 
die Menge M, aus den Primzahlen Q,, Q,, . . .,Q, und die Menge M, aus den 
Primzahlen R,, R,,...,R,. Jeder Lésung der Gleichung 

PP P?*... PP# + QP QP ...Q& = RI Ry... Ry 
in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 
Pu Par -+-> Pts Ue Var-- Gui Te T+ + Te 
ordne man die vier natiirlichen Zahlen 
p= pirils Pi?!) iF pirr!s). q = giv) gia!) “" Qitu!s), 
a al Ppi— stil} Pp2— 5 (pais) vs ppe—*treieh 


%—5 (91/5) 492 —51¢2/5) — 5 (9, / 5) 
b= Qe 11 QP? 92 oo Oe" Gu 


7) Die Einschrankung, daB Z,, Z,, Z, positive ganze rationale Zahlen sind, ist 
offenbar iiberfliissig. 
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zu, so daB 
ap + bg = Ri' R;*... Ry" 


ist. Offenbar sind p und q teilerfremd. Dasselbe gilt fiir a und 6; diese beiden 
Zahlen sind ferner héchstens endlichvieler verschiedener Wertepaare fahig. 
Die zugeordnete Binarform fiinften Grades 
Fa» (z, y) = axe+ by 
ist im K6rper der rationalen Zahlen irreduzibel, auBer im Falle 
a=b= 1, 
wo die Zerlegung 
Fy, (%, y) = O+ ¥ = (z+ y) G(z, y), 
G (x, y) = z*— y+ z*y?—zy-+ y4 
besteht; der Faktor G(x, y) ist aber wieder irreduzibel. Sind jetzt p und q 
irgendwelche teilerfremde Zahlen und wichst |p,q| iiber alle Grenzen, so 
konvergiert nach Folgerung 1 auch der gréBte Primteiler von F,, , (p, q) 
bzw. von G(p,q) gegen Unendlich. Die Gleichung 


ap + bq = Ri' R,?... Ry 


la8t sich daher nur auf endlichviele Arten durch beliebige teilerfremde ganze 
rationale Zahlen befriedigen, erst recht daher nur endlichoft durch Zahlen 
der Mengen M, und M,. Jede Lésung von 

Z,+2,=2Z, 
gibt aber Anla8 zu der Lésung einer von endlichvielen Gleichungen dieser 
Gestalt; also hat diese Gleichung auch nur endlichviele Lésungen. 


21. Folgerung 3. Seien ay, },, ao, by, a3, 6, ganze rationale Zahlen mit 
(a,,5,) = 1, (a, 6.) = 1, (as, 63) = 1, 
A, = a,b, —a,b,+0, A, = a36,—a,6,+0, A, = a,b, -- a,b, + 0. 


Durchlaujfen dann p und q eine Folge teilerfremder ganzer rationaler Zahlen 
mit |p,q| > co, so wiichst der grépte Primteiler von 


(a,p + 5,q) (agp + 5gq) (agp + 659) 


tiber alle Grenzen. 
Beweis. Setzt man zur Abkiirzung 

L,=ap+ 69, L,=a,p+ bq, Ly = asp + 659, 

so ist offenbar 
A,l, rT 1, L, > 1,L, — 0, 

also 

A, 4,4,L1,L1,L, => = A, L, ° AeL,: ( 1D, . A,L,). 
Es werde 


A = (A,Ly, AqL) 


gesetzt, so daB 


1! A, Ae(Zy, Le) 
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ist. Offenbar gilt aber 
Asp = —a,1,+ a,L,, Aq = 6,L, —6,L,, 
wegen (p,q) = 1 also 
(—a,L, + a,L,, 6,1, —- b,L,) = Ay 
und daher ' 
(Z,, L,)| 43, 4| 44,43. 
Die Zahl A ist demnach nur endlichvieler Werte fahig; zu gegebenen Werten 
der teilerfremden Zahlen 


g, = 44 = 


ieee nee 
kénnen also nur endlichviele Wertepaare L,, L, und folglich auch nur endlich- 
viele Paare p, q mit (p, 7) = 1 gehéren, denn die letzteren sind durch Angabe 
von L,, L, eindeutig bestimmt. Es werde jetzt angenommen, daB die Folgerung 
falsch sei, daB es also eine unendliche Folge von Paaren p,q mit (p,q) = 1 
und |p,q| > co gibt, so daB der gréBte Primteiler von L,L,L, beschrinkt 
bleibt. Dann zeigt die vorige Konstruktion, daB es auch eine unendliche 
Folge von Paaren ganzer rationaler teilerfremder Zahlen Z,,Z, mit 
max (|Z,|,{Z,|) + 0c gibt, fiir die der gréBte Primteiler von 
Z,Z,(Z, + Zz) 
beschrankt ist. Offenbar ist nicht nur (Z,,Z,) = 1, sondern auch 
(Z,,2,+%)=1, (Zy%Z,+%) =1. 
Setzt man noch 
Z,+ Z, = Zs, 
so ist es also méglich, diese Gleichung unendlichoft zu befriedigen, indem 
man fiir Z, nur Primteiler einer endlichen Menge M,, fiir Z, nur Primteiler 
einer endlichen Menge M,, fiir Z, nur Primteiler einer endlichen Menge M, 
von Primzahlen zulaBt, wobei diese drei Mengen zu je zweien elementenfremd 
sind. Das ist aber nach Folgerung 2 unméglich. 
22. Folgerung 4. Sei 
Q (x, y) = agz* + a,zry+ ay? 

eine trreduzible quadratische Form, 

L(2, y) = ba + by 
eine Linearform mit ganzen rationalen Koejfizienten. Durchliuft p,q eine 


unendliche Folge teilerfremder ganzer rationaler Zahlpaare mit |p, q| > ~, 
so wiichst der gréfte Primteiler von 


Q (p, g) L (p, 9) 





tiber alle Grenzen. 
Folgerung 5. Seien 
Q (x, y) = a2? + ary + a,y*, Q*(z, y) = by? + bry + bay? 








mit 

teiles 
Prin 
tiber 


gese 


ferr 


geg 
eins 

















Approximation algebraischer Zahlen. I. 727 


zwei verschiedene irreduzible und zueinander teilerfremde quadratische Formen 
mit ganzen rationale Koeffizienten. Durchliiujt p,q eine unendliche Folge 
teilerfremder ganzer rationaler Zahlpaare mit |p, q| — 2c, so wiichst der grépte 


Primteiler vo 
pic eee Q (p, g) Q* (p, 9) 


tiber alle Grenzen. 
Beweis. In beiden Fallen kann man in gleicher Weise vorgehen. Wird 
, ayb , 
p= OF gd = 4, A = (ay bo, 9) 
gesetzt, so ist offenbar 
a5 b; (a) p* + a, pq + 429°) (bo p + 5,9) 
= A®(p® + a, by pg’ + doaeb3 9g") (p' + ab, 9’), 
ay b} (agp* + 4, pg + 429°) (bop? + b, pq + by") 
= At (p® + a, bop’ gq’ + aqaqb5 q*) (p™ + ab, p'g’ + afb, b,q"*), 
ferner A beschrankt, p’ und q’ teilerfremd und mit |p, q| strebt auch |p’, q’ 
gegen Unendlich. Man kann sich also im ersten Fall auf die Untersuchung 
einer irreduziblen quadratischen Form und einer Linearform 


Q(z, y) = + Ayty+ Agy’, L(z,y)= 2+ By, 

im zweiten Fall auf die zweier irreduzibler quadratischer Formen ohne ge- 
meinsamen Faktor 

Q(z, y) = 2+ Ayry+ Any’, Q*(z,y) = a+ Bry + Bay* 
beschriinken, die ganze rationale Koeffizienten und den héchsten Koeffizienten 
gleich Eins haben. 

Sei jetzt P,, P.,..., P, irgendeine endliche Menge von verschiedenen 
Primzahlen; p,q durchlaufe eine solche unendliche Folge von teilerfremden 
Zahlpaaren mit | p,q| > co, so daB fortwahrend 


Q(p,¢q) = + PP PT... Pf 
ist, mit von p, qg abhingigen nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 
Pi» Po: - + +> Pt 


Die Gleichung 


Q(z, 1) =2?+ Ayr+ A, = 0 
ist nach Voraussetzung irreduzibel; ihre beiden Wurzeln ¢, ¢’ sind also 
konjugierte ganze algebraische Zahlen zweiten Grades und definieren einen 
quadratischen Zahlkérper K, dessen Basis etwa 
l,@ 

ist, wobei w eine ganze Zahl aus K bedeutet. Wir wollen konjugierte Ideale 
und Zahlen aus K durch einen Akzent unterscheiden. 

Seien p,,P2,...,P, die simtlichen verschiedenen Primideale, die in 
P,, P,,..., P, aufgehen; da in der Zerlegung 


Q (p, 9) = (p — 92) (p — 90’) 
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die beiden Faktoren p — gf und p — qf’ ganz algebraisch sind, so gestatten 
die zugehérigen Hauptideale eine Darstellung 


(p- q¢) = pa py mt Pp, (p—ql’) = p,™ p,” aah p.% 
mit nichtnegativen ganzen rationalen Exponenten 2,,2,,...,2,. Unter h 


die Klassenzahl von K verstanden, werde x, zerlegt in der Form 


mam, = ThA, +m (i = 1, 2,...a4 
wobei die 4, nichtnegative ganze rationale Zahlen, die 4, aber Zahlen der 
Folge 0,1, 2,..., 74 — 1, also nur endlichvieler Werte fahig sind. Setzt man 
a= pripis... pee, q’ = pi" p, 2 “ pie, 
gm prt pe’... pict, x’ = pdpidah... pdt, 


so bestehen die Gleichungen 
> 7 / . , , 

(p—qe) = ar’, (p—qe’) = a'x’?. 
Offenbar ist x (€) ein Hauptideal, also auch a = («). Das Ideal («) kann 
héchstens (7 h)* verschiedene Werte annehmen. Geht man zu den Zahlen iiber, 
so ist 

_ 7 Pe re pea 

pP—qi = o2f, p—qe' = oa &", 
wobei o eine gewisse Einheit aus K bedeutet. Ist K nicht reell, so gibt es in 
diesem Ké6rper als Einheiten héchstens sechs Einheitswurzeln; wir setzen 

on=f, §=P+40 
und dann kann f nur einen von héchstens 6 (7 h)* verschiedenen ganzen Werten 
aus K annehmen, wahrend » und q gewisse ganze rationale Zahlen sind. 
Ist dagegen K ein reeller Kérper, so mu8 o von der Form 


= 29 
sein, wo € = + 1, 7 eine erzeugende Einheit aus K und g eine ganze rationale 
Zahl ist. Sei 
q = Te-+ ‘. 


mit elmer ganzen rationalen Zahl ¢ und einer Zahl f, die einen der Werte 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 hat. Wir setzen 
enfa = B, nw &E= p+ qo, 
und dann kann f nur einen von héchstens 14 (7h)* verschiedenen ganzen 
Werten aus K annehmen und sind p und @ gewisse ganze rationale Zahlen. 
Damit ist man in beiden Fallen zu der Darstellung 
: oa q Dd os a) 

P—qs = B(p 4- qo)‘, p—qt =f (p+ q'a’) 

gekommen. Sei 
(p,4)= 4. 

Wegen (p,q) = 1 und 
iM \i(p—ql, p— qe’) 
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ist offenbar 
Ae —e, 
so da8 A nur endlichvicle Werte annehmen kann. Es werde jetzt schlieBlich 
Pp q 


5 =P", 5 =f: A’p=y 
gesetzt; damit ist man zu einer Darstellung 
p—at =y(p* + gro)’, p— gt = y'(p* + g*a'y’ 
gekommen, in der y eine von endlichvielen ganzen Zahlen aus K, p* und q* 
aber ganze rationale teilerfremde Zahlen sind. Offenbar gilt 
_ Crvip® +g ow) —Cy'(p* +g* ow’)? _ Vir +o) —y' (P+ go’), 


C—t q v—e ’ 








diesen Gleichungen entnimmt man, da8 mit |p, q| auch |p*, g*| tiber alle 
Grenzen wichst. 

Die betrachtete p, q-Folge werde jetzt in die endlichvielen Teilfolgen T, 
zerlegt, zu denen die vorige Konstruktion dasselbe y lieferte. Es geniigt, 
diejenigen 7, zu betrachten, in denen unendlichviele Paare vorkommen 
und fiir die Paare in jedem einzelnen solchen T7', zu zeigen, da8 der gréBte 
Primteiler von L(p, q) bzw. Q*(p, q) tiber alle Grenzen wichst. 

Es ist 

L(p,q) = p+ Bq, Q*(p, 9) = (p — 219) (P — 229), 
wobei Z, und Z, die Nullstellen von Q*(z,1) sind. Hieraus ergibt sich 
L (p,q) = F(p*,q*), Q*(p, 9) = G(p*, 9g"), 
wobei F(z, y) und G(z, y) die Formen siebten und vierzehnten Grades 
F(z, y) = 2+ Bet vo = C+ Bet yoy 


> s 





G(2,y) = y (C'—Z,) (z+ zoF — vc —Z,) (z+ yo’) 
= 
ye ZAC’ — Zs) (x + yo)’ — y' C—2,) (27 + yo’)! 
, — 
mit rationalen Koeffizienten sind. Die Nullstellen von F(z, 1) bestimmen 
sich aus 











+O = ernign (LET (5 = 0,1,2,8, 4,5, 6), 








z+ o’ y (0 + B,) 
die Nullstellen von G(z, 1) aus 

+o _ pomsgir (VE— 2)" og 

z+ a’ shite (; (t’— 7) (j 0, 1, 2, 3, 4,5, 6) 
bzw. 

zr+o agin (VAC — Za)\"7 — 

sr = eeu (Ces) (j = 0,1, 2, 3, 4, 5, 6). 


Die drei Zahlen unter den Wurzelzeichen sind endlich und von Null ver- 
schieden, denn y und y’ sind gem&8 ihrer Konstruktion nicht Null und ¢ 
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oder 2’ kénnen weder gleich der ganzen rationalen Zahl —B,, noch gleich einer 
der beiden Wurzeln Z,, Z, des zu Q(z, 1) teilerfremden Polynoms Q* (z, 1) sein. 

Hieraus folgt, daB héchstens eine einzige Nullstelle von F(z,1) bzw. 
héchstens zwei von G(z,1) algebraisch von erstem oder zweitem Grade 
sind; denn sonst wire eine primitive siebte Einheitswurzel rational durch 
endlichviele algebraischen Zahlen ersten oder zweiten Grades darstellbar, was 
bekanntlich nicht geht. 

Also geht in F(z, y) und G(z,y) eine irreduzible Form mit ganzen 
rationalen Koeffizienten von mindestens drittem Grade auf; daraus und aus 
der Folgerung 1 ergibt sich, da8 der gréBte Primteiler von 

F (p*,q*) bzw. G(p*, q*) 
iiber alle Grenzen wichst, wenn p* und g* alle unendlichvielen Paare teiler- 
fremder ganzer rationaler Zahlen aus 7, durchlaufen; also strebt gleich- 
zeitig der gréBte Primteiler von L (p, q) und Q*(p, q) iiber alle Grenzen und 
es ist gezeigt, da& der gréBte Primteiler der Formen 


Q (p,q) L (p,q) und Q(p, 9) Q*(p, 9) 
nicht beschrinkt ist, wenn p,q irgendeine unendliche Folge teilerfremder 
ganzer rationaler Zahlen mit |p, q|-> co durchlaufen *). 

Offenbar kann man die Folgerungen 1 bis 5 zusammenfassen in den Satz: 
Hat die Bindrform F(z, y) ganze rationale Koeffizienten und das Polynom 
F (xz, 1) mindestens drei verschiedene Nullstellen, wobei eine etwaige Nullstelle 
z= cc milzuzihlen ist, so wiichst der gréBte Primteiler von F (p,q) tiber alle 
Grenzen, wenn p, q eine Folge teilerfremder ganzer rationaler Zahlen mit | p,q| 20 
durchlaufen.“ 


Géttingen, im Januar 1932. 


8) Wegen dieses Beweises vergleiche Pélya (7), 8S. 145 und Siegel (3), 8. 204. 


(Eingegangen am 6. 2. 1932.) 
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Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe 
iiber einem algebraischen Zahlkérper. 


Insbesondere Begriindung der Theorie des Normenrestsymbols 
und Herleitung des Reziprozitatsgesetzes mit nichtkommutativen 
Hilfsmitteln. 


Emmy Noether zum 50. Geburtstag am 23. Marz 1932. 
Von 


Helmut Hasse in Marburg. 


Einleitung. 

Emmy Noether [4] hat wohl zuerst den Gedanken ausgesprochen, die 
Theorie der nichtkommutativen Algebren sei von einfacheren GesetzmiBig- 
keiten beherrscht als die Theorie der kommutativen Algebren, insbesondere 
der kommutativen algebraischen Erweiterungskérper, und folgerichtig sei 
die nichtkommutative Theorie in einem systematischen Aufbau nicht nur 
rein &uBerlich der kommutativen Theorie voranzustellen, sondern auch zu 
deren Begriindung sachlich weitgehend heranzuziehen. Sie hat selbst die 
Durchfiihrbarkeit dieses Gedankens fiir verschiedene Einzelabschnitte der 
Gesamttheorie dargetan, und zwar nicht nur fiir rein-algebraische Teile 
(Galoissche Theorie), sondern neuerdings auch fiir tiefliegende arithmetische 
Gedankenreihen (Hauptgeschlechtssatz). 

Da8 die Arithmetik der nichtkommutativen Algebren sich in der Tat 
vor der Arithmetik der kommutativen Zahlkérper durch besondere Einfach- 
heit auszeichnet, geht aus den an die grundlegende Arbeit von Speiser [1] 
ankniipfenden Arbeiten von Artin [1], Brandt [1—5] und mir [5] hervor. 
Es sei etwa nur der Umstand angefiihrt, daB im Nichtkommutativen bei der 
Primidealzerlegung stets Restklassengrad gleich Verzweigungsordnung ist, 
und da8 die aus dem Kommutativen bekannten besonderen Schwierigkeiten, 
die in dem Auftreten héherer Verzweigungen bestehen, im Nichtkommu- 
tativen gar nicht auftreten. 

Ich will im folgenden aus dieser einfachen Arithmetik der nichtkommu- 
tativen Algebren einen neuen Beweis des Reziprozititsgesetzes entwickeln. 
Damit erfiille ich einen mir schon vor einiger Zeit von Emmy Noether aus- 
gesprochenen Wunsch; und so hat die dieser Arbeit vorangestellte Widmung 
ihre innere Berechtigung. 

48* 
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Sie hat sie um so mehr, als auch die Idee, die mich zu diesem Beweis 
gefiihrt hat, auf eine Anregung von Emmy Noether zuriickgeht: In einer 
kiirzlich erschienenen Arbeit [8] hatte ich gezeigt, daB aus den Normen- 


restsymbolen (*.) ein volles Invariantensystem fiir die zyklische Algebra 
(a, Z, S) entspringt. Der Nachweis der Invarianz dort in Abschnitt II] war 
deshalb nicht ganz einfach, weil man fiir das Normenrestsymbol (4 ) keine 


direkte Definition besaB, die sich allein auf das Verhalten von « ,,im Kleinen“, 
d. h. an der Primstelle p des Grundkérpers & stiitzt. Man war vielmehr zur 
Definition des Normenrestsymbols auf einen Umweg iiber andere Primstellen q 
von k angewiesen, und somit im Prinzip auf das Reziprozitatsgesetz, das 
sich ja als Bindung ,,im GroBen“: 
a, Z 
I (=~) =1 

zwischen dem Verhalten an den einzelnen Primstellen darstellt. Emmy 
Noether bemerkte nun mit Recht, daS ja gerade der von mir bewiesene 
Invarianzsatz eine direkte, ganz im Kleinen verlaufende Definition des 
Normenrestsymbols liefert; sie hat damit den SchluBsatz meiner Arbeit [8] 
in einer nicht vorhergesehenen Weise widerlegt. 

Verfolgt man diesen ihren Gedanken durch eine entsprechende Fassung 
der Definition des Normenrestsymbols, so hért natiirlich der Invarianzsatz 
auf, eine tiefliegende Tatsache zu sein — er wird ja definitorisch erzwungen —; 
dafiir wird aber jetzt das Reziprozititsgesetz in obiger Produktform, das 
bei der bisherigen Definition definitorisch erzwungen wurde, eine tiefliegende 
Tatsache. Uberdies wird die Normenresteigenschaft des Normenrestsymbols, 
die bei der bisherigen Definition eine tiefliegende Tatsache darstellte, durch 
die neue Definition fast unmittelbar in Evidenz gesetzt. Durch diese Ver- 
schiebung zwischen Definition und Satzen wird somit das Gesicht der Theorie 
des Normenrestsymbols, d. i. die Klassenkérpertheorie im Kleinen (Hasse(3, 4], 
F. K. Schmidt [1], Chevalley [1, 2, 4, 5}), von den ihm bisher anhaftenden ent- 
stellenden Ziigen befreit. Der erste Ansatz in dieser Richtung geht iibrigens 
auf Deuring [1] zuriick, der mit den nichtkommutativen Methoden den Ver- 
tauschungssatz fiir das Normenrestsymbo! bewies. 

Im folgenden will ich all’ dies im einzelnen auseinandersetzen. 

Im Hinblick auf die gegenwirtig im FluB befindliche, weitergehende Idee 
Emmy Noethers, auch die Klassenkérpertheorie im GroBen vom Nicht- 
kommutativen her aufzubauen, will ich noch voranschicken, welche Tat- 
sachen aus der Klassenkérpertheorie fiir das Folgende allein gebraucht werden. 

Aus der Klassenkérpertheorie im Kleinen wird gebraucht: 

(0. 1) (Satze der Klassenkérpertheorie im Kleinen fiir Klassen- 
einteilungen nach dem Kongruenzwert der Ordnungszahl in p). Zu der 
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von der Ordnung m, zyklischen Klasseneinteilung in ky nach dem Kongruenz- 
wert mod m, der Ordnungszahl in p existiert ein Klassenkérper W?, derart 
also, daB die Zahlnormen aus W? in ky genau die Zahlen mit durch mz, teil- 
barer Ordnungszahl sind, niimlich der Kérper der Tt(p)™» —1-ten Einheits- 
wurzeln tiber ky. Er ist zyklisch vom Grade m, und unverzweigt iiber ky. 

Umgekehrt ist ein tiber ky unverzweigter Kérper vom Grade m, notwendig 
dieser Korper W?. 

Hierbei wurde p als endlich vorausgesetzt. Den ganz einfachen Beweis 
siehe in Hasse [5]. 

Fiir unendliches p ist das Analogon trivial: Ist p reell (fiir komplexes p 
ist nichts zu beweisen), so ist k, der Kérper aller reellen Zahlen, und zu der 
einzigen Klasseneinteilung in ky, der nach dem Vorzeichen, also zyklisch 
von der Ordnung 2, gehért als Klassenkérper der einzige algebraische Er- 
weiterungskérper W? iiber ky, der Koérper aller komplexen Zahlen; dieser 
ist zyklisch vom Grade 2 iiber ky. — 

Aus der Klassenkérpertheorie im GroSen wird gebraucht: 

(0. 2) (Normensatz). Ist Z ein zyklischer Kérper tiber dem algebraischen 
Zahlkérper k, so ist eine Zahl « aus k dann und nur dann Norm einer Zahl 
aus Z, wenn « fiir jede Primstelle p von k Norm einer Zahl aus dem zugehirigen 
p-adischen Erweiterungskérper Z? in bezug auf die p-adische Erweiterung kp ist. 

Dieser Satz braucht sogar nur fiir Z von Primzahlgrad bekannt zu sein; 
daraus folgt er mit nichtkommutativen Hilfsmitteln in einfacher Weise fiir 
beliebigen Grad. Doch geben ja, im Gegensatz zur bisherigen Klassenkérper- 
theorie (Hasse [6]), die neuen Vereinfachungen von Chevalley und Herbrand 
(siehe in Chevalley [4]) den Satz ohne jede Schwierigkeit von — an fiir 
beliebigen Grad. 

Des weiteren wird ein Existenztheorem gebraucht, das aber viel schwicher 
ist als der allgemeine Existenzsatz der Klassenkérpertheorie und der all- 
gemeine Satz von der arithmetischen Progression: 

(0. 3) (Existenztheorem). Sind p,,..., p, verschiedene Primzahlen 
und k,,..., k, natiirliche Zahlen, so gibt es stets eine zyklische Kongruenz- 
klasseneinteilung der rationalen Zahlen, bei der die Exponenten von 7, . - -; Pr 
jeweils Multipla von k,,...,k, sind und —1 den Exponenten 2 hat. 

Indem man die Kongruenzklasseneinteilung durch einen Primzahlmodul 
zu realisieren sucht, kann man diesen Satz unmittelbar dem Frobeniusschen 
Dichtigkeitssatz (oder auch nur Bxistenasete) ier omen, geeigneten absolut- 


metabelschen Kérper vom Typus R(C, ¥ pale Vp, span Vp) (¢ k-te Einheits- 
wurzel) unterordnen*). Ich méchte jedoch glauben, da8 man den Beweis auch 


*) Zusatz bei der Korrektur. Es geniigt fir alle Fille, k als kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches der Zahlen 2k,, p, und 8 zu wihlen. 
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durchaus elementar erbringen kann, indem man die Klasseneinteilung durch 
einen zusammengesetzten Modul zu realisieren sucht. 

Ubrigens ist dieser Existenzsatz auch noch etwas einfacher als das ur- 
spriinglich von Artin [2] zum Beweis seines Reziprozititsgesetzes heran- 
gezogene ahnliche Lemma, weil hier keine Bedingung der Gleichheit zweier 
Klassen auftritt; doch kann Artin neuerdings auch seinen Beweis auf den 
obigen einfacheren Existenzsatz, ja sogar auf dessen Spezialfall r = 1 
(und ohne — 1) stiitzen. — 


SchlieBlich wird gebraucht: 


(0. 4) (Existenzsatz der Klassenkérpertheorie und Artinsches Rezi- 
prozitdtsgesetz fiir (zyklische) Klasseneinteilungen nach dem Kon- 
gruenzwert der absoluten Idealnormen.) Zu jeder (zyklischen) Klassen- 
einteilung nach dem Kongruenzwert der absoluten Idealnormen in einem 
algebraischen Zahlkérper k existiert ein (zyklischer) Kreiskérper W als Klassen- 
kérper, derart also, daB die Kongruenzwerte der Idealnormen aus W in k genau 
die Hauptklasse ausmachen. 


Die zugehérigen Frobenius-Artin-Automorphismen F, = (=) liefern eine 
wsomorphe Abbildung jener Kongruenzklassengruppe auf die galoissche Gruppe 
von W. 

Diese Tatsachen sind bekanntlich unmittelbare Folgerungen aus dem 
bekannten Beweis des Zerlegungsgesetzes im Kreiskérper. — 


Wie gesagt, werde ich fiir das eigentliche Ziel dieser Arbeit, die Begriin- 
dung der Theorie des Normenrestsymbols und Herleitung des Reziprozitits- 
gesetzes mit nichtkommutativen Hilfsmitteln, nur von den hier zusammen- 
gestellten speziellen Tatsachen aus der Klassenkérpertheorie Gebrauch 
machen. Das soll jedoch nicht ausschlieBen, da8 ich an einigen Stellen zur 
Abrundung der gewonnenen Strukturresultate auch weitere Tatsachen aus 


der Klassenkérpertheorie heranziehe. Ich werde das dann jedesmal ausdriick- 
lich hervorheben. — 


Nach Fertigstellung dieser Arbeit ist eine Note von Chevalley [3] er- 
schienen, in der auf anderem Wege, ohne Heranziehung nichtkommutativer 
Hilfsmittel, ahnliche Strukturzusammenhinge zwischen den Sitzen der 
Klassenkérpertheorie wie hier entwickelt werden. Ferner hat, wie ich 
wahrend der Drucklegung erfahre, Chevalley [5] auch seinerseits, angeregt 
durch Einsichtnahme in die Ausarbeitung einer Vorlesung von E. Noether [4], 
die Klassenkérpertheorie im Kleinen unter Verwendung derselben Gedanken 
und Methoden wie hier vollstindig entwickelt. Da jedoch bei mir hier 
das Hauptgewicht auf dem Ubergang zur Klassenkérpertheorie im GroBen 
liegt, so tiberschneiden sich unsere Arbeiten nur geringfiigig. 
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I. Abschnitt. 
Algebraische Theorie. 

Es handelt sich um eine Theorie, die im AnschluB an die grundlegende 
Wedderburnsche Theorie (Wedderburn [1], Dickson [1,3]) einerseits von 
R. Brauer [1-5,7,8], Emmy Noether [1, 2, 4,5] und v. d. Waerden [1], anderer- 
seits in den Grundziigen auch von Wedderburn [2], Dickson [1—5] und 
Albert [1—10] entwickelt wurde. Siehe auBerdem die Darstellung in Ab- 
schnitt II meiner Arbeit [8]. 

Der Kiirze und Ubersichtlichkeit halber bringe ich hier die Tatsachen in 
etwas anderer Reihenfolge, als sie sich bei systematischem Aufbau natur- 
gema8 ergeben wiirden. Beweise fiihre ich nicht aus, mit Ausnahme der 
Tatsache (2. 5), fiir die ich einen modifizierten Beweis bringe. 


1. Einfache normale Algebren. 

Es sei k ein beliebiger Kérper. Wir betrachten einfache Algebren A iiber k 
als Koeffizientenkérper. 

(1. 1) Der Wedderburnsche Struktursatz. Zu den einfachen Algebren 
gehéren speziell die Divisionsalgebren D und die vollstindigen Matrixalgebren 
D, tiber ihnen (charakterisiert allein durch ihre Reihenzahl r). Hiermit ist 
bereits der allgemeinste Typus gegeben. Jede einfache Algebra A ist also 
vom Typus D,. Hierbei ist D durch A abstrakt eindeutig bestimmt (und 
sogar innerhalb A eindeutig bis auf Transformation). 

Das Zentrum Z von A ist gleich dem Zentrum von D, und ist ein alge- 
braischer Erweiterungskérper von k. Will man nur das typisch Nichtkom- 
mutative untersuchen, so hat man den Schritt von k nach Z von der Be- 
trachtung auszuschlieBen und nur A iiber Z als erweitertem Koeffizienten- 
kérper zu betrachten. Demgema8 setzt man zweckmiBig gleich voraus, 
der Koeffizientenkérper & sei das Zentrum von A. Dann heift A normal. 

Der Rang von A ist dann eine Quadratzahl n*. Dabei heibt n der Grad 
von A; er ist der Grad des allgemeinen Elementes von A. 


(1. 2) Die R. Brauersche Algebrenklassengruppe. Zwei einfache nor- 
male Algebren A und A heiBen dhnlich, A ~ A, wenn ihnen dieselbe 
Divisionsalgebra D im Sinne von (i. 1) zugeordnet ist. 

Diese Ahnlichkeitsbeziehung fiihrt zu einer Klasseneinteilung im Bereich 
aller einfachen normalen Algebren iiber dem festen Koeffizientenkérper k; 
jede solche Klasse & ist durch die in ihr enthaltene Divisionsalgebra D ein- 
deutig charakteristiert und besteht aus der Gesamtheit aller vollen Matrix- 
algebren A = D, (r = 1, 2,...) tiber D. 

Der Grad m von D heiBt der Index von U. Er ist Teiler der Grade 
n= mr aller Elemente A = D, aus &. 
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Das direkte Produkt A x B zweier einfacher normaler Algebren A und B 
ist wieder eine einfache normale Algebra. 

Aus A~ A, B~ B folgt Ax B ~ AxB. Hiernach fiihrt die direkte 
Multiplikation zu einer elementweisen Klassenmultiplikation. 

In bezug auf diese Multiplikation bilden die Klassen & eine abelsche 
Gruppe G, die also allein durch den Koeffizientenkérper k bestimmt ist. Fins- 
element | ist die Klasse, die zu k selbst als Divisionsalgebra gehért und also aus 
allen vollen Matrixalgebren k, (r = 1,2, ...) tiber k besteht. Reziprok zu Uist die 
Klasse M’, deren Algebren A’ zu den Algebren A aus & reziprok-isomorph sind. 

Jede Klasse & hat als Element der Gruppe 6 endlichen Exponenten l. 
Dieser Exponent / ist Teiler des Index m von &. Andererseits ist das Pro- 
dukt m, der einfachen Primfaktoren von m Teiler von J. Also m|1|m. 

(1. 3) Erweiterung des Koeffizientenkérpers. Ist K ein beliebiger 
Erweiterungskérper von k, so entsteht durch Erweiterung des Koeffizienten- 
kérpers k auf K als neuen Koeffizientenkérper die Erweiterung Ax von A. 
Sie ist einfach und normal iiber K. 

Aus A~A folgt Ay ~ Ax, und es ist (Ax B)xy = AgxBy. Daher 
bewirkt die Erweiterung auf K eine elementweise Erweiterung der Klasse 
auf eine Klasse U,, und eine Reduktion der Gruppe © auf eine Faktorgruppe 
Gx = G/Ux. Dabei ist Uy die Untergruppe derjenigen Klassen U aus 6G, 
die bei der Erweiterung auf K in die Einsklasse iibergehen: A, = 1 
(d.h. Ay = K,). Gy ist eine gewisse Untergruppe der Brauerschen 
Algebrenklassengruppe iiber K. 

Die Reduktion von © auf Gx hat eine Reduktion des Index m von & 
auf einen Teiler mg als Index von Ux wnd des Exponenten | von U auf einen 
Teiler ly als Exponent von U, zur Folge. 

(1. 4) Zerfillungskérper. Kehrt man die der Definition von Ux m- 
grunde liegende Fragestellung um, indem man jetzt bei gegebenem & nach 
denjenigen Erweiterungskérpern K fragt, fiir die U, = 1 wird, so hat man 
den Begriff des Zerfallungskérpers K von U. Zur Anpassung an diesen Ausdruck 
sage ich fiir die Relationen A ~ k, U = 1 gelegentlich auch A bzw. U zerfallt. 

Die Zerfailiungskérper K von & von endlichem Grade iiber k haben als 
Grade stets Multipla n = mr des Index m von & und sind identisch mit den 
Teilkérpern vom Maximalgrad » = mr der Algebren A = D, aus Y. 

Ob es solche Zerfillungskérper fiir jedes vorgeschriebene Vielfache 
n = mr wirklich gibt, hangt von der Natur des Koeffizientenkérpers k ab 
(es ist z. B. sicher der Fall fiir algebraische Zahlkérper k). Jedenfalls gibt 
es stets Zerfallungskérper vom Minimalgrad m, d.h. Teilkérper von D selbst 
vom Maximalgrad m, nimlich die maximalen Teilkérper von D. 

Die obige Untergruppe Ux kann jetzt auch charakterisiert werden als die 
Untergruppe der von K zerfallten Klassen & aus 6. 
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2. Zyklisehe Algebren. 


Ohne auf die allgemeine Emmy Noethersche Theorie der verschrinkten 
Produkte einzugehen, die ich in Abschnitt II meiner Arbeit [8] ausfiihrlich 
dargelegt habe, will ich hier nur die auf den zyklischen Spezialfall beziiglichen 
Tatsachen zusammenstellen, die iibrigens auch einer einfachen, von der 
allgemeinen Theorie unabhangigen Begriindung fahig sind. 

(2. 1) Zyklische Erzeugung einer Algebra. Eine einfache normale 
Algebra A iiber k vom Grade n heiBt zyklisch, wenn sie einen iiber k zyklischen 
Teilkérper Z vom Maximalgrade n besitzt. A hat dann die folgende Struktur: 

, A=Z+4uZ+4+...+uZ 
mit 
zu = uz‘ fiir jedes z aus Z, wo S ein erzeugender Automorphismus der 
zyklischen galoisschen Gruppe von Z ist, 
u" =a, wo a+0 aus k. 
Ich bezeichne das kurz durch 4 _ (a, Z, 8), 


und nenne es eine zyklische Erzeugung von A. 

Umgekehrt wird so fiir beliebige «,Z,S mit den angegebenen Eigen- 
schaften eine einfache normale Algebra A mit Z als Teilkérper vom Maximal- 
grad erzeugt. 

(2. 2) Zyklische Darstellung einer Algebrenklasse. Hat eine Algebren- 
klasse M vom Index m einen zyklischen Zerfillungskérper Z vom Grade 
n= mr, so gibt es in ihr eine zyklische Algebra A = (a, Z,S), namlich 
A=D,. %& hei®t dann zyklisch darstellbar und A = (a, Z, 8) eine zyklische 
Darstellung von X. 

Es gilt: 

(a, Z, S) ~ und daher = (a, Z, S) dann und nur dann, wenn a = aN (c) 

mit c aus Z, 


ferner (1, Z, 8S) ~k, 
also speziell 

(«,, Z, S)~ k dann und nur dann, wenn a, = N(c) mit c aus Z; 
ferner (a, Z, S) (8B, Z, S) ~ (aB, Z, 8). 


Hiernach besteht eine isomorphe Abbildung der zum Kérper Z gehérigen 
Untergruppe Ul, (der von Z zerfillten Klassen &) auf die Normklassengruppe 
von Z in k, d.h. die Faktorgruppe in der Gruppe aller « +0 aus k nach 
der Untergruppe aller Zahlnormen «a, = N(c) mit c aus Z. 

Insbesondere ist dann der Exponent / von & die friiheste Potenz des 
zugeordneten a, die Norm einer Zahl aus Z ist. 

(2. 3) Ubergang zu einer anderen Erzeugenden. Geht man von S 
zu einer anderen Erzeugenden S" [(v, m) = 1] der galoisschen Gruppe von Z 
tiber, so transformiert sich die zyklische Erzeugung so: 

(a, Z, S) = (a”, Z, 8”). 
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Hiernach hat man allgemein: 
(a,Z,S)~ und daher = (@,Z,S) dann und nur dann, 


S = S’ mit (»,n) = 1, 


. a | 
wenn gleichzeitig la=neN@ ahem d 


(2. 4) Ubergang zu einer Erweiterungsklasse. Jede Erweiterungs- 
klasse Ux einer zyklisch darstellbaren Klasse & ist wieder zyklisch darstellbar, 
namlich 

(a, Z, S)e ~ (a, Z*, Sx). 
Hier bezeichnet Z* das gewéhnliche Kompositum von Z und K (einen der 
untereinander isomorphen Kernkérper der Erweiterung Zz von Z auf K) 
und Sx die friiheste Potenz von S, die in der galoisschen Gruppe von Z* 
tiber K liegt (Reduktion der galoisschen Gruppe von Z durch Erweiterung 
auf K). 

(2. 5) Ubergang zu einem Teilkérper oder zyklischen Erweiterungs- 
kérper. Ist Z, ein Teilkérper von Z, und Z vom Grade s iiber Z,, so gilt: 
(a*, Z, S) ~ (a, Zo, SQ), 
wo S, rechts den durch S im Teilkérper Z, bewirkten Automorphismus be- 

zeichnet. 

Umgekehrt also: LaBt Z eine iiber k zyklische Erweiterung Z, vom 
Grade s iiber Z zu, so ist die s-reihige volle Matrixalgebra iiber (a, Z, 8) 
wieder zyklisch, naimlich 

(a, Z, 8), = (a’, Z,, 8), 
wo S, rechts einen durch Fortsetzung von S auf Z, entstehenden Automorphis- 
mus bezeichnet. 

Dieser Satz wurde kiirzlich von Albert [10] bewiesen. Ich gebe an- 
schlieBend einen auf ahnlicher Grundlage berahenden Beweis. 

Sei b eine Z,-Basis von Z, als Zeilenvektor gedacht, und 

zb = bM, 
die zugehdérige Matrizendarstellung von Z in Z,. Sei ferner P diejenige 
Matrix aus Z., die die Anwendung von S auf b riickgiingig macht: 
SBP=b, b= bP’. 
Hiermit werde die Matrix 
M, = u,.P 
aus (a, Z,,S,) gebildet, wo u, das S, in dieser zyklischen Erzeugung zuge- 
ordnete Element ist: 
Zo Up = Uo 25° fiir jedes z, aus Z,, 


n 
tc =a, WO % = > der Grad von Z,. 
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Aus 
bM,s = 25b = 2bSP = DS My. P = b P-1u5'M,u, P = bd M,'M,M, 


folgt dann 
M,M,, = M,M.s. 
Ferner folgt 


Ne — 1 4s 
Me = (u. P)* = a PX + + 8*3, 


wegen P*:” — P weiter 


Mo =e P= +-: +h +1 
, 
, , st — 1 fs Ss. . 
und, weil aus b%” = b folgt P* hee ve 
My = a’. 


Hiernach erzeugen die M, mit M, zusammen eine zur zyklischen Algebra 
(a*, Z, S) homomorphe, also wegen der Einfachheit der letzteren sicher 
isomorphe Algebra und lassen somit («*, Z, S) als Teilalgebra der s-reihigen 
Matrixalgebra (x, Z,, S,), erkennen. Wegen der Gleichheit der Grade 
ergibt sich die Behauptung. — 

Wie die ganze Theorie der zyklischen Algebren, so ist auch der Satz (2. 5) 
Spezialfall einer allgemeineren Tatsache iiber verschrinkte Produkte. In 
der Ausdrucksweise der Gruppen linearer Substitutionen wurde diese all- 
gemeine Tatsache bereits von R. Brauer in §3 seiner Arbeit [2] hergeleitet. 
Sie lautet: 

Ist Z galoissch mit der Gruppe ©, Z, ein galoisscher Teilkérper von Z, 
G, der zugehérige Normalteiler von ©, und hangt ein Faktorensystem 
as 7 zu Z nur von den Klassen S,, JT, der S, T nach G, ab: ag 7 = 4s,,7., 
so gilt: 

(as, 7, Z) ~ (as., 7., Zo). 

Der obige Beweis fiir (2.5) kann dann durch ohne weiteres ersicht- 
liche geringfiigige Modifikationen zu einem Beweis dieser allgemeineren 
Tatsache ausgestaltet werden. Auch lat sich diese wieder, entsprechend 
zu der obigen zweiten Formulierung von (2. 5), umkebren. 


II. Abschnitt. 


Arithmetische Theorie. 

Es handelt sich um Anwendung arithmetischer Methoden zur Unter- 
suchung der algebraischen Struktur der einfachen normalen Algebren iiber 
einem algebraischen Zahlkérper k. 

Der Grundgedanke dieser Untersuchung ist folgender: Man erweitere 
zunichst die zu untersuchenden Algebren iiber k auf die zu den Primstellen p 
von k gehérigen p-adischen Erweiterungskérper ky, untersuche dann die viel 
einfachere Struktur der entstehenden p-adischen Erweiterungen, und setze 
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schlieBlich die gewonnenen Resultate iiber die Struktur im Kleinen zu Re- 
sultaten iiber die Struktur im GroBen zusammen. 

Als fundamentales Hilfsmittel fiir den Hauptpunkt bei dieser Unter- 
suchung, den Ubergang vom Kleinen zum GroBen, dient dabei der Normen- 
satz (0. 2). 

Es ist derselbe Grundgedanke, den zuerst Minkowski in seiner Theorie 
der quadratischen Formen konzipiert hat, der weiter der Henselschen Theorie 
der algebraischen Zahlen und der Henselschen arithmetischen Theorie der 
algebraischen Funktionen zugrunde liegt, der im Anschlu8 an Minkowski 
und Hensel in meinen Arbeiten iiber quadratische Formen [1, 2] systematisch 
durchgefiihrt ist, der weiterhin im Anschlu8 an Speiser [1] von mir [5] schon 
fiir die Begriindung der arithmetischen Idealtheorie in Algebren erfolgreich 
angewendet werden konnte, und der schlieBlich, in Verwirklichung der in 
meiner Arbeit [4] iiber die Klassenkérpertheorie im Kleinen ausgesprochenen 
Gedanken, sich neuerdings durch die Untersuchungen von Chevalley und 
Herbrand (siehe in Chevalley [4]) auch fiir die Begriindung der Klassen- 
kérpertheorie als beherrschender Gesichtspunkt erweist. 


3. Ubergang ins Kleine (p-adische Erweiterung). 

(3. 1) Verhalten der Algebren und Algebrenklassen. Durch p-adische 
Erweiterung des Grundkérpers k auf k, erweitern sich die einfachen normalen 
Algebren A iiber k auf einfache normale Algebren A,, = A, iiber kp, die 
Klassen & auf Klassen M,, = U,, und ihre Gruppe © reduziert sich auf eine 
Faktorgruppe 6,, = 6, = G/U,, wo U,,=—U, die Untergruppe der- 
jenigen Klassen & aus © ist, die von k, zerfallt werden: U,—1. Gy ist 
(wie sich nachtriglich leicht ergibt) die volle Brauersche Algebrenklassen- 
gruppe tiber &,; doch ist das fiir das Folgende unwesentlich. 

Index m und Exponent / einer Klasse & reduzieren sich auf Index m, 
und Exponent |, von U,; das sind gewisse Teiler von m bzw. l, die ich auch 
p-Index und p-Exponent von & nenne. 

Ist Ay ~ ky, d. h.U, = 1, fiir alle Primstellen p von k, so sage ich, A 
oder UW zerfallt tiberall. Trivialerweise gilt: 

(3. 11) Zerfallt U schlechthin, so zerfallt U iiberall: 

Aus U = 1 folgt U, = 1 fiir alle p. 
Allgemeiner: 

(3. 12) Aus U = A folgt Up = U, fiir alle p. 

(3. 2) Verhalten der Differente. Weil die zweiseitigen Ideale einer 
Maximalordnung von D sich eineindeutig mit den zweiseitigen Idealen jeder 
Maximalordnung jedes Elementes A = D, aus & entsprechen, und weil 
sich dabei insbesondere die (reduzierten) Differenten der A aus & einander 








entsy 


Diffe 


ein | 
die } 
ents} 
algel 


von 


we & EB. 








Algebrenklassengruppe iiber algebraischem Zahlkérper. 741 


entsprechen, so kann ohne Mifverstandnis von der Differente 0 der Klasse U 
gesprochen werden. 

Diese reduziert sich bei der Erweiterung zu UM, auf ihren p-Beitrag, die 
Differente 0, von Uy, die ich auch die p-Differente von UM nenne (p endlich). 

(3. 3) Verhalten der Erweiterungskérper endlichen Grades. Ist K 
ein Erweiterungskérper von endlichem Grade n iiber k, so wird (Hensel [1]) 
die p-adische Erweiterung K, direkte Summe von $-adischen Kérpern Kg, 
entsprechend den verschiedenen Primteilern $% von p in K. Die Kg sind 
algebraische Erweiterungskérper von Graden ng iiber ky, den $-Graden 
von K; fiir diese gilt: 

2% = n. 

Bip 
ng ist das Produkt aus Grad fg und Ordnung eg des Primteilers $ in bezug 
auf p. — Falls p unendlich reell ist, sind alle fg = 1 und eg = 1 oder 2, je 
nachdem $ reell oder komplex ist, falls p unendlich komplex ist, sind alle 
fp = 1 und alle eg = 1. (Ich schlieBe mich damit, entgegen meiner bisherigen 
Gepflogenheit fg = 1 oder 2, eg = 1, einem zweckmaBigen Vorschlag von 
Artin an.) 

Ist speziell K galoissch iiber k, so sind alle p entsprechenden Kg einander 
isomorph; ihr gemeinsamer Typus sei dann mit K? bezeichnet, sein Grad 
mit m). Dieser p-Grad von K ist dann ein Teiler des Grades n von K; der 
komplementire Teiler ist die Anzahl der verschiedenen Primteiler $ von p 
in K. my selbst ist das Produkt aus Grad /, und Ordnung e, der Primteiler $ 
in bezug auf p. 

Fiir galoissches K reduziert sich ferner die galoissche Gruppe bei Ubergang 
zu einem der Ky auf die Zerlegungsgruppe zu $. Ist (fiir endliches p) ins- 
besondere e, = 1, d.h. ist K? unverzweigt iiber ky, so ist diese Zerlegungs- 
gruppe zyklisch [siehe (0. 1)], und eine eindeutig normierte Erzeugende ist 
der durch die Kongruenzeigenschaft 


Fg = yw) 
we? = vs mod $ 


fiir alle ganzen wy aus Ky charakterisierte Frobenius-Artin-Automorphismus 
Fy = (=): Kommt es auf die Unterscheidung der konjugierten Primteiler 
und Zerlegungsgruppen nicht an (also z. B. von selbst immer bei abelschem XK), 
to schreibe ich F, = (=) =(£). 
P P 

(3. 4) Verhalten der Zerfaillungskérper. Ist (K sei galoissch oder 
nicht) Ky Zerfallungskérper von W,, also (Wp)cx_ = 1, so sage ich, K ist 
Lerfiliungskérper fiir Y% von U. Ist dies gleichzeitig fir alle P/p der Fall 
(also z. B. von selbst immer bei galoisschem Kérper K), so sage ich, K ist 
Zerfillungskirper fiir p von %. 
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Aus der Relation 
(Up) icy — Uxg —_ (Ai)g 
ergibt sich: 
(3. 41) Ist K Zerfillungskérper schlechthin von U, so ist K Zerféllwngs- 
kérper von U fiir alle Primstellen von K: 
Aus Ux = 1 folgt (Up)xy = 1 fir alle $. 
(3. 5) Verhalten der zyklischen Darstellungen. Ist MU zyklisch dar- 
stellbar, so ist auch &, zyklisch darstellbar, naimlich 
(a, Z, S)p ~ (a, Z?, Sp); 
dabei ist Z? der p entsprechende p-adische Erweiterungskérper von Z im 
Sinne von (3.3), und S, die fritheste Potenz von S, die in dessen galoisscher 
Gruppe, der Zerlegungsgruppe zu p von Z, liegt. 


4. Die Struktur im Kleinen I (friihere Resultate). 

Ich stelle hier die Resultate meiner friiheren Arbeit [5] unter Benutzung 
der im vorhergehenden eingefiihrten Terminologie zusammen. Es kommt fiir 
diese Resultate an sich nicht auf die Entstehung der p-adischen Algebren A, 
durch p-adische Erweiterung von Algebren A an; sie beziehen sich also auf 
beliebige einfache normale Algebren iiber ky. Ich behalte hier gleichwohl, 
der beabsichtigten Anwendung auf die Strukturuntersuchung im Grofen 
zuliebe, den Gesichtspunkt der Entstehung durch p-adische Erweiterung 
in der Bezeichnung bei. Sachlich bedeutet das iibrigens nach der Bemerkung 
in (3. 1) keinen Unterschied. 

(4. 1) Zyklisehe Darstellung von &,. YU, ist stets zyklisch darstellbar, 
und besitzt sogar stets einen zyklischen Zerfillungskérper vom Minimal- 
grade mp», nimlich den Kérper W? aus (0. 1). 

Die in UY, liegende p-adische Divisionsalgebra D? (die i. a. natiirlich 
nicht mit der p-adischen Erweiterung D, der in Y liegenden Divisionsalgebra D 
iibereinstimmt) besitzt also eine zyklische Erzeugung: 

D? = (ay, W?, F,). 
Dabei kann fiir endliches p als Erzeugende F, der zyklischen galoisschen 
Gruppe von W? der Frobenius-Artin-Automorphismus von W? gewahlt 
werden. 

(4. 2) Invariante Kennzeichnung von &,. Nach (2. 2) und (0. 1) kommt 
es bei der Zab] a, aus ky nur auf die Restklasse mod m, der Ordnungszahl yu, 
in p an; fiir unendliches (reelles) p ist 4» als Exponent des Vorzeichens von 
%, zu verstehen. 

Diese Restklasse 4, mod m, ist stets prim zu my. 

Es sind also y(m,) Typen p-adischer Divisionsalgebren D? vom Grade m, 
und somit @(m,) Klassen U, p-adischer Algebren vom Index m, vorhanden; 
diese sind auch wirklich voneinander verschieden, weil sich umgekehrt py, 





nacl 
nacl 


mod 


(Up ’ 
zyk 


Pot 


eine 
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invariant durch D? kennzeichnen lat: Ist fiir endliches p (fiir unendliches p 
ist nichts zu beweisen) g das (einzige) zweiseitige Primideal der (einzigen) 
Maximalordnung von D?, so erfahrt der Restklassenkérper mod g bei 
Transformation mit irgendeinem genau durch g?! teilbaren Element aus D? 
die u,*-te Potenz des Frobenius-Artin-Automorphismus, d.h. potenziert 
sich mit R(p)"?" (up* mod my, verstanden). 

(4. 3) Die Differente von &,. Die Differente von D?, und somit in 
entsprechendem Sinne wie in (3. 2) die Differente der Klasse U,, ist 0, = go”? * 
(p endlich). 

(4. 4) Die Gruppe U,,,. Die Gruppe U,, der von W? zerfillten 
p-adischen Algebrenklassen ist zyklisch von der Ordnung my. Denn sie ist 
nach (2.2) isomorph zur Normklassengruppe von W? in ky, und diese ist 
nach (0. 1) zyklisch von der Ordnung mp, reprisentiert durch die Restklassen 
mod m, der Ordnungszahlen (Vorzeichenexponenten) in p. 

Insbesondere bedeutet hiernach die in (4. 2) erwahnte Tatsache 
(4p, My) = 1, daB jede Klasse U, vom Index m, erzeugendes Element der 
zyklischen Gruppe U. ist. Das hat zur Folge: 

Der Exponent J, jeder Klasse U, ist gleich ihrem Index m,. 

Die simtlichen Elemente der Gruppe U,.» werden geliefert als die 
Potenzen eines erzeugenden Elementes, werden also nach (2, 2) in der Form 

(a), W?, F) (»y = 0,1,..., my —1) 
zyklisch dargestellt. 


5. Die Struktur im Kleinen II (weitere Ausfiihrungen). 
(5. 1) Die Struktur der Gesamtgruppe G,. Es sei 
Uy = A 
eine beliebige Klasse aus U ,». Nach (4. 4) besitzt sie die zyklische Darstellung 
Ay = (a, W?, F,). 

Wenn x kein erzeugendes Element der Gruppe U,» (d.h. » nicht 
prim zu m,) ist, so ist dies noch nicht die ausgezeichnete zyklische Darstellung 
von U5 gema® (4.1). Diese ist vielmehr mit dem Kérper W8 des in (0. 1) 
genannten Typus vom Grade mj zu bilden; da mj; nach (4. 4) Teiler von my 
ist, so ist W2 Teilkérper von W?. Die zyklische Darstellung von YU im 
Sinne von (4.1) mége dann 

De = (ap, We. F>) 
lauten und die gema8 (4. 2) zugeordnete invariante prime Restklasse 4p mod m> 
sein. 


Nun ist 


™., 
Ap = (D8),, wo s=—. 
my 
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Nach dem Satz (2.5) ist aber 
(D3), = (ap’, W°, Fy). 
Somit ergibt sich zwischen den beiden zyklischen Darstellungen 
A; = (a, W’, F,) und D2 = (ap, W2, F5) 
von & der Zusammenhang: 
(ap, W", Fy) = (ap, W, Fy). 
Daraus folgt nach (2. 2) und (0. 1) fiir die M, und Up zugeordneten invarianten 
Restklassen der Zusammenhang 


Yip = Sup Mod my, 
tibersichtlicher geschrieben: 
—*2 a, © 


my 


mod 1, 


Po 
voito 


wo jetzt links und rechts im Zahler jeweils die Ordnungszahl (der Vorzeichen- 
exponent) aus der betreffenden zyklischen Darstellung von Y) steht. 

Hiernach ist es zweckmaBig, die Klasse A, an Stelle durch die Rest- 
klasse 4, mod m, lieber durch die Restklasse 


r= 5° mod 1 


zu charakterisieren. Die hergeleitete Tatsache, etwas anderes gewendet, 
besagt nimlich, daB man diese Restklasse mod 1 nicht nur aus der zyklischen 
Darstellung (a), W?, Fy), die zum Zerfaillungskérper W? vom Minimalgrad m, 
gehort, ablesen kann, sondern in derselben Weise auch aus jeder zyklischen 
Darstellung (a, W?, F,) mit irgendeinem Zerfallungskérper W? des in (0. 1) 
genannten Typus. Dessen Grad m, ist ja dann nach (1.4) ein Multiplum 
Von my, also W? selbst ein Erweiterungskérper von W?; und nach dem eben 
Gezeigten gilt 


wenn uy die Ordnungszahl (den Vorzeichenexponenten) von @» in p bezeichnet. 

Ich nenne 9, die Invariante von U, und bezeichne sie mit (=) Wenn 
es auf die Entstehung von UM, durch p-adische Erweiterung von YU ankommt, 
nenne ich sie auch die p-Jnvariante von U und bezeichne sie mit (5). 


Indem man zu einem gemeinsamen Zerfillungskérper von dem in (0. 1) 
genannten Typus iibergeht, erhilt man jetzt nach (4. 4) ohne weiteres: 


(5. 11) Es ist | 
(at) = F) + () me 
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Hiernach gilt: 

(5. 12) Durch die Invarianten (>) wird (fiir endliches p) die Gesamt- 
gruppe ©, isomorph auf die additive Restklassengruppe aller rationalen Zahlen 
mod 1 abgebildet. 

Fiir unendliches (reelles) p wird G, nur auf die additive Gruppe aus 0 
und 4 mod 1 isomorph abgebildet, entsprechend der Tatsache, daB es dann 
fiir W? nur zwei Méglichkeiten, den Korper k, selbst aller reellen Zahlen und 
den Kérper aller komplexen Zahlen, gibt. 

(5. 2) Kriterium fiir Zerfaillungskérper von @,. Damit ein alge- 
braischer Kérper Ky vom Grade ng tiber ky Zerfillungskérper der Klasse U, 
vom Index my ist, ist die notwendige Gradbedingung m,|ng auch hinreichend. 

Den Beweis siehe in Hasse [9] oder besser in Kéthe [1], wo mit dem- 
selben Beweisansatz gleich allgemeiner das Verhalten der Invariante 0, 
von &, bei Ubergang zu einem algebraischen Erweiterungskérper Ky aus- 
gedriickt wird: sie multipliziert sich einfach mit dem Grade ng. 

(5. 3) Theorie des Normenrestsymbols (Klassenkérpertheorie im 
Kleinen). Sei ein zyklischer Kérper Z? vom Grade n, iiber ky gegeben. Um 
zu einer ganz im Kleinen verlaufenden Definition des Normenrestsymbols 
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2 
(© ) zu gelangen, betrachte ich die zyklische Algebra 
A, = (ap, 2, 8,), 
wo S, irgendein erzeugender Automorphismus von Z” ist, und ihre Klasse Up. 
Sei /Y 7 
—?\ = _? 
( : ) = — mod. 1 


Ny 


die Darstellung ihrer Invariante als Bruch vom Nenner ny. Dann definiere ich: 





tn» 2” oda 
(= ) i S>5 a 


Wenn Z? durch p-adische Erweiterung eines zyklischen Kérpers Z iiber k 
entsteht und a, eine Zahl « aus & ist, schreibe ich dafiir auch (=). 

Diese Definition hangt nach (2. 3), (2.2) und (5. 12) nicht von der Aus- 
wahl der Erzeugenden S, ab. 

Sie hat folgende Bedeutung: Durchliuft «, die Gruppe aller Zahlen + 0 
aus k,, so durchliuft U, die Untergruppe U,, aller von Z? zerfiillten Klassen 
aus ©». Nach (5.2) ist das die Gruppe aller derjenigen Klassen &,, deren 
Index my ein Teiler von n, ist. Nach (5. 1) liefert (=) eine isomorphe Ab- 
bildung dieser Gruppe U,, auf die additive Gruppe aller rationalen Zahlen 


tty, BP 
vom Nenner m, mod 1. Folglich liefert das Symbol (2) eine isomorphe 
Abbildung der Gruppe U,, auf die galoissche Gruppe von Z° iiber ky. 
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Auf der anderen Seite ist U,, nach (2.2) isomorph zur Normklassen- 
gruppe von Z” in ky. 
Zusammengenommen haben wir also: 


ap, 2? 
(5. 31) Das Symbol ( " ) vermittelt eine isomorphe Abbildung der Norm- 


klassengruppe von Z° in kp auf die galoissche Gruppe von Z° iiber ky. 
Im einzelnen: 
, 2 
(5. 311) Es ast (“#—) = 1 dann und nur dann, wenn a, Norm einer 
Zahl aus Z? ist. 


(5. 312) Es ist 
a , 2 a,,Z” , 2" 
AS) - 6A) 


Insbesondere ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Normen- 
restsymbols und der in (5.1) entwickelten Berechnungsregel fiir die In- 


U : 
variante (=) bei unverzweigtem Zerfallungskérper: 


(5. 32) Ist (fiir endliches p) W? unverzweigt tiber ky, so driickt sich das 
Normenrestsymbol durch den Frobenius-Artin-Automorphismus so aus: 


Ap» w? w, ; 
( P ) = (+) : 
dabei bezeichnet v, die Ordnungszahl von a, in p. 

Die in (5. 31) auftretende Normklassengruppe von Z? kann auch noch etwas 
anders charakterisiert werden: Weil jede Zahl aus k,, die nach einer festen 
hinreichend hohen Potenz von p kongruent 1 ist, sogar n,-te Potenz in kp, 
also sicher Norm einer Zahl aus Z? ist, existiert eine friiheste Potenz f, dieser 
Art, der Fiihrer von Z?, oder, wenn Z? durch p-adische Erweiterung eines 
zyklischen Kérpers Z iiber k entsteht, der p-Fiihrer von Z. Die Normklassen- 
gruppe von Z? in ky ist identisch mit der Normenrestklassengruppe mod f, 
von Z? in kp. 

Insbesondere besagt (5. 32), daB fp = p° ist, wenn Z? unverzweigt iiber k, 
ist [p endlich oder auch unendlich — siehe die Bemerkung iiber den letzteren 
Fall in (3. 3)]. 

Mit (5.31) ist der Isomorphiesatz der Klassenkérpertheorie im Kleinen 
herausgestellt. Natiirlich ist die in (5.32) liegende Teilaussage dieses Iso- 
morphiesatzes nichts anderes als die von Anfang an vorausgesetzte Tatsache 
(0. 1) aus der Klassenkérpertheorie im Kleinen. Die Bedeutung von (5. 32) 
liegt vielmehr darin, da8 damit eine bestimmte Normierung des durch (5. 311), 
(5. 312) nur bis auf einen willkiirlichen zu n, primen Exponenten festgelegten 
Normenrestsymbols ausgedriickt wird. — 
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Es ist nicht schwer, von der geschaffenen Grundlage aus auch die 
weiteren Satze der Klassenkérpertheorie im Kleinen aufzubauen. Was ins- 
besondere den Existenzsatz anbetrifft, so ist, wie ich erfahre, kiirzlich von 
Chevalley [5] ein auf dieser Grundlage beruhender Beweis entwickelt worden. 
Ich méchte hier den Chevalleyschen Untersuchungen nicht vorgreifen und 
will daher nur noch den Beweis fiir die folgende Tatsache entwickeln: 

P $ a,, 2° 

(5. 33) Ist Z2 Teilkérper von Z?, so ist ( . = 


P 
tp, Z 





) derjenige Automorphismus 





von Z’, der durch den Automorphismus ( ) von Z geliefert wird. 


n 
Beweis. Sei nj = ~ der Grad von Z® iiber ky. Sei ferner 


AS = (ap, ZS, Sp), Ap = (ap, Z, Sp). 
Nach (2.5) gilt dann fiir die entsprechenden Klassen: 


a = %, 
also nach (5. 11) 
(==) = +. (=*) mod 1, 
und somit 
ae x) Y ° 
(F)=s. (=) = 2 mod 1 


mit demselben ve. Das liefert die Behauptung nach der Definition des Normen- 
retssymbols. 


6. Zusammensetzung der Struktur im Kleinen zur Struktur im GroBen. 

Ich wiederhole hier zunichst den Beweis des Hauptsatzes von R. Brauer, 
Emmy Noether und mir, der in unserer gemeinsamen Arbeit (Hasse [9]) in 
der etwas umstandlichen Form seiner historischen Entstehung mitgeteilt 
wurde; ich gebe diesen Beweis nunmehr in systematischer Weise. Siehe 
dazu auch die in gleicher Richtung liegenden Bearbeitungen dieses Beweises 
von Albert und mir (Albert [11)). 

(6. 1) Uberall zerfallende Algebrenklassen 4%. ine unmittelbare 
Folge des Normensatzes (0. 2) ist: 

(6. 11) Besitzt U einen zyklischen Zerfillungskérper Z, und zerfillt U 
tiberall, so zerfalli U schlechthin: 

Aus Uz = 1 und U, = 1 fiir alle p folgt U = 1. 

Beweis. Ist A = (a,Z,S) die Z entsprechende zyklische Darstellung 
von UW, so bedeutet M, = 1 nach (3.5) Ap ~ (a, Z*,S,)~1, also nach 
(2. 2), daB « Norm aus Z? ist. Da dies fiir alle p gilt, ist dann nach dem 
Normensatz (0.2) « Norm aus Z. Das bedeutet, wieder nach (2.2), A ~ 1, 
also U= 1. — 


49* 
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Mittels (6.11) kann in Umkehrung zu (3.11) bewiesen werden: 

(6. 12) Zerfallt U tiberall, so zerfallt NU schlechthin: 

Aus U, = 1 fiir alle p folgt U = 1. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daB der Index m von & gleich 1 ist. 

Angenommen, es sei m +1, und es sei p ein Primteiler von m. Dann 
sei K ein galoisscher Zerfallungskérper von & endlichen Grades iiber k, und 

be K< K,<...< Kk, = K 

eine Kérperkette mit den Eigenschaften: 

K, ist iiber k von zu p primem Grad A, 

K, ist tiber K,_, zyklisch. 
Die Existenz einer solchen Kette ergibt sich unmittelbar aus dem bekannten 
Sylowschen Gruppensatz und der Auflisbarkeit der p-Gruppen (sogar mit 
K, tiber K,_, durchweg vom Grade p). Aus dem iiberall Zerfallen von ¥ 
folgt nach (3. 4), daB auch alle Erweiterungen U,, iiberall zerfallen. Unter 
Anwendung von (6.11) folgt jetzt aus dem schlechthin Zerfallen von Ux, 
sukzessive, dab Mx, ,,..-, Ux, schlechthin zerfallen. Hiernach wire der 
Kérper K, vom zu p primen Grade h ein Zerfallungskérper fiir U. Das ist 
ein Widerspruch, weil h dann nach (1.4) durch den Index m, also durch p 
teilbar sein miiBte. 

(6. 2) Kriterium fiir Zerfallungskérper von @. In Umkehrung zu 
(3. 41) ergibt sich jetzt weiter: 

(6. 21) Ist K Zerfaillungskérper von & fiir alle Primstellen von K, so 
ist K Zerfallungskirper schlechthin von U: 

Aus (U,)xy = 1 fiir alle B folgt Ux = 1. 

Beweis. Nach (3. 4) zerfallt U, dann iiberall, nach (6. 12) also schlechthin. 

Aus den beiden komplementiren Tatsachen (3.41) und (6.21) ergibt 
sich durch Zusammenfassen der notwendigen und hinreichenden Kriterien 
(5. 2) fiir Zerfallungskérper im Kleinen fiir die einzelnen $3 das notwendige 
und hinreichende Kriterium fiir Zerfillungskérper im GroBen: 

(6. 22) Damit ein algebraischer Erweiterungskérper K endlichen Grades 
tiber k Zerfiillungskérper fiir die Algebrenklasse U ist, ist notwendig und hin- 
reichend, daf fiir jede Primstelle p und k und séimtliche ihr zugeordneten Prim- 
stellen Y von K jeweils der p-Index my von U ein Teiler der B-Grade ng von 
K ist: m,| ng. 

(6. 3) Die Differente von %. Aus (3.2) und (4. 3) ergibt sich: 

Die Differente 8 von U ist als Produkt ihrer siimtlichen p-Beitrige 0, ge- 
geben durch: 

a=]T 9" ’, 
P 


wo @ jeweils das zu der (endlichen) Primstelle p von k gehérige zweiseitige 
Primideal von U bezeichnet. 














Algebrenklassengruppe iiber algebraischem Zahlkérper. 749 


Hieraus ergibt sich insbesondere, daB der p-Index m, nur fiir endlich 
viele Primstellen p von 1 verschieden ist. 

(6. 4) Zyklische Darstellung von &. Ich beweise jetzt die fiir die 
weiteren Zwecke ausreichende Teilaussage des Hauptsatzes: 

(6. 41) Jede Algebrenklasse U ist zyklisch darstellbar, d. h. besitzt zyklische 
Zerfillungskérper Z. 

Beweis. Nach (6.22) und (6.3) geniigt es, einen zyklischen Kérper Z 
iiber k so zu konstruieren, da8 fiir die endlich vielen p, fiir die M einen p-Index 
my +1 hat, jeweils der p-Grad n, von Z ein Multiplum von m, wird. Dies 
kann nun stets sogar durch einen Kreiskérper Z = W iiber k erreicht werden. 

In der Tat: Um die angegebene Bedingung m,|n, zunichst fiir die 
endlichen Primstellen p zu erfiillen, wihle man W als Klassenkérper iiber k 
zu einer derartigen zyklischen Kongruenzklasseneinteilung der absoluten 
Normen, da8 die betreffenden N(p) = p jeweils in Klassen von durch my 
teilbarem Exponenten fallen. Das wird erreicht, wenn in der zugrunde 
liegenden Kongruenzklasseneinteilung der rationalen Zahlen die betreffenden 
Primzahlen p jeweils in Klassen fallen, deren Exponenten k, durch das kleinste 
Multiplum aller zu p gehérigen m,f; teilbar sind. Um m,|n, auch fir 
die unendlichen p zu erfiillen, geniigt es, die Einteilung noch so zu 
wahlen, daS8 —1 in der Klasse vom Exponenten 2 liegt. Damit ist die 
Existenz eines Kérpers W mit den erforderlichen Eigenschaften auf das 
Existenztheorem (0.3) und die Existenzaussage in (0. 4) zuriickgefiihrt. — 

Die volle Aussage des Hauptsatzes lautet: 

(6. 42) Jedes Element A aus U, also jede einfache normale Algebra, ist 
zyklisch. 

Oder auch: UW besitzt zyklische Zerfallungskérper Z fiir jedes Multiplum 
n= mr des Index m als Grad. 

Um diese Tatsache zu beweisen, kommt man nicht mehr mit Kreis- 
kérpern aus, braucht vielmehr ein schirferes Existenztheorem. Ein solches 
hinreichend scharfes Existenztheorem hat inzwischen Engstrém [1] bewiesen. 
Auch ergibt sich ein solches, wohl in gré8tméglicher Aligemeinheit, aus der 
kiirzlich erschienenen Dissertation von Grunwald [1]; siehe Grunwald [2]. 

Dieses schirfere Existenztheorem gibt dann in d&hnlicher Weise, als 
Folge aus der in (4.4) festgestellten Gleichheit von p-Exponent J, und 
p-Index m,, noch die Tatsache: 

(6. 43) Der Exponent | jeder Klasse U ist gleich ihrem Index m. 

Der gemeinsame Wert ist das kleinste gemeinsame Multiplum aller 
p-Indizes m5. 

Siehe dazu im einzelnen Hasse [8]. 

Im folgenden wird von den auf den schirferen Existenzsatz gegriindeten 
Aussagen (6. 42) und (6.43) kein Gebrauch gemacht werden. 
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(6. 5) Struktur der Gesamtgruppe 6. In Umkehrung zu (3. 12) 
hat man nach (6.12) wegen der Gruppeneigenschaft unmittelbar: 

(6. 51) Aus U, = U, fiir alle p folgt U = U. 

Nimmt man die beiden komplementiren Tatsachen (3.12) und (6. 51) 
zusammen, so ergibt sich durch Zusammenfassen der in (5. 1) fiir die einzelnen 


Y, als charakteristisch erkannten Invarianten ( =), daB das System aller (5) 
ein volles Invariantensystem fiir die Klasse & ist: é: 

(6. 52) Es ist M = U dann und nur dann, wenn (=) = (5) mod 1 fiir 
alle p ist. 

Ferner gilt gemaB (5. 11): 

(6. 53) Bs ist 

4S\__=/a B \ 

Nach (6. 52), (6.53) wird die Gesamtgruppe © durch das System der (=) 


isomorph auf eine gewisse Untergruppe der direkten Summe aller den einzelnen 
p gema8 (5. 12) entsprechenden additiven Gruppen mod 1 abgebildet. Diese 
Untergruppe ist aber nicht die volle direkte Summe. Denn es gilt die funda- 
mentale Tatsache: 

(6. 54) Zwischen den p-Invarianten einer Klasse & besteht stets die Summen- 
relation . 

z (5 ) =0 mod 1. 

Beweis. Es sei W ein gemaiB dem Beweis: von (6.41) konstruierter 
zyklischer Kreiskérper iiber k, der U zerfallt. W habe den Grad n und die 
p-Grade ny. 

A = (a, W, 8) 
sei die zu W gehérige zyklische Darstellung von UM. Nach (3.5) ist dann 


A, ~ (a, W*, S8,), wo S, = Ss". 

Ich betrachte zuniichst die (endlich vielen) endlichen p mit m, +1. 
Fiir diese ist W? nach Konstruktion von W der unverzweigte Kérper vom 
Grade n, tiber ky. DemgemiB lassen sich die Invarianten (=) gemaB (5. 1) 
ausdriicken. Dazu hat man nur statt der Erzeugenden S, die Frobenius- 
Artin-Automorphismen F, = ( ~) einzufiihren. Sei also 

4» 
F,=8,)=8 ** [mit (Ap, np) = 1). 
Dann ist nach (2. 3) 
A, ~ (a’?, W”, F,), 
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und somit nach (5. 1) 13 
(=) ==? mod 1, 
P 
wenn « genau durch p’? teilbar ist. 
Ich betrachte ferner die (unendlich vielen) endlichen p mit m, = 1. 
Fiir sie ist &— 1, also einerseits 


(=) =0 mod 1, 


andererseits nach (2. 2) 
a Norm einer Zahl aus W?. 


Da zu den jetzt betrachteten p insbesondere die Primteiler des Moduls M 
der W entsprechenden Kongruenzklasseneinteilung gehéren, so ist also 
jedenfalls « Normenrest mod M. Da « nach (2. 2) nur bis auf eine beliebige 
Zahlnorm aus W als Faktor bestimmt ist, darf daher insbesondere « prim 
zu M angenommen werden. Ferner sind daher die Beitrige der jetzt be- 
trachteten p zu a Idealnormen aus W. 
Zusammengenommen hat dann also « eine Idealzerlegung: 
a= JT p?-N(o), 


Mp = 1 
Pp endl. 


wo c ein zu M primes Ideal aus W ist. 

Ich betrachte weiter die unendlichen p mit m, + 1 (also p reell, m, = 2). 

Fiir sie ist einerseits nach dem bei (5. 12) Bemerkten 

(=) = > mod 1, 
andererseits nach (2.2) « keine Norm aus dem (komplexen) Kérper W’, 
also negativ. 

Ich betrachte schlieBlich die unendlichen (reellen) p mit m= 1. Fir 
sie ist wieder H = 1, also einerseits 
(=) = 0 mod Il, 

F 
andererseits « Norm aus dem (komplexen) Kérper W’, also positiv. 

Hiernach ist sgn R(«) = (—1)*, wo a@ die Anzahl der unendlichen p 
mit m, + 1 bezeichnet. 

Zusammengenommen gehért somit « zur Hauptklasse der W entsprechen- 
den Klasseneinteilung oder zu der Klasse der Ordnung 2, je nachdem a gerade 
oder ungerade ist. Genau dasselbe gilt dann fiir das Produkt IT. p?. Nach 

Mp 1 
Pp endl. 
dem in (0. 4) vorangestellten Artinschen Reziprozititsgesetz fiir W ist dem- 
entsprechend : 2 
Fy» =", 
™»y = 1 
P endl. 
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denn S”” ist (falls iberhaupt a + 0 und somit n gerade ist) das Element der 
Ordnung 2 in der galoisschen Gruppe von W. Stellt man auch die linke 
Seite in dieser Relation mit Hilfe der zuvor eingefiihrten Bezeichnungen als 
Potenz von S dar, so ergibt sich: 

1.3 
“o" + 3 = 0 mod 1. 
my =—1 Ny 

P endl. 

Diese Relation besagt aber nach den obigen Ausfiihrungen iiber die Werte 


der Invarianten (5) gerade die Behauptung. — 


Unter Anwendung des allgemeinen Satzes von der arithmetischen Pro- 
gression in k kann man schlieBlich zeigen, daB die in (6.54) festgestellte 


Relation die einzige allgemeine Relation zwischen den Invarianten ( =) einer 
Klasse & ist, indem man nimlich beweist: 
(6. 55) Zu jedem den Primstellen p von k zugeordneten System rationaler 

Zahlen 0, mit den Eigenschajten: . 

(i) mur endlich viele 0, sind gebrochen, 

(ii) fiir die unendlichen (reellen) p ist 0, = 0 oder 4 mod 1, 

(ili) es ist J 0p = 0 mod 1 

> 


existiert eine Algebrenklasse U tiber k mit 


(=) = o, mod | 


fiir alle p. 
Beweis. Sei in reduzierter Darstellung 


o= mod 1. 


Dann sei W ein zyklischer Kreiskérper iiber k, dessen p-Grade n, jeweils 
durch die reduzierten Nenner m, teilbar sind, so daB also die 9, auch auf die 
Nenner n, erweitert werden kénnen: 


> = =P mod 1. 


Ein solcher Kérper W existiert nach (0. 3), (0. 4), weil nach (i) nur endlich 
viele m, +1 sind, und weil insbesondere nach (ii) die gestellte Bedingung 
fiir die unendlichen p erfillt werden kann. 
Es sei nun S ein erzeugender Automorphismus von W. Ich konstruiere 
dann eine zyklische Algebra 
A = (a, W, 8S) 
zu W als Zerfiallungskérper derart, daS ihre Klasse & die Invarianten 


(5) ==, mod 1 hat. Um das zu erreichen, unterwerfe ich die Zahl « aus k 


geeigneten Bedingungen: 





—_— +, = 
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Fiir die endlichen p mit m, + 1 sei « genau durch p’? teilbar, wenn wie 
im Beweis von (6. 54) 
WwW A 
(>) = Fe = & 
ist und v, gemaB 
¥p =Ayp vp mod ny 
bestimmt ist. Dann wird, wie dort, in der Tat 
A, ®, v 
(=) == 22 me? eg, mod 1, 
Pp Ny My 
Fiir die endlichen p, die im Modul der W entsprechenden Kongruenz- 
klasseneinteilung aufgehen (nach Konstruktion von W ist fiir diese p sicher 
m, = 1), sei « prim zu p und Norm einer Zahl aus W?; hierzu geniigt es, 
daB « jeweils primer Normenrest von W? nach dem p-Fiihrer f, von W ist. 
Dann ist wieder, wie im Beweis von (6. 54), 
(a 
(5) 
Fiir die unendlichen (reellen) p habe « das Vorzeichen (—1)"?. Dann 
ist auch fiir diese p 


= 0, = 0 mod 1. 


(=) = e, mod 1. 


Den bisherigen Bedingungen fiir « kann nach dem allgemeinen Satz 
von der arithmetischen Progression durch eine Zahl der Form 


a= [Tp ?-q 
Mp -1 
P endl. 
entsprochen werden, wo q ein von allen bisher genannten p verschiedenes 
Primideal aus k ist. Es ist dann auch fiir die bisher nicht genannten p, von q 
zunachst abgesehen, 
(=) = 0= 0, modl. 
Mittels (6.54) und der vorausgesetzten Relation (iii) ergibt sich jetzt, 
da8 schlieBlich auch 
(=) =-—z()=- > Op = oq mod l 
; poe q’P/ pq 
ist. Das vollendet den Beweis. 
Zusammengenommen hat sich das folgende Resultat iiber die Struktur 
der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe © tiber k Pili 


(6. 56) Die Gruppe © wird durch die Invarianten (= =) isomorph abgebildet 


auf diejenige Untergruppe der direkten Summe der den ‘allies Primstellen p 
von k gemapB (5.12) entsprechenden additiven Gruppen mod 1, die durch die 
Relation (iii) in (6.55) gekennzeichnet ist. 
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Fiir die anschlieBend entwickelte Theorie des Normenrestsymbols und 
insbesondere den Beweis des Reziprozitatsgesetzes wird von den Tatsachen 
(6. 55), (6.56), die sich auf den allgemeinen Satz von der arithmetischen 
Progression stiitzen, kein Gebrauch gemacht werden. 

(6. 6) Theorie des Normenrestsymbols (Beweis des Reziprozitiits- 
gesetzes in der Produktform). Sei ein zyklischer Kérper Z vom Grade n 
iiber k gegeben, und sei S ein erzeugender Automorphismus von Z. 

Zunichst sollen die in (5. 3) gegebene Definition des Normenrestsymbols 
und die dort anschlieBend dariiber bewiesenen Tatsachen unter dem Gesichts- 
punkt der Entstehung des dortigen Kérpers Z? durch p-adische Erweiterung 
von Z ausgesprochen werden. 


Die Definition des Symbols (=) kann in die folgende Form gesetzt 


werden: Sei & die Klasse der zyklischen Algebra 
A = (a, Z, S) 


und sei 
(=) =~? mod 1 
P n 
die Darstellung ihrer p-Invariante als Bruch vom Nenner n. Dann ist 


(=) = s-”, 


Die Tatsachen (5. 31) und (5. 32) liefern im Hinblick auf das in (3. 3) 
und nach (5.32) Bemerkte: 


(6. 61) Das Symbol (*) vermittelt eine tsomorphe Abbildung der Normen- 


restklassengruppe nach dem p-Fiihrer f, von Z auf die Zerlegungsgruppe von Z 
fiir p. 

Im einzelnen: 

(6. 611) Es ist (7 


‘ ) = 1 dann und nur dann, wenn « Normenrest mod f, 


von Z ist. 
ot (7822) _ (222) (8.2 
(6. 612) Es ist ( : ) =( = )( ==), 
(6. 62) Ist (ein endliches) p unverzweigt in Z, so driickt sich das Normen- 
restsymbol durch den Frobenius-Artin-Automorphismus so aus: 
a, Z i Z a - 
FF) =)”: 
dabei bezeichnet v, die Ordnungszahl von « in p. 
Die Tatsache (5. 33) liefert: 








a, Z 
(6. 63) Ist Z, Teilkérper von Z, so ist (=) derjenige Automorphismus 


von Z., der durch den Automorphismus ( oad von Z geliefert wird. 
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Nimmt man zu der Definition in der jetzt gegebenen Form die funda- 
mentale Summenrelation (6. 54) hinzu, so folgt: 

(6. 64) (Produktform des Reziprozititsgesetzes). Es ist 

a, Z 
IT (* )=1. 

Zusammen mit (6.61) und (6. 612) ergibt (6. 64) insbesondere leicht die 
Identitat der hier gegebenen Definition des Normenrestsymbols mit der 
Definition in meiner friiheren Arbeit [3]. 

(6. 7) Ubergang zum Artinschen Reziprozititsgesetz (Isomorphie- 
satz der Klassenkérpertheorie im GroBen). Es hat keine Schwierig- 
keit, von den vorstehend erhaltenen Tatsachen, insbesondere der Produkt- 
formel (6. 64) ausgehend die Giiltigkeit der folgenden Kernaussage des Artin- 
schen Rezvprozititsgesetzes zu erschlieBen: 

(6. 71) Das Artin-Symbol (=) fiir zum Fiihrer § von Z prime Ideale a 
aus k vermittelt eine homomorphe Abbildung der Z mod f zugeordneten Ideal- 
klassengruppe in k in die galoissche Gruppe von Z. 

Dabei ist das Artin-Symbol erklart durch: 


2) = 17(8)°, wane = 179 


der Fiihrer von Z ist als das Produkt f = J7f, der p-Fiihrer von Z zu 





P 

verstehen; und die Z mod f zugeordnete Idealklassengruppe in & wird durch 
die Strahlklassen mod f der Normen zu f primer Ideale aus Z als Haupt- 
klasse geliefert. Die Behauptung driickt sich also folgendermaBen aus: 


( 7) = 1, wenn a in der Hauptklasse liegt, d.h. wenn ein zu f primes 
Ideal ¢ in Z existiert, derart, daB 
a N(c) = «=1 modf 
ist. 
Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen ist « Normenrest mod f, 
von Z fiir jedes nicht in a aufgehende p; daher ist nach (6. 611) 
a, Z\ 
GI 
fiir alle diese p. Fiir die in a aufgehenden p dagegen ist nach (6. 62) 
a, Z Z\—"» 
(F) = (5) * 
Die Anwendung der Produktformel (6. 54) liefert jetzt ohne weiteres die 
Behauptung ( 7) =1l.- 


Will man das volle Artinsche Reziprozitdtsgesetz und damit den Isomorphie- 
satz der Klassenkérpertheorie im GroBen haben, so mu man wieder weiter- 
gehende Tatsachen aus der Klassenkérpertheorie heranziehen. 
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Da8 einerseits die in (6. 71) genannte Abbildung auf die ganze galoissche 
Gruppe von Z erfolgt, ergibt sich ohne weiteres aus dem Frobeniusschen 
Dichtigkeitssatz (oder auch nur Existenzsatz), nach dem es zu dem erzeugenden 
Automorphismus S von Z Primideale p mit (=) = 8 (d.h. also in Z un- 
zerlegt bleibende Primideale p) gibt *). 

Da8 andererseits die in (6.71) genannte Abbildung isomorph ist, ergibt 
sich ohne weiteres aus der analytischen Grundlage der Klassenkérpertheorie, 
da8 nimlich die Klassenanzahl der Zmodf zugeordneten Idealklassen- 
einteilung in & nicht gréBer sein kann als der Grad n von Z. 

Unter Anwendung dieser analytischen Hilfsmittel erhailt man dann 
also aus (6. 71): 


(6. 72) Das Artin-Symbol (=) fiir zum Fiihrer = von Z prime Ideale a 
aus k vermittelt eine isomorphe Abbildung der Zmodf zugeordneten Ideal- 
klassengruppe in k auf die galoissche Gruppe von Z. 

Die in gelaufiger Weise zu vollzichende Verallgemeinerung der hier nur 
fiir zyklische K6érper Z iiber k entwickelten Theorie des Normenrestsymbols 
und Reziprozitatsgesetzes auf beliebige abelsche Korper iiber k bietet keinerlei 
Schwierigkeiten, so daB ich hier darauf nicht besonders einzugehen brauche. 


7. Anhang. 


Von den in der Einleitung zusammengestellten Tatsachen (0. 1) bis (0. 4) 
aus der Klassenkérpertheorie, die fiir die vorstehend entwickelte Theorie 
wesentlich gebraucht wurden, ist allein der Normensatz (0. 2) ein wirklich 
tiefliegender allgemeiner Satz, waihrend die iibrigen Tatsachen (0. 1), (0. 3), 
(0. 4) nur ganz einfache, leicht unabhingig beweisbare Spezialfille der all- 
gemeinen Klassenkérpersitze sind. 

Fiir eine Begriindung der ganzen Klassenkérpertheorie mit nichtkom- 
mutativen Hilfsmitteln ware es natiirlich erwiinscht, auch einen unabhangigen 
Beweis des Normensatzes zu besitzen. In dieser Hinsicht ist es interessant, 
da8 der Normensatz, oder vielmehr der mit seiner Hilfe erschlossene und ihn 
als Spezialfall enthaltende allgemeine Satz (6. 12): 

Zerfallt A iiberall, so zerfillt A auch schlechthin 
sich als ein Theorem iiber quadratische diophantische Gleichungen formulieren 
laBt. 

In der Tat, sei e, eine Basis von A und a,,,; die zugehérigen Multi- 
plikationskonstanten. Das Zerfallen von A bedeutet dann die Existenz einer 
Basistransformation 

= = LF bse 


*) Zusatz bei der Korrektur. Wie neuerdings Chevalley [4] gezeigt hat, 
kann man diesen Nachweis auch rein arithmetisch erbringen. 
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auf ein vollstindiges System von Matrizeneinheiten é,, und zwar mit Trans- 
formationskoeffizienten £,, in k oder in ky, je nachdem es sich um das Zerfallen 
von A schlechthin oder fiir p handelt. Bezeichnet «,,, das System der Multipli- 
kationskonstanten fiir die Matrizeneinheiten ¢, — es besteht nur aus Nullen 
und Einsen —, so bedeutet jene Transformation das Bestehen eines Systems 


(Q) 2X tis Far Sie waa 2 Gerat Su 


von inhomogenen quadratischen diophantischen Gleichungen, deren Koeffi- 
zienten 5), @,,, Zu k gehéren, mit Werten der Unbestimmten §&,, in k 
bzw. in kp, und derart, daB deren Determinante | &,,| + 0 ist. 

Der Satz von den iiberall zerfallenden Algebren laiuft dann also auf 
folgende Tatsache hinaus: 

Wenn das Gleichungssystem (Q) in jedem p-adischen Erweiterungskérper ky 
von k eine Lésung mit nicht verschwindender Determinante hat, so hat es auch 
in k selbst eine Lésung mit nicht verschwindender Determinante. 

Das ist eine gewisse Verallgemeinerung des Fundamentalprinzips meiner 
Arbeiten [1,2] tiber quadratische Formen in k. Dort handelt es sich um 
Systeme homogener quadratischer Gleichungen, wie sie den Darstellbarkeits- 
und Aquivalenzbeziehungen quadratischer Formen entsprechen. 

Es wire denkbar, daB sich die dortigen Methoden derart ausbauen lieBen, 
da8 auch der hier auftretende inhomogene Typus erfa8t wird. Damit wire 
dann insbesondere der Normensatz im allgemeinen Falle auf den Normensatz 
im quadratischen Falle zuriickgefiihrt, der ja fiir den Beweis des Fundamental- 
prinzips bei den quadratischen Formen das grundlegende Werkzeug ist. 

Ubrigens 1a8t sich auch schon das Resultat meiner Arbeit [2] tiber die 
Aquivalenz quadratischer Formen zu einem ersten Schritt in Richtung auf 
den Beweis des Satzes von den iiberall zerfallenden Algebren ausnutzen. 
Mit der Basis e, von A ist naimlich die quadratische Form 


F = YS (e,¢;) &&,, 
t, j 
das ist die Spur des Quadrates des allgemeinen Elementes 
z= Leé, 


von A, kovariant verbunden. Zerfallt nun A iiberall, so lat sich diese Form 
fiir jedes p in k, auf die einem vollstaindigen System von Matrizeneinheiten e, 
entsprechende Normalform F transformieren. Nach dem angeftihrten Resultat 
geht das dann also auch in k selbst. 

Damit ist also jedenfalls gezeigt, daB A eine Basis ¢,; besitzt, fiir die die 
Spurenmatrix S (é,; é;) dieselbe ist wie bei einem vollstindigen Matrizen- 
einheitensystem @,. 
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Erweiterung des Zentrums einfacher Algebren. 
Von 
Gottfried Kéthe in Minster. 


Die vorliegende Note stellt sich das Problem, die Algebren Ay, die aus 
einer einfachen Algebra A mit dem Zentrum k durch endliche Erweiterung 
des Koeffizientenbereichs k zu K entstehen, durch die Invarianten von A 
zu charakterisieren. Im wesentlichen gleichbedeutend damit ist die Frage 
nach invarianten Kriterien, wann eine Divisionsalgebra mit dem Zentrum K 
Teilalgebra einer Divisionsalgebra mit dem Zentrum k ist. & ist dabei als 
algebraischer Zahlkérper von endlichem Grade vorausgesetzt. Die Beant- 
wortung dieser Fragen geschieht mit den von Herrn H. Hasse in der voran- 
gehenden Arbeit entwickelten Methoden’). 


I 


Es sei zunichst k ein ganz beliebiger Kérper. D sei eine Divisionsalgebra 
liber dem Zentrum k vom Index m. k sei ein in D enthaltener Erweiterungs- 
kérper von k vom Grade r. Die Gesamtheit der mit allen Elementen von k 
vertauschbaren Elemente von D bildet eine Divisionsalgebra D. Bilden wir 
mit einem zu k isomorphen (von k iiber k unabhingigen) Eeweiterungekieper k’ 
von k die Algebra Dp (vgl. H. 1.3), so gilt 


Satz 1. Ist De = (D’), die Wedderburnsche Matrizendarstellung von Dy, 


so ist D’ iiber k isomorph zu D, also k das Zentrum von D. 

Fiir den Beweis vgl. van der Waerden, Moderne Algebra Bd. 2, 8. 210 
oben, oder A. A. Albert, On normal simple algebras (erscheint in den Trans. 
Amer. Math. Soc.) 


D ist die maximale Divisionsalgebra mit dem Zentrum k in D. Alle 
anderen mit demselben Zentrum sind nach einem Satz von Wedderburn?) 


‘) Wir zitieren diese Arbeit ,,Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassen 
iiber einem algebraischen Zahlkérper“’, Math. Annalen 107, S. 731—760, mit H. Fir 
viele Ratschlage bei der Abfassung der vorliegenden Note sei Herrn H. Hasse 
herzlichst gedankt. 

*) Vgl. Wedderburn, Trans. Amer. Math. Soc. 22 (1921), S. 132. 
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direkte Faktoren von D. Die Invarianten der direkten Faktoren von D lassen 
sich aber, wie wir sehen werden, leicht angeben. Da wir die iiber k isomorphen 
Divisionsalgebren D und D’ als nicht wesentlich verschieden betrachten, ist 
daher die Frage nach der Charakterisierung der Teildivisionsalgebren von D 
durch die Invarianten von D durch Satz 1 auf das andere allgemeinere Problem 
zuriickgefiihrt, die Invarianten irgendeiner Erweiterungsalgebra A, aus den 
Invarianten von A zu bestimmen. 

Wir brauchen noch folgende Umkehrung von Satz 1: 

Satz 2. Ist Dp = (D’), fiir einen Korper k’ mit [k’ :k] =r, so ist F 
isomorph einem Teilkérper k von D, wnd D’ ist isomorph der maximalen Teil- 
divisionsalgebra D von D mit dem Zentrum k. 

Dies folgt so: D’ besitzt, falls D vom Index m war, den Index =, hat 


also einen Zerfallungskérper Z vom Grad = iiber k’%). Z ist auch Zerfallungs- 


kérper von D vom Grad m iiber k. Jeder solche Zerfallungskorper ist aber 
einem Unterkérper k von D isomorph, also ist auch k’ einem Unterkérper 
von D isomorph. Der letzte Teil der Behauptung folgt jetzt nach Satz 1. 


2. 


Wir lésen die Fragen zuerst im Kleinen. A, sei eine normale einfache 
Algebra iiber dem p-adischen Kérper ky, m, ihr Index. Kg sei ein Erweiterungs- 
kérper von k, vom Grad ng = eg - fg, eg die Verzweigungsordnung, fg der 
Restklassengrad*). A,~(a, W,,S) sei die arithmetisch ausgezeichnete 
zyklische Darstellung von A,°), S der Frobenius-Artin-Automorphismus, der 
das erzeugende Element w von W, in w®? iiberfiihrt, gq = N (p). 

Es ist (vgl. H. 2. 4) (Ap) xy ~ (a, We’, Sxg). Dabei ist wee das Kom- 
positum von W, und Kg, und Sx die friiheste Potenz von S, die in der galois- 
schen Gruppe von wre liegt, also Sx, = S*, d = (my,f,), denn es ist 

Ky. ™» 
[W,*:K,] = (mm, Fe)” 
da der Durchschnitt von W, und Ky den Grad d besitzt. 
Wir fihren statt S¢ den Frobenius-Artin-Automorphismus von wee 


ein. hat den Relativgrad fy iiber k, also die absolute Norm ¢*; 

3) Fiir die hier verwendeten Satze tiber Zerfaillungskérper vgl. R. Brauer und 
E. Noether, ,,Uber minimale Zerfallungskérper irreduzibler Darstellungen“, Sitzber. 
d. preuss. Akad. d. Wiss. 1927, S. 221 ff. 

*) Far die Satze aber p-adische Schiefkérper vgl. auch H. Hasse, ,, Uber g-adische 
Schiefkérper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme“, 
Math. Annalen 104 (1931), speziell S. 507. 

5) Einen solchen gibt es immer nach H. 4. 1. 
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7) + owt®, d.h. 8’, ist daher der Frobenius -Artin-Automorphismus von 
W£® iiber Ky. Es ist S'® = (St, wenn fg =d-g. Beziehen wir also die 
zyklische Darstellung von (Ay)xg auf S’® statt auf S¢, so wird (Ap) ig 
~ (a9, WES, 8) nach H. 2.8. 
A 
Nach H.5.1 ist (‘ors “S (mod 1), wenn py die Ordnungszahl 
% 

von « in bezug auf $, sy der Grad (wes : Kg] ist. Es ist aber sy = a 


und vy = My: eg-g, wenn yw, die Ordnungszahl von « in bezug auf p ist, 
da p = $8. Also wird 


(Ay) xg My -&g-g-d A, 
A 
Satz 3. Hat die Algebra A, die Invariante (=), 20 hat (Ap)icg die 
(Ap) rg 


Invariante ( ) = ng (<2), wo ny der Grad von Ky tiber dem Zentrum 
ky von Ay ist. 

Daraus folgt iibrigens sofort das Kriterium fiir die Zerfillungskérper 
von Ay, H.5.2: Damit ein algebraischer Kérper Ky vom Grade ng tiber ky 
Zerfillungskérper der Klasse A, vom Index mg, ist, ist die notwendige Grad- 
bedingung m,|ng auch hinreichend. 

Satz 3 beantwortet auf Grund von Satz 1 sofort die Frage, wann eine 
Divisionsalgebra Dy mit dem Zentrum Ky zu der maximalen Divisions- 
algebra Dy mit dem Zentrum Ky in D, isomorph ist. Betrachtet man Dy 
als gegeben und D, > Dy als gesucht, so folgt, da es zu jedem echten Bruch r 
eine Divisionsalgebra iiber k, als Zentrum mit r als Invariante gibt, aus Satz 3 
speziell 

Satz 4. Jede -adische Divisionsalgebra vom Index my mit dem Zentrum 
Ky > ky, (Kg: kp] = ng, ist Teilalgebra (sogar maximale mit dem Zentrum Ky) 
einer Divisionsalgebra vom Index mygng mit dem Zentrum ky. Daraus folgt: 
Ist Gy die Gruppe aller Algebrenklassen mit dem Zentrum Ky und ©, die Gruppe 
fiir ky, ferner Ul, die Gruppe der von Ky zerfillten Algebrenklassen iiber kp, 
so ist die Faktorgruppe G,/U, isomorph mit der vollen Gruppe Gy (nicht nur 
mit einer Untergruppe). 

Denn die Zuordnung, die der Klasse U, mit dem Zentrum k, die Klasse 
(Up) zuordnet, ist nach dem ersten Teil von Satz 4 und Satz 1 ein 
Homomorphismus von ©, auf ganz Gq. 

Die invariante Kennzeichnung der Teildivisionsalgebren einer Divisions- 
algebra ist nach 1. vollstaéndig bekannt, wenn wir die Invarianten der direkten 
Faktoren einer Divisionsalgebra D iibersehen (wir lassen im folgenden den 
Index p weg). 


$ 
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m = pep: ... pf" sei die Primzahlpotenzzerlegung des Index von D. 
Nach einem Satz von R. Brauer®) ist D direktes Produkt von Divisions- 
algebren De ,vom Index p. Da fiir p-adische Divisionsalgebren der Ex- 


ponent gleich dem Index ist, sind die D pet nicht weiter in direkte Faktoren 
zerlegbar. Die D, y sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt’), und jede 


Teildivisionsalgebra von D mit demselben Zentrum ist daher einem direkten 
&% 
™y 
bis auf Isomorphie genau eine Teildivisionsalgebra D, von D mit demselben 
Zentrum. Ist m = g-h und ag+ bh = 1, so wird, wenn wir zu Algebren- 


lassen iibergehen, (D,) = (D)*", und daher ist nach H.5. 11 (= ) = bh (>). 
Damit ist das zweite Problem ebenfalls vollstindig gelést. 


Produkt der D_¢,isomorph. Es gibt also zu jedem Index g = pi pit on 


3. 
Im Groen gelten diese Resultate nicht mehr alle. A sei eine einfache 
normale Algebra iiber dem algebraischen Zahlkérper k. K sei ein Oberkérper 
von k. Dann gilt 


Satz 5. I/st (<) die p-Invariante von A, so ist ($F) = == ny (4 ) die 


P-Invariante von Ay, wenn YP cin Teiler von p ist. Dabei ist ng der Y-Grad 
von K, d.h. ng = [Ky: ky]. 

Fiir die endlichen Primstellen p folgt der Satz sofort aus Satz 3, wenn 
man bedenkt, daB (Ax)y = (Ap) xy ist. 

Fiir eine unendliche Primstelle ist k, entweder der Kérper der reellen 
oder der komplexen Zahlen. Im zweiten Falle ist nichts zu beweisen, im ersten 
ist ny = [Ky: k,] = 1 oder = je nachdem ist we! auch (Ax)s = (Ay)icg 


ibnlich A, oder Ky, d.h. (- = <) = (2) oder 2 ° Py. 


Um auch die Teildivisionsalgebren einer Divisionsalgebra vollstaindig 
iiberselen zu kénnen, miissen wir analog wie in 2. die Invarianten der direkten 
Faktoren von D bestimmen. Genau wie dort gibt es, da der Index gleich dem 
Exponenten ist (H. 6.43), zu jedem Faktor g einer Zerlegung des Index m 
von D in zwei teilerfremde Faktoren g und / cine und bis auf Isomorphie 
nur eine — a D, mit demselben Zentrum wie D, deren 


Invarianten (2s =) = bh|- >| sind, wobei sich 6 aus ag+ bh = 1 bestimmt. 


Bedenken a daB Faso die Invarianten eine Divisionsalgebra bis auf 
Isomorphie bestimmt ist (vgl. H. 6.52), so bekommen wir: Eine Divisions- 





*) R. Brauer, Uber Systeme hyperkomplexer Zahlen, Math. Zeitschr. 80 (1929), 
S. 104. 
7) R. Brauer, 1. ¢., 8. 106. 











Erweiterung des Zentrums einfacher Algebren. 765 


algebra D ist dann und nur dann einer Teildivisionsalgebra von D isomorph, 
wenn das Zentrum k von D einem das Zentrum k enthaltenden Teilkérper k’ von 
D isomorph ist und die $-Invarianten von D identisch sind mit den nach Satz 5 
und der obigen Uberlegung bestimmten Y-Invarianten eines direkten Faktors 
von Dp. 

Auch die Frage, wann k einem Teilkérper von D isomorph ist, la8t sich 
allein mit Hilfe der Invarianten beantworten. 

Satz 6. Der algebraische Kérper k vom Grade n iiber k ist dann und nur 
dann einem Teilkérper der Divisionsalgebra D vom Index m mit dem 


Zentrum k isomorph, wenn n|m und das kleinste gemeinsame Vielfache der 
Nenner der gekiireten Briiche (+) ny gleich =. ist. 
Beweis. (>) my sind nach Satz 5 die Q-Invarianten von Dj. Das 


gemeinsame Multiplum ibrer gekiirzten Nenner ist nach H. 6.43 der Index 
von Dj. Nach Satz 2 ist aber & sicher dann isomorph einem Unterkérper 


m a ba ° 
von D, wenn D; den Index = hat, und trivialerweise auch nur dann. 


Satz 4 gilt nicht im GroBen: Es gibt zu jedem Korper K > k eine Algebren- 
klasse B, die aus keiner Algebrenklasse U tiber k durch Erweiterung zu Ux 
entsteht. 

Es sei p ein Primideal in k, das in K in wenigstens zwei verschiedene 
Primideale 2, und , zerfillt*). Wir wahlen nun zwei echte Briiche 6, und 6, 
derart, daB nicht zugleich 6, = ny,t und b, = ny,/ (mod 1) mit rationalem f¢ 
ist, wenn ny, der $,-Grad von K iiber k ist. Nach H.6. 55 gibt es eine Algebren- 


klasse 8 iiber K als Zentrum mit den Invarianten (=) = 6, und (=) = by 
(mod 1). Ware 8 == Ux, so miiBte nach Satz 5 oe ‘ 


5 = (=) = ny, (=) und b, = (s,) = ng, (=) (mod 1) 
sein, was widerspricht. 
Es gilt ferner: Es gibt zu jedem Kérper K > k eine Divisionsalgebra mit 
K als Zentrum, die in keiner Divisionsalgebra mit dem Zentrum k als Teilalgebra 
enthalten isv. 
Die zur oben konstruierten Algebrenklasse 8 gehérige Divisionsalgebra D’ 


ist nimlich auch nicht direkter Faktor einer maximalen Teildivisionsalgebra D 
mit dem Zentrum K einer Divisionsalgebra D mit dem Zentrum k, wie sofort 


®) DaB es ein solches Primideal immer gibt, folgt leicht aus den analytischen 
Grundtatsachen der Idealtheorie, z. B. aus Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen 
und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Jahresber. d. D. M. V. 35 
(1926), S. 14 (7). 
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aus dem Zusammenhang der Invarianten der direkten Faktoren mit denen 
von D hervorgeht. 

Daraus folgt nun auch, daf nicht alle Divisionsalgebren mit algebraischem 
Zentrum aus Gruppenringen gewonnen werden kinnen. Zerlegen wir einen 
Gruppenring in eine direkte Summe einfacher Algebren, so besitzen diese 
als Zentren Unterkérper von Kreiskérpern, ebenso die durch die Algebren 
bestimmten Divisionsalgebren D’. Um eine Divisionsalgebra zu finden, die 
weder Teilalgebra einer solchen Algebra D’ ist, noch durch Erweitern des 
Zentrums aus ihr entsteht, geniigt es nach den obigen Resultaten, eine Divi- 
sionsalgebra mit einem met-Abelschen Kérper K als Zentrum zu bilden, 
die nicht durch Erweiterung aus eincr Divisionsalgebra mit einem Kreiskérper 
kc K als Zentrum entsteht. Wir miissen dazu einen met-Abelschen K6rper 
nehmen, da die Abelschen Kérper ja Unterkérper von Kreiskérpern sind und 
es noch unbestimmt ist, ob nicht jede Divisionsalgebra mit einem solchen 
Zentrum aus einem geeigneten Gruppenring gewonnen werden kann. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, da8 sich Satz 3 und 5 auch als Satze iiber 
das Normenrestsymbol formulieren lassen in der neuen Definition von Hasse, 
H. 6.6. Wir fiihren nur den Satz im Grofen an®): 

Z sei zyklisch iiber k, K > k beliebig. Ist 


(28) =>, win (S85) = 85, 
wenn Y ein Primteiler von p in K, ng der Y-Grad von K und Sx = S* die 
kleinste Potenz von 8 ist, die einen Automorphismus von Z* tiber K liefert. 

Denn nach H.6.6 ist der negative Exponent von (“) der Zahler 
der -Invariante von Ay ~ (a, Z*,S,), wenn der Nenner gleich [Z* : K] 
gesetzt wird. Es ist [Z*: K] = 7 wobei m der Grad von Z iiber k, d der 
Grad von [Z, K] tiber k ist. Daraus folgt Sy; = S*. Nach Satz5 ist 


CH= (F)- 


Mit dem Nenner + bekommen wir also als Zahler a" 











*) Anmerkung bei der Korrektur (4.8. 1932): Wie ich inzwischen er- 
fahren habe, hat Herr C. Chevalley unabhingig von mir einen mit diesem Aqui- 
valenten Satz iiber das Normenrestsymbol ebenfalls auf hyperkomplexem Wege 
abgeleitet und ihn fir den Beweis des allgemeinen Verschiebungssat fir das 


Normenrestsymbol verwandt. Vgl. eine in dem Journ. f. reine u. angew. Math. er- 
scheinende Arbeit ,,La théorie du symbole de restes normiques“. 





(Eingegangen am 5. 5. 1932.) 
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Die Nichtexistenz einfacher Gruppen der ungeraden 
Ordnungen p*¢’rs, p'grs und p*qrst. 


Von 


W. K. Turkin in Moskau. 


Vorliegende Arbeit enthalt den Beweis der Tetsache, daB es keine 
B-Gruppen von den Ordnungen p*g*rs, p*grs, p*qrst (p, q, 7, 8, t-Primzahlen) 
geben kann. Eine B-Gruppe nennt man eine einfache Gruppe ungerader 
zusammengesetzter Ordnung. Wie bekannt, haben Burnside und Frobenius 
bewiesen, daB es keine B-Gruppe geben kann, in deren Ordnung weniger 
als sieben Primfaktoren enthalten sind. In seiner Arbeit: ,,Die Nichtexistenz 
einfacher Gruppen der ungeraden Ordnungen p*qg*r und p*g*r‘*) hat der 
Verfasser bewiesen, daB, wenn die Ordnung einer B-Gruppe aus sieben Prim- 
faktoren besteht, sie entweder die Form p*qg*rs oder die Form p*grs oder 
die Form p*grst haben muB, wo 9, q, r, s, ¢ Primzahlen sind (selbstverstandlich 
ungerade). Die vorliegende Arbeit beweist also, daB die Ordnung einer 
B-Gruppe wenigstens acht Primfaktoren enthalten muB. 

Zunachst wollen wir beweisen, dab es keine B-Gruppe von der Ordnung 
p*q*rs geben kann. Setzen wir das Gegenteil voraus. Nehmen wir an, § sei 
eine B-Gruppe von der Ordnung p*q*rs. In diesem Falle ist augenscheinlich 
p die kleinste unter den Primzahlen, die in der Ordnung der Gruppe § ent- 
halten sind. 

Bezeichnen wir entsprechend mit $, OQ, R,S die sylowschen Unter- 
gruppen der Ordnungen p*, g?, r,s unserer Gruppe §. Die Ordnungen ihrer 
Normalisatoren in bezug auf § bezeichnen wir entsprechend mit n,p*, n,q*, 
mr, m8. Die Gruppe $B ist augenscheinlich eine abelsche Gruppe des 
Typus (1,1, 1), weil § sonst nach bekannten Sitzen nicht einfach wire. 

Nehmen wir an, daB m,p* die Ordnung derjenigen Untergruppe von § 
ist, die alle Elemente der Gruppe § enthalt, welche mit allen Elementen der 
Gruppe $ vertauschbar sind. 


1) Math. Annalen 104. 
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Es ist evident, daB in der Gruppe § nicht mehr als 
ar 
m, (p? — 1) — 
Elemente enthalten sein kénnen, deren Ordnung durch p teilbar ist und die 
mit allen Elementen einer gewissen Untergruppe von der Ordnung p® ver- 
tauschbar sind. 
Auf die gleiche Weise finden wir, daB die Anzahl der Elemente der 


Gruppe §, deren Ordnung durch q teilbar ist und die mit allen Elementen 


irgendeiner Untergruppe von der Ordnung gq* vertauschbar sind, nicht 
groBer als 
ms (q#— 1) 7" 

sein kann. ° 

Die Anzahl der Elemente der Gruppe §, deren Ordnung durch r teilbar 
ist, wird augenscheinlich nicht gréBer als 
pr q's 

Ms 

sein, und die Anzahl der Elemente, deren Ordnung durch s teilbar ist, kann 
unméglich gréBer als 


ms; (r — 1) 


_1 Per 
m, (8 1) — 
sein. 


SchlieBlich kann die Anzahl der Elemente, deren Ordnung durch pg 
teilbar ist und die weder mit allen Elementen irgendeiner Untergruppe von 
der Ordnung p* noch mit allen Elementen irgendeiner Untergruppe von der 
Ordnung qg* vertauschbar sind, nicht gréBer als 

| (p*—1)(q—1)rs 
sein. 

Folglich erhalten wir das Verhiltnis: 


(p — 1) gtrs = + (gt —1) pre? + (r—1) pgts 


+ (8 —1) pPg*r “ + (p?— 1) (qq—lIrs+1 Sp ¢qrs 
oder : 
ey ey PS. we 
m tm tm tm tpg 
und hieraus: 


Ng Ns Nm 3 
Wir sehen, daB p gleich 3 sein mu, und da8 einer von den anderen 
Primfaktoren, die in der Ordnung der Gruppe enthalten sind, 13 gleich sein 
mu8. In der Gruppe § kann es augenscheinlich keine Elemente von der 
Ordnung qr, 78, rs geben, da im entgegengesetzen Falle § weniger als p*q*rs 
Elemente enthalten wiirde. 
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Wir kénnen folgende zwei Fille getrennt untersuchen: 

I. Die Ordnung von § ist gleich 3* 13* rs. 

Wir kénenn schreiben: 

(38 — 1) 13 rs + (13* — 1) 3* rs + (r — 1) 37 13? 8 

+ (s — 1) 3? 13% r — (3% — 1) 13 rs — (3% — 1) 13? (r + 8) < 3° 13* rs; 
hieraus folgt: 

225 rs < 2873 (r + 8). 

Nehmen wir an, daB r< s. In diesem Falle ist entweder r= 7 oder 
r=19. Fiir keinen dieser Werte kann man einen entsprechenden Wert 
fiir s finden, da eine von den Kongruenzen 

169r = 1(mods); 1521 r = 1 (mods) 
befriedigt werden mu8 und auch eine von den Kongruenzen 
169s = 1l(modr); 1521s = 1(mod7r). 

II. Die Ordnung von § ist gleich 3* 13 g* r. 

In diesem Falle haben wir eine analoge Ungleichung: 

(3* — 1) g*r + (13 — 1) 32g? r + (g?— 1) 32 13r 
+ (r — 1) 3* 13 g* — (3% — 1) 13 gr — (3% — 1) g? (13 + vr) < 3913 g* Fr; 
hieraus: 
9g? r < 221 g? + 104 ¢r+ 117r. 
Da q=>7, 80 ist 
9qr< 221q¢+ 121 r. 

Aus dieser Ungleichung erhalten wir mit Leichtigkeit, daB die kleinere 
von den Zahlen qg und r kleiner als 38 sein mu8. Indem wir verschiedene 
mégliche Werte in die Gleichungen: 

U7g@=1+aAr; UTr=1+y¢q@ 
einsetzen, werden wir uns von der Unméglichkeit dieser Voraussetzung 
iiberzeugen. 

Folglich kann es keine B-Gruppe von der Ordnung p*q* rs geben. 

Wir wollen jetzt den Fall der Ordnung p*qrs betrachten. 

Nehmen wir an, daB § eine B-Gruppe von der Ordnung p*grs ist. 
Augenscheinlich wird in diesem Falle p die kleinste Primzahl sein, die in der 
Ordnung der Gruppe § enthalten ist. 

Bezeichnen wir entsprechend mit $, Q, R,S die sylowschen Unter- 
gruppen von den Ordnungen p‘, q, r,s der Gruppe §. Nehmen wir zuerst 
an, da8 in § grs sylowsche Untergruppen von der Ordnung p‘ enthalten 
sind. In diesem Falle mu8 § eine abelsche Untergruppe $’ von der Ordnung p* 
und vom Typus (1,1, 1) enthalten, die mit einem Element der Gruppe § 
vertauschbar ist, dessen Ordnung durch p nicht teilbar ist, und das mit 
keinem der Elemente der Gruppe $8’ vertauschbar ist. 
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Nehmen wir an, die Ordnung dieses Elementes sei gleich g. Dann muB ¢ 
ein Teiler der Zahl 1 + p+ p? sein. Da jedoch g mit der Eins modulo p 
kongruent sein muB, so ist q = 1+ p+ p*. Hieraus folgt, daB die Unter- 
gruppe Q der Gruppe § unmédglich vertauschbar ist mit einem Element von 
der Ordnung r oder s derselben Gruppe, das mit allen ihren Elementen nicht 
vertauschbar wire. Es ist evident, da8 die Gruppe $ keine Abelsche Gruppe 
sein kann. Die Ordnung ihres Zentrums ist folglich gleich p oder p*. Setzen 
wir letzteres voraus. Der Normalisator von $’ in bezug auf § sei RN. Die 
Ordnung von ® ist augenscheinlich gleich p*g. 

MN hat gq Untergruppen von der Ordnung p*. Die Gruppe $’ enthilt 
1+ p+ p* = q Untergruppen von der Ordnung p*, die bei der Trans- 
formation mittels eines Elementes von der Ordnung q zyklisch ineinander 
iibergehen. Eine jede solche Untergruppe stellt das Zentrum einer von den 
sylowschen Untergruppen von der Ordnung p* der Gruppe ® vor. Wir er- 
halten folglich, daB es Elemente gibt, die in mehreren sylowschen Unter- 
gruppen von der Ordnung p* der Gruppe ® invariant sind; ein jedes dieser 
Elemente wird in der ganzen Gruppe ® invariant sein, was jedoch, wie oben 
betont worden ist, nicht sein kann. 

Daraus ist ersichtlich, daB die Ordnung des Zentrums der Gruppe $ 
p gleich sein mu8, woraus folgt, daS in $ nur eine Abelsche Untergruppe 
von der Ordnung p* enthalten ist. 

Auf Grund aller oben angefiihrten Erwigungen kann die Anzahl der 
Elemente der Gruppe §, deren Ordnung durch p teilbar ist, unméglich 
kleiner sein als 


(p* — 1) qrs — (p? — 1) (q—1) rs = p*qrs — p®qrs + p*rs —rs. 

Die Anzahl der Elemente der Gruppe §, deren Ordnung durch gq teilbar 
ist, kann aber unmédglich kleiner als 
, (q— 1) p*rs 
sein. 

Hieraus ersehen wir, daB § unméglich mehr als rs Elemente enthalten 
kann, deren Ordnung Teiler von rs ist (in § kénnen keine Elemente von der 
Ordnung pq enthalten sein). Das ist aber selbstverstaindlich unmédglich. 
Folglich kénnen in § nicht grs sylowsche Untergruppen von der Ordnung p* 
enthalten sein. Nehmen wir an, da8 in § rs solche Untergruppen enthalten 
sind. Es ist leicht zu beweisen, daB in diesem Falle die Ordnung von § 
3*13rs gleich sein wird. 

Dabei sind in § rs sylowsche Untergruppen von der Ordnung 81 ent- 
halten. Die Zahlen r und s miissen augenscheinlich kongruent mit der Eins 
modulo 3 sein. Es ist leicht beweisbar, da8 in § keine Elemente von der Ord- 
nung 131, 138, rs enthalten sein kénnen, da widrigenfalls in § weniger als 
3* 13 rs Elemente enthalten wiiren. 
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Auf Grund von allem Obenerwihnten haben wir: 
(3 — 1) rs + 3% (13 — 1) rs + 3°13 (r—1)s 
+ 3°13 r (s — 1) —- (38 — 1) rs — (38 — 1) 13 (r + 8) < 3413 rs, 
oder: 
27 rs < 689 (r + 3). 
Aus dieser Ungleichung kann leicht gefolgert werden, da8 die kleinere 
der Zahlen r und s einer der folgenden Zahlen gleich sein muB: 
7, 19, 31, 37, 43. 


Die Zahlen r und s miissen erstens eine der folgenden Kongruenzen 
befriedigen : 


13 r = 1 (mod s), 
39 r = 1 (mod s), 
117 r = 1 (mod s), 
351 r = 1 (mod s); 
hierauf eine der Kongruenzen: 
13s = 1 (mod?r), 
39s = 1(mod?r), 
117s = 1 (mod?r), 
351 s = 1 (mod7r); 
und endlich eine der folgenden: 
rs = 1 (mod 13), 
3rs = 1 (mod 13), 
9rs = 1 (mod 13). 


Mit Hilfe von ziemlich langen, aber nicht komplizierten arithmetischen 

Ausrechnungen kann gezeigt werden, daB die Ordnung von § nur 

3*-7- 13-409 
gleich sein kann, wobei die sylowsche Untergruppe von der Ordnung 81 in 
diesem Falle eine nichtabelsche Gruppe vorstellt, die das Zentrum von der 
Ordnung 3 hat. Es ist sehr leicht zu beweisen, daB das unmédglich ist. 

Folglich kann es keine B-Gruppe von der Ordnung p*grs geben. 

Es bleibt noch der letzte Fall. 

Wir wollen beweisen, daB es keine B-Gruppe von der Ordnung p*qrst 
geben kann. Nehmen wir das Gegenteil an. § soll eine B-Gruppe von der 
Ordnung p*grst sein. Bezeichnen wir entsprechend mit $, OQ, R, S, T die 
sylowschen Untergruppen von den Ordnungen p*, q,1, s, ¢ der Gruppe §. 
Nehmen wir an, daB n,p* die Ordnung des Normalisators von $ in bezug 
auf § vorstellt, und m, p* die Ordnung der gréBten Untergruppe von §, deren 
alle Elemente mit allen Elementen von $$ vertauschbar sind. Nehmen wir 
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an, daB nq und mq, mgr und mgr, ns und m,s, nt und m,t die analogen 
Ordnungen fiir die Untergruppen Q, ®; S, I vorstellen. 
Augenscheinlich besteht die Ungleichung: 


(p> — 1 + (q—1) pret = - (r—1) prgat = 





+(s—1) rt —* +4 (t—1) pgrs § +1> prqrst. 
q ™ Ms = 


Damit diese Ungleichung bestehen kann, ist es augenscheinlich notwendig, 
daB von den GréBen: 
a a oe 
Ng” Me” 0° Me 
wenigstens drei */, gleich sind (gréBer als '/, kann keine von ihnen sein). 
Folglich ist die Ordnung der Gruppe § gleich 3* 13 rst. 
Wir wollen erstens den Fall genau untersuchen, wenn 
a 
>. =< i= = @ 

Vor allem ist es leicht ersichtlich, daB in diesem Falle in § keine Elemente 
von der Ordnung rst enthalten sein kénnen. Ferner kann bewiesen werden, 
da8 in § keine Elemente von der Ordnung 13 rs enthalten sind, da widrigen- 
falls eine von den Kongruenzen 

9¢ = 1(modrs), ¢t = 1(modrs) 
und eine von den Kongruenzen: 
117rs=1(modt), 13r8s=1 (mod t) 
besteht. 

Da8 das unméglich ist, wird bewiesen mit Hilfe von sehr miihsamen, 
aber vollkommen elementaren arithmetischen Berechnungen. 

Die Unméglichkeit des Vorhandenseins in § von Elementen der 
Ordnung rs (und folglich auch der Ordnungen rt und st) wird auf Grund der 
Erwigungen bewiesen, da8 im entgegengesetzten Falle eine der Kongruenzen. 

13¢ = 1(modrs), 117¢ = 1(modrs) 
und eine der Kongruenzen: 


rs =1(modt), 9rs =1(mod?t), 13 rs =1 (mod #), 117 rs = 1 (mod t) 

bestehen miiBte. 

Auf solche Weise gelangen wir zur Ungleichung: 

(3° — 1) rst + 37 13 st (r — 1) + 3? 13 rt (s — 1) 
+ 3713 rs (¢t — 1) — (3% — 1) rst — (3? — 1) 13 (rs + rt + st) = 3* l3 rst; 
hieraus 
18 rst < 221 (rs + ri-+ st). 
Nehmen wir an, daB t< s <r ist. 
Dann ist entweder t = 7 oder t = 19 oder ¢ = 31. 
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Die Unméglichkeit des zweiten und dritten Wertes ist sehr leicht zu 
beweisen. Die Unméglichkeit des ersten Wertes la8t sich auf folgende Weise 
beweisen. 

Vor allem kénnen in diesem Falle in § keine Elemente von der Ordnung 
137 und 13s enthalten sein (das la8t sich mit Hilfe von Kongruenzen, die 
den oben angefiihrten analog sind, beweisen). 

In § miissen nicht weniger als 

3?- 7 rs (13 — 1) — 3? rs (13 — 1) (7 — 1) = 108 rs 
Elemente enthalten sein, deren Ordnung durch 13 teilbar ist, durch 7 jedoch 
sich nicht teilen laBt. 

Hieraus ist: 

13 rs < 1547 (r + 8). 

Diese Ungleichung gibt uns die. obere Grenze fiir die Zahl s. Nachdem 
wir alle méglichen Werte fiir s durchgesucht haben, werden wir uns iiber- 
zeugen, daB keiner von ihnen pabBt. 

Nehmen wir jetzt an, dab 


Ms 


i — 
n 


l 1 
=; und + 5° 


Ns Ng 4 3 Ns 

In diesem Falle ist es leicht ersichtlich, da8 in § keine Elemente von den 
Ordnungen rs, rt, st, 137, 138, 13¢ enthalten sein kénnen. 

Aus diesem Grunde wird eine von den folgenden Ungleichungen richtig 
sein: 

(33 — 1) rst + (13 — 1) 3*rst + (r — 1) 37 13st 

+ (s — 1) 3? 13 rt — (38 — 1) rst << 3 13 rst, 
(3° — 1) rst + (13 — 1) 3®rst + (r — 1) 3? 13st 

+ (s — 1) 32 13 rt — (3? — 1) 13st < & 13 rst, 
(33 — 1) rst + (138 — 1) 3¢rst + (r — 1) 37 13st 

+ (s — 1) 3? 13rt — (3? — 1) 13rt < 38 13 rst. 

Hieraus folgt, daB die kleiriere von den Zahlen r und s entweder 7 
oder 19 gleich ist, wobei im zweiten Falle die andere Zahl 31 oder 37 gleich 
sein muB. 

Die Unméglichkeit einer solchen Annahme kann man feststellen, indem 
man alle méglichen Indexe der Untergruppe von der Ordnung 7 in bezug auf § 
untersucht und indem man jedesmal eine entsprechende Anzahl Elemente 
von der durch i teilbaren Ordnung in den linken Teil einer der drei eben 
bezeichneten Ungleichungen hinzufiigt. 


Moskau, den 2. Juli 1931. 


(Eingegangen am 5. 3. 1932.) 











Zur Theorie der abzihlbar-unendlichen 
Abelschen Gruppen’). 


Von 


Helmut Ulm in Géttingen. 


Zusammenfassung. 
In dieser Arbeit wird ein dem Fundamentalsatz der Theorie der endlichen Abelschen 
Gruppen, daB jede solche Gruppe in eine direkte Summe von zyklischen zerlegbar ist, 
analoger Satz aufgestellt. Eine Zerlegung in zyklische Gruppen kommt hier allerdings 
nicht in Frage; bei den in der Arbeit betrachteten Gruppen, die nur Elemente endlicher 
Ordnung enthalten, wird jedoch der Satz 12 eine vollstandige Bestimmung der Struktur 
bis auf Isomorphie liefern. Die Resultate werden mit Hilfe eines Kalkiils ganz- 
zahliger zeilenfiniter Matrizen erzielt, insbesondere wird eine Elementarteilertheorie 
dieser Matrizen aufgestellt, die in gewisser Weise Satz 12 entspricht. 


$1. 
Einleitung. Basis und Matrix Abelscher Gruppen. 


Der Zusammenhang der Theorie Abelscher Gruppen endlicher Ordnung 
mit der Elementarteilertheorie ganzzahliger Matrizen ist seit langem bekannt*): 
Man bestimme irgendeine (nicht notwendig eindeutige) Basis der Gruppe 


2}, ++, Zp, aus der sich alle Elemente der Gruppe in der Form a, 2, +... +4,,2%q 
mit ganzen rationalen a,, ...,@,, zusammensetzen lassen, schreibe alle Rela- 
tionen @,2,+...+4,%, == 0 auf, wihle daraus irgendeine Basis von 


Relationen aus und nenne die Koeffizientenmatrix &*). Eine unimodulare 








') Diese Arbeit ist Ende Juli 1930 als Inauguraldissertation bei der philoso- 
phischen Fakultét der Universitat Bonn eingereicht worden. Seitdem ist in dieser 
Zeitschrift 104 (1931) die Arbeit von St. Pietrkowski iiber ,,Theorie der unendlichen 
Abelschen Gruppen“ erschienen. Die Arbeiten haben wenig Beriihrungspunkte, da 
die von Herrn Pietrkowski betrachteten Gruppen im Gegensatz zu den von mir be- 
trachteten ,,abgeschlossen“ sind, dagegen nicht nur Elemente von endlicher Ordnung 
enthalten. Den Herren O. Toeplitz und H. Priifer habe ich fiir Anregungen und Rat- 
schlige herzlich zu danken. 

*) G. Frobenius, L. Stickeiberger, Uber Gruppen von vertauschbaren Elementen, 
Journ. f. Math. 86 (1879), S. 217—262. 

*) Diese der Gruppe zugeordnete Matrix ist nicht mit der ,,Gruppenmatrix“ zu 
verwechseln, die Frobenius jeder Gruppe zuzuordnen gelebrt hat. 
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ganzzahlige Transformation der 2,, . . ., Z», kommt auf eine Auswechslung der 
Basis hinaus, so daB man M&M, wenn man daneben die Auswechselbarkeit der 
ausgewahlten Linearformen durch andere, die sich unimodular aus ihnen 
ergeben, im Auge behilt, noch durch zwei unimodulare Transformationen f, OQ 
in PAQ = W variieren kann. Der Hauptsatz der Elementarteilertheorie 
der ganzzahligen Matrizen besagt, da8 man unimodulare Matrizen %, Q so 
wihlen kann, da8 &’ eine Diagonalmatrix wird, deren jedes Diagonalelement 
positiv ist und das folgende teilt, und zwar nur auf eine Weise; er liefert 
dann die gesamte Theorie der abelschen Gruppen‘). Ist man von irgendeiner 
anderen Basis y,,..., ¥, ausgehend zu einer anderen Matrix % fiir dieselbe 
Gruppe gelangt, so ware noch zu fragen, ob umgekehrt die Matrix $ stets 
zu % im oben definierten Sinne dquivalent ist. Im Falle n = m laBt sich dies 
aus dem erwahnten Eindeutigkeitssatz der Elementarteilertheorie unmittelbar 
folgern. Ist n+ m, so gestattet der obige in der Elementarteilertheorie 
iibliche Aquivalenzbegriff nicht ohne weiteres den Ubergang von der Basis 
Zy, + +) Sm Za der Basis y;....; Y¥,- Ist m >, so kann man, um diesen Fall 
auf den vorigen zuriickzufiihren, noch m—n neue Variable y,,,, ..., Ym mit 
den Relationen y,,, = 0,..., Ym = 0 hinzufiigen, so daB also die durch 
die y erzeugte Gruppe (Restklassen nach dem Modul der Relationen) sich 
nicht andert. Fiir die Matrix bedeutet dies den Ubergang von der Matrix 8 
zu der Matrix 8’ = (rab wo € eine m—vn reihige EHinheitsmatrix ist. 
In dem speziellen Fall der zyklischen Gruppe sechster Ordnung bildet das 
primitive Element y, eine einreihige Basis (n == 1). Die zugehdrige einreihige 
Matrix ist & = (6); andererseits bilden 2, = 3 y,, t= 2 y, (m = 2) eine 
Basis; eine zugehérige Matrix ist & = ™ 3): Durch Einfiihrung der Varia- 


, F . . ’ 6 , 
blen y, mit y, = 0 komme ich so zu der Matrix 8’ = i } Das Hinzu- 


fiigen der Einheit liefert also eine Erweiterung des Aquivalenzbegriffs, die 
wir auch bei unendlichen Matrizen werden vornehmen miissen. 

Versucht man die obige Methode auf unendliche abelsche Gruppen aus- 
zudehnen, so ist alles unmittelbar klar, wenn die Matrix & als endliche Matrix 
gewaihlt werden darf*). Im allgemeinen wird das nicht der Fall sein und sie 
wird abzihlbar unendlich viele Zeilen haben, wenn die Gruppe abziahlbar ist. 
An sich steht ihrer Aufstellung kein Hindernis entgegen und es gelten im 
einzelnen die folgenden Tatsachen, die Schmeidler in der zitierten Arbeit 
bereits fiir beliebige abzihlbare Gruppen erortert hat. 


‘) Hierzu siehe etwa M. Bécher, Einfiithrung in die héhere Algebra, deutsch von 
H. Beck (1910), 8.282, Anm.1 und §. 288, Satz 4 oder B. L. van der Waerden, 
Moderne Algebra 2 (Berlin 1931). 

5) Diesen Fall hat Schmeidler in seiner Arbeit ,,Bemerkungen zur Theorie der 
abzéhibaren Abelschen Gruppen“, Math. Zeitschr. 6 (1920) 8S. 274—280, behandelt. 
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1. In jeder abzihlbaren Gruppe © gibt es eine Folge von Elementen 
Z,, Z, . . -, 80 daB sich jedes Element in der Form a, 2, + a,7,+ ... durch 
endlich viele z; mit ganzen rationalen a, darstellen laBt. 

2. Die Gesamtheit der finiten Linearformen a, z, + a,2,-+ ..., die sich 
simtlichen Darstellungen der Null 0 = a,2, + a,2,+ ... der Gruppe zu- 
ordnen lassen, bilden einen Modul M. 

3. Die Gesamtheit aller Linearformen, die sich den Darstellungen eines 
beliebigen Elementes x der Gruppe zuordnen lassen, bilden eine Restklasse 
nach M. 

4. Die Zuordnung der Elemente von © und der Restklassen von M ist 
einstufig isomorph. 

5. Jeder Modul von finiten Linearformen, der nicht nur die Form Null 
enthalt, besitzt eine abzahlbare Modulbasis der Form 


bp = Oy M+ --- + Oy, Ze, % > 9, 
Be = 9q3%, + .-- + 4e,n,Fn, Me > %, 
nm > N-1 


x= a;,2, +...t+ a;, ng En, 


wo a,,,,, + 0 ist, so daB sich jede Linearform 3 aus M in der Form 


8= d+ Cie t --- 

durch endlich viele 3, aus M mit ganzen rationalen c, komponieren laBt. Der 
Beweis dieses Satzes geschieht durch leichte Modifikation eines Verfahrens, 
welches von O. Toeplitz stammt®*). Ubt man in den Linearformen des Moduls M, 
die durch obige Matrix & = (a,,) definiert sind, eine intakte’) Transformation 
aus, 2; = (p,x) y, 80 erhalt man einen Modul M (y;, yo, .. .), dessen Rest- 
gruppe § zu der Restgruppe © von M isomorph ist. Insbesondere geht eine 
Modulbasis von M in eine Modulbasis von M iiber. 

Aus 5. folgt, daB aquivalenten Matrizen U und B isomorphe Gruppen 
entsprechen. Wenn ich in den Moduln M (z,, 2, ...) bzw. N(y;, yg, -.-) 
neue Variable Z,, Z,... bzw. ¥, ¥,... mit den Relationen z, = 0 bzw. 
¥, = 0 hinzunehme, so sind die Restklassengruppen von IM bzw. N zu den 








*) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 28 (1909), S. 88—96, ,,Uber 
die Auflésung unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten“. 

7) Hierbei heiBt eine Transformation intakt, wenn die Matrix (p, ,)- zeilenfinit 
und ganzzahlig ist und eine vordere und hintere Reziproke hat, die ebenfalls zeilenfinit 
und ganzzahlig ist. Bei endlichen Matrizen ist intakt nichts weiter als ,,unimodular’; 
der andere Ausdruck wird hier deshalb eingefiihrt, weil bei unendlichen Matrizen ein 
Modul, d. h. eine Determinante nicht vorhanden zu sein braucht, und weil hier die 
komplizierende Méglichkeit einseitiger Reziproken auftritt, deren Ausschlu8 auch 
in der Benennung seinen Ausdruck finden soll. 
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Restklassengruppen der so definierten Moduln M’ bzw. N’ isomorph. Die 
Umkehrung, da8 bei isomorphen Gruppen G und § zugehérige Matrizen W 
und $ aquivalent sind, kann also nur richtig sein, wenn ich meinen Betrach- 
tungen folgenden Aquivalenzbegriff zugrunde lege: 

Definition. Zwei Matrizen U, B sollen aiquivalent heiBen, wenn aus 
ihnen unter Benutzung der abzahlbaren Einheitsmatrix € Matrizen 

w=(Sa) B=(o8) 

gebildet werden kénnen, fiir welche folgende Relationen gelten: 
aP= 03’, PB= VP—E, 
uyw=8’S, UO=OuU=G, 


wo $, OQ, U, B ganzzahlige zeilenfinite Matrizen sind. 

DaB diese Erweiterung erforderlich ist, wenn die Umkehrung richtig 
sein soll, folgt aus ahnlichen wie oben bei den endlichen Matrizen angestellten 
Uberlegungen, da8 sie hinreichend ist, folgt bei Gruppen mit endlicher Basis 
am einfachsten aus dem erwahnten Eindeutigkeitssatz der Elementarteiler- 
theorie, oder wenn man diesen vermeiden will, bereits aus dem diesem zugrunde 
liegenden gruppentheoretischen Satze®). Ferner wird die Richtigkeit der 
Umkehrung fiir die in der Arbeit betrachteten ,,reguliren“ Matrizen aus dem 
Hauptsatz dieser Arbeit folgen. 

Definition. Eine Matrix heife regulir, wenn in 5. n; = 1 ist 


(¢ = 1,3,...). 


(1) 


Dann gilt: 

Satz 1. In der durch 5. gegebenen Matrix gilt durchweg n, =i dann 
und nur dann, wenn die zugehérige Gruppe © nur Elemente endlicher Ordnung 
enthalt. 

Mit dem Studium der regulairen Matrizen erfaBt man also die Gesamtheit 
aller abzihlbaren unendlichen abelschen Gruppen, die nur Elemente endlicher 
Ordnung enthalten. 

Beweis zu Satz1. Enthalt G nur Elemente endlicher Ordnung, so 
gibt es fiir jedes x, der Basis eine Zahl a,, die Ordnung von 2,, so daB a,z, = 0 
ist, und die Linearform a,z,; hat die Lange n, = 1. Daher miissen unter den 
Zeilen von UM Zeilen jeder Lange vorkommen. 

Ist andererseits M&M regulir und lautet die der i-ten Zeile von WM ent- 
sprechende Linearform 3; = @;,;%,-+ ...+ 4;;%;, 80 gibt es eine Relation 
Cy 3, + ... + Cy 3¢ = C2, mit ganzen rationalen c und ¢,; also hat jedes Basis- 
element endliche Ordnung und damit auch jedes Element der Gruppe 6. 





*) Siehe Kenjiro Shoda, Gruppentheoretischer Beweis des Aquivalenz- und Ent- 
haltenseinsatzes in der Theorie der Matrizen mit ganzen Koeffizienten, Proceedings 
of the Imperial Academy Tokyo 6 (1930), S. 31—33. 

Mathematische Annalen. 107. 51 
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Es wird nunmehr die Hauptaufgabe dieser Arbeit sein, fiir regulire 
ganzzahlige Matrizen eine vollstandige Elementarteilertheorie aufzustellen, die 
bisher nicht existierte. Dabei werden die meisten Siatze, die Priifer®) rein 
gruppentheoretisch gefunden hat, der gruppentheoretische Hintergrund der 
in §§ 3—5 iiber Matrizen aufgestellten Sitze sein, wahrend fiir die Siatze des 
§6 das gruppentheoretische Analogon noch nicht bekannt war. Es handelt 
sich also um eine — mit Methoden der Matrizentheorie begriindete — Aqui- 
valenztheorie ganzzahlig zeilenfiniter Matrizen, die bis zu einer in gewissem 
Sinne eindeutigen Normalform fiihrt (die Verteilung gewisser Einsen bleibt 
noch frei). Die daraus fiir die Gruppen folgenden Resultate lassen sich einfach 
aussprechen. Nennt man ein Element y einer primiaren abelschen Gruppe 
vom Héhenexponenten oo ™), wenn die Gleichung p*z = y fiir jedes e eine 
Lésung z hat, so handelt es sich um folgenden Hauptsatz (§ 6): 

Ist G eine primire abelsche Gruppe, §‘ die Untergruppe aller Elemente 
vom Héhenexponenten oo, allgemein §@ die Untergruppe aller Elemente 
vom Héhenexponenten oo in §“~”, oder falls « Limeszahl ist, der Durch- 
schnitt aller $5 mit B <a, so sind §*)/$<*+" zerlegbar in eine direkte 
Summe von endlichen zyklischen Gruppen vom Typus (p"), ferner gibt es 
ein t, so da8 in §*) nur Elemente vom Héhenexponenten oo vorkommen, 
also §‘ bekanntlich in eine direkte Summe von zyklischen Gruppen vom 
Typus (p*) zerlegbar ist®). Dann gilt: Zwei Gruppen © und ©’ sind dann 
und nur dann isomorph, wenn bei analoger Bezeichnungsweise gilt, dap 


§@/He +1) und §'/H' +1) 
H©@ und 9 


fiir jedes « isomorph sind. Also die Invarianten dieser allgemeinen Gruppen 
werden auf die schon bekannter zuriickgefiihrt. 


und 


§ 2. 
Unendliche Produkte. 


Der Beweis, da8 zwei Matrizen aquivalent sind, wird im allgemeinen so 
gefiihrt werden miissen, da8 nach unendlich vielen ,,Elementarumformungen“ 
die eine Matrix in die andere iibergeht. Einer Elementarumformung entspricht 
die Multiplikation mit einer sehr speziellen Art von unendlichen Matrizen, 
die sicher intakt sind. Aber ein unendliches Produkt von solchen Matrizen 


*) H. Priifer, Unendliche Abelsche Gruppen von Elementen endlicher Ordnung, 
Dissertation Berlin 1921; ferner Untersuchungen iiber die Zerlegbarkeit der abzahl- 
baren primaren Abelschen Gruppen, Math. Zeitschr. 17 (1923), S. 35—61. 

10) Der Begriff Héhenexponent stammt von Priifer und wird in der unter 9 zitierten 
Arbeit eingefiihrt. 
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hat ohne weiteres keinen Sinn. Sind $,, und Q, (n = 0,1,2,...) zwei Folgen 
unendlicher, zeilenfiniter Matrizen, so will ich folgende Bezeichnungen ein- 
fiihren. Es sei m< n (m = 0,1,2,...) 

» Uy = $,-, otha Po. Bn — $B, -1 eee Bins 

GO = O,...0,-1, = ©. ... Gena 


[PQ}" = Pra --- Boo... Q,-1, {POjn = Pa... BQ, .-- Qa 
Durch die ganze Arbeit hindurch wird eine mit dem Buchstaben $ bezeichnete 
Matrix zur vorderen, eine mit dem Buchstaben Q bezeichnete Matrix zur 
hinteren Multiplikation verwendet. Dementsprechend entsteht $7," * aus 
$*, durch vordere Multiplikation mit $,,, Q),** aus Q}, durch hintere Multi- 
plikation mit Q,, wie ja aus obigen Gleichungen ersichtlich ist. Die ,,8-Pro- 
dukte“ schreiten also nach links, die ,,Q-Produkte“ nach rechts fort. 

Definition. Wenn i der Index einer beliebigen Zeile ist, und sich 
fiir jedes 1 und m eine Zahl n = n (i, m) angeben JaBt, so daB die i-te Zeile 
von bzw. P,, Q%,, {BQ)%, von der i-ten Zeile von P,,~", Qi", (PQs,7" 
(r = 1, 2,...) nicht mehr verschieden ist, so will ich sagen, das Produkt bzw. 

= 9 =-...G,...G, 
Q = O = ©,...0,... 
(PO) = (PHje =... P,...P,OQ)...0,... 
existiert, und zwar soll die i-te Zeile von diesem Produkt durch die i-te Zeile 
von bzw. $", OQ", {P OQ)" gegeben sein”). 
Dann gilt: 
Satz. Existieren % und Q, so existiert auch {$%Q} und es gilt : 
1 P= PLP", 2.0=—O07HO8, 3. RO = (PQ). 

Beweis. 1. Angenommen in der i-ten Zeile wiren die Matrizen $B 
und $°,%" in 1. verschieden. Dann wihle ich ein mn, so daB die i-te 
Zeile von $85 von der i-ten Zeile von $ nicht verschieden ist und daB die 
i-te Zeile von $$}, von der i-ten Zeile von $B), nicht verschieden ist. Wegen 
~" = Pi, PB” ergibt sich ein Widerspruch. 

2. Ich nehme wieder an, daB in der i-ten Zeile 2. falsch ist. Sind dann 
k,,...,k, die Spaltenindizes der von Null verschiedenen Elemente dieser 
Zeile in Q", so wihle ich wieder ein n = n (i, m, k,,...,k,), so daB Q" in 
der i-ten Zeile sich nicht von Q unterscheidet, OQ), in der k,-ten bis k,-ten 
Zeile nicht von Q%, verschieden ist. Dann ergibt sich aus OQ} = OQ} Q), ein 
Widerspruch zur Annahme. 


'!) Urspriinglich war ich gezwungen, an zwei Stellen des § 6 mehrfach geordnete 
Produkte zu betrachten. Wahrend es mir gelungen war, an der einen Stelle diese 
mehrfach geordneten Produkte zu vermeiden, verdanke ich die analoge Vereinfachung 
der anderen Stelle Herrn Priifer. 


51* 
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3. Ich betrachte auch hier wieder die i-te Zeile. Da $% und Q existieren, 
kann ich ein n bestimmen, so daB die i-te Zeile von {$%Q}}, von der i-ten 
Zeile von {%Q)}%,*" nicht verschieden ist. Dies geschieht wie unter 2. Also 
existiert {$8 OQ}. Nun ist aber die i-te Zeile von P gleich der i-ten Zeile 
von $2, die i-te Zeile von {$Q)} gleich der i-ten Zeile von {PQ)}", schlieB- 
lich die k,-te bis k,-te Zeile von Q (k,,...,%, haben die gleiche Bedeutung 
wie unter 2.) gleich der entsprechenden Zeile von 07. Also ergibt sich ein 
Widerspruch zur Annahme wieder wegen $30" = (PQ)}?. 

Bei den bisherigen Betrachtungen war stillschweigend vorausgesetzt, daB 
die Zeilen und Spalten der betrachteten Matrizen analog den natiirlichen 
Zahlen geordnet sind. Der Leser wird ohne Miihe erkennen kénnen, daB die 
obige Definition auch noch gilt, wenn man eine beliebige Anordnung der 
Zeilen und Spalten in der Matrix annimmt; nur mu8 man, damit das 
Produkt $Q iiberhaupt gebildet werden kann, voraussetzen, daB die An- 
ordnung der Spalten in $ gleich der Anordnung der Zeilen in Q ist. Ich will 
sogar annehmen, da8 im allgemeinen, d. h. abgesehen von den im folgenden 
Hilfssatz erwaihnten Matrizen, die Anordnung der Zeilen und Spalten in einer 
Matrix die gleiche ist. Ich weise darauf hin, daB der Begriff ,,regular“‘ von 
der Anordnung abhangt, und nur bei solchen Matrizen einen Sinn hat, die 
in bezug auf Zeilen und Spalten gleich geordnet sind, also eine Hauptdiagonale 
haben. 

Hilfssatz 1. Eine Permutationsmatrix, d.h. eine Matrix, die in jeder 
Zeile und in jeder Spalte eine Eins und sonst lauter Nullen hat, ist intakt. 

Beweis. Die Transponierte dieser Matrix ist vordere und hintere 
Reziproke. 

Hilfssatz 2. Eine Matrix §, die sich wie folgt aus intakten Matrizen 
zusammensetzt, ist intakt: 


$,0 0 
(2) en tha 


00 P;. 


Beweis. Die aus den Reziproken $,* analog aufgebaute Matrix 
ist vordere und hintere Reziproke von $. 


Hilfssatz 3. Ist $ eine zeilenfinite Matrix, die iiber der Hauptdiagonale 
nur Nullen hat, so ist % intakt, wenn die Hauptdiagonalelemente gleich 1 
sind und wenn die Zeilen von ¥, die auBer dem Hauptdiagonalelement noch 
weitere von Null verschiedene Elemente enthalten, wohlgeordnet sind. 

Beweis. Im Falle einfacher Ordnung ergibt sich der Satz sofort aus 
der sukzessiven Auflésung des linearen Gleichungssystems. Im allgemeinen 
Falle vollzieht sich der Beweis ahnlich; ist naimlich in einer Zeile das Haupt- 
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diagonalelement gleich 1, alle iibrigen Elemente gleich Null, so will ich diese 
Zeile ,,Einheitszeile“ nennen. Ist in $3 irgendeine Zeile Einheitszeile, so wird 
in der Reziproken die entsprechende Zeile auch Einheitszeile sein. Die iibrigen 
Zeilen der Reziproken kann ich mir aber ebenfalls leicht bestimmen. Nehme 
ich nimlich an, daB bis zur «-ten Zeile — ich verwende den Buchstaben «, 
um anzudeuten, daB die zu dieser Zeile gehorige Ordnungszah! keine natiirliche 
Zahl zu sein braucht — alle Zeilen der Reziproken schon bestimmt sind, so 
multipliziere ich die «-te Zeile von $ mit den Spalten der schon soweit be- 
stimmten Reziproken und erhalte dadurch gerade die Elemente der «-ten 
Zeile der Reziproken bis aufs Vorzeichen, welches gerade entgegengesetzt 
ist. Lediglich das Hauptdiagonalelement bestimmt sich nicht auf diese Weise, 
es ist aber natiirlich gleich 1. Die so bestimmte Matrix 9%’ ist eindeutig, 
also auch vordere Reziproke. Dies folgt aus dem zweiten Formalsatz von 
Toeplitz**). Ich mu8 nur noch zeigen, daB f’ = $-? zeilenfinit ist. Wire 
nimlich die «-te Zeile die erste in $-!, welche abzihlbar viele von Null ver- 
schiedene Elemente enthilt, «,,...,«, die Spalten von $B, die von Null ver- 
schiedene Elemente c,....,¢, in der a-ten Zeile enthalten, dann besteht die 
Relation 
bu + Cy Bu, +--+ Cn Bey, = Cus 

WO 34; 3u, Zeilen von P-" sind, e, die «-te Zeile von € ist. Dies folgt aus 
¥ P-? = E. Die obige Beziehung zwischen den Linearformen ist aber sicher 
falsch, da die 3,, und e, zusammengenommen nur endlich viele von Null 
verschiedene Koeffizienten haben, 3, aber nach Voraussetzung unendlich 
viele haben soll. 

Hilfssatz 4. Ist 9, $,,...,$,,... eime Folge von zeilenfiniten 
Matrizen, so existiert [, wenn jede Zeile ,,fast immer in der Folge der 
YP, F,...., B,,... Einheitszeile ist. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition des unendlichen 
Produktes. 


Hilfssatz 5. Ist 0», 0,,...,0,,... eime Folge von zeilenfiniten 
Matrizen, und pibt es zu jedem Zeilenindex i eine Zahl n, so daB wenn 
C,,..., €, die Indizes derjenigen Spalten sind, die in der i-ten Zeile von Null 
verschiedene Elemente in 0), enthalten, in Q,, 2,4), ... die ¢,-te bis ¢,-te 
Zeile Einheitszeile ist, so existiert O. 

Beweis. Ist ¢ der Index einer beliebigen Zeile, so ist die i-te Zeile von 
OQ", von der i-ten Zeile O),"" (r = 1, 2, . . .) nicht verschieden. Also existiert Q. 

12) Der zweite Formalsatz von Toeplitz besagt, daB eine Matrix, die eine eindeutige 
vordere (hintere) Reziproke hat, die gleiche Matrix als hintere (vordere) Reziproke 


hat. E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen 
Matrizen, Math. Annalen 69 (1910), S. 289—330. 
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Hilfssatz 6. Ist $B, eine Folge zeilenfiniter, intakter Matrizen, 8, = $;' 
und existieren $= ... f,,... Pp und B= R,...B, ....sogit PB=—= VP = E. 

Beweis. $% = € folgt aus Satz2. Ich behaupte P ist eindeutige 
vordere Reziproke. Gibe es namlich eine zweite Matrix $’ + $B fir die 
$’ R == E, so wire also (P’ — $B) BV = 0, und wenn i der Index einer Zeile 
ist, die in }’ — $ von Null verschiedene Elemente enthilt, so werden zwischen 
gewissen endlich vielen Zeilen von 8 Dependenzen bestehen, d.h. es gibe 


Zablen a,,....@,, 80 daB fiir gewisse Zeilen 3,,,..., 3;, von B 
4,3. + --- +43, = 0 
ist. Nun gibt es aber ein n, so daB 3,,, . . ., 3;, in B" und B die gleichen sind. 


Es wiirden also schon zwischen Zeilen von 8" Dependenzen bestehen, was 
aber nicht méglich ist, da Q" eindeutige Reziproke von $” ist. 

Auch bei diesen Hilfssitzen war nicht erforderlich, daB die Zeilen und 
Spalten eine einfach geordnete Folge bilden. Lediglich in Hilfssatz 3 war 
die Einschrinkung, da8 die Nichteinheitszeilen wohlgeordnet sind, notwendig. 
Entspricht der Anordnung der Zeilen und Spalten einer Matrix ein héherer 
Ordnungstyp als », so driicke ich dies dadurch aus, da8 ich zur Bezeichnung 
der Zeilen der Matrix griechische Buchstaben verwende. Eine spezielle Be- 
deutung haben yw, », 0, welche fiir Ordnungszahlen < m* verwendet werden. 


§ 3. 


Zerlegung in primire Bestandteile. 
Satz 3. Ist U eine beliebige requlire Matrix, so ist U dquivalent XN’, wo 


4, 0 0 
wv = 0 A, 0 
00 4 


ist und wo U, eine primiire reguliére Matriaz ist, deren Hawptdiagonalelemente 
Potenzen einer einzigen.Primzahl p, sind. Die zu U, gehdrige Gruppe ist primér 
und die zu U gehdrige Gruppe direkte Summe dieser primdren Gruppen. 

In diesem Satz und dem folgenden Beweis sollen die p,; die Folge der 
Primzahlen in def natiirlichen Anordnung oder vielleicht auch nur eine der 
CréBe nach geordnete Teilfolge davon darstellen. Eine Gruppe heiSt primar, 
wenn jedes ihrer Elemente als Ordnung eine Potenz einer und derselben 
Primzah! hat. 

Beweis. In & = (a,,) sei ¢,, = p,'...p,", ich fiige dann hinter a,, 
noch m — | Zeilen und Spalten ein, so daB in diesen Zeilen und Spalten die 
Hauptdiagonalelemente gleich 1, die iibrigen Elemente gleich Null sind. Dies 
denke ich mir fiir jedes n geschehen. Dann gilt auf Grund des erweiterten 
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Aquivalenzbegriffs U~ WM’, wo A” die so entstandene Matrix ist. Ich 
behaupte dann, M” ist aquivalent 8’, wo 8’ folgende regulare Matrix ist, 
von der nur die Hauptdiagonale hingeschrieben ist, da das iibrige nicht 
interessiert. 


ae. UF. es 4,9 .00.0 0 
- Gy, . 0 0 ar Se Be 
wre See al lee x» of coe Wane 
ewer. wt lw Re Re RM ees feos x eee 
SS ipo ys ren 9 rn 

Basins - s 6 © & ott g nd 














Nach der Elementarteilertheorie endlicher Matrizen gibt es namlich endliche 
intakte Matrizen $,, und Q,,, so daB $,U,,O, = B,, ist*), wo 


ee ee a \ fo Dg ar 
ae | Soe Gees | o-(° #- °) 
GR eee \9 © . gs 


und %,, und %,, beide den Rang m haben. Dann gilt aber PUAQ = B. B ist 
hierin die Matrix, bei der das, was in %’ fiir die n-te Zeile ausgefiihrt ist, 
fiir jede Zeile ausgefiihrt wird. $, Q sind aus $,, und Q, nach (2) aufgebaut 
und nach Hilfssatz 2 intakt. 

Ich zeige nun, daB % aquivalent $” ist, wo 8” regular ist und die gleiche 
Hauptdiagonale wie 8 hat. Ferner soll 6; = 0 sein, wenn b,; = py, by» = Pm 
und m + nist. Ich werde das so zeigen, daB ich die Zeilen von 8” sukzessiv 
bilde und zeige, daB die dabei verwendeten Matrizen $,, und Q,, so beschaffen 
sind, da8 } und Q» existieren und intakt sind. Die (mn — 1) ersten Zeilen 
von 8 mégen schon die gewiinschte Form haben. Ich nehme dann das Element 
by, »—, der n-ten Zeile. Wenn b,,, und b,_,,-, zu verschiedenen Primzahlen 
gehéren, laBt sich 6, ,., durch Addition eines passenden Vielfachen der 
(n — 1)-ten Zeile und eines passenden Vielfachen der n-ten Spalte zum Ver- 
schwinden bringen, ebenso alle iibrigen b,, 4, wenn b,4 und 6, ,, zu verschiedenen 
Primzahlen gehéren. Gehéren sie zur gleichen Primzahl, so darf aber b, 4 + 0 
bleiben. Die dabei verwendeten Matrizen %,, und Q, sind regulir, die Haupt- 
diagonalelemente gleich 1; ferner sind alle Zeilen bis auf die n-te Einheits- 
zeilen. Dann existiert aber nach Hilfssatz 4 die Matrix $v, nach Hilfssatz 5 
die Matrix Q”, und nach Hilfssatz 3 sind diese Matrizen intakt. Durch Um- 
ordnen der Zeilen und Spalten liBt sich aber die Matrix 8” in die Matrix U’ 
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des Satzes 3 iiberfiihren. und &’ ist aquivalent 8” nach Hilfssatz 1. Damit 
ist der erste Teil von Satz 3 bewiesen. 

Ist nun & eine Matrix, die in der Hauptdiagonale nur Potenzen der 
einen Primzahl p hat und regular ist, so muB ich zeigen, daB die zugehérige 
Gruppe primar ist, also etwa, da8 fiir ein Element z der Gruppe aus ap* - z = 0 
und (a, p) = 1 folgt p*-x= 0. Ist etwa z,, 2, ... die Basis der Gruppe 6, 
die zu U gehdrt, so sei g = ¢,2, + ...+ ¢,2,. Dann gilt ap*(c,27,4+.. 
+ ¢,2,) = 0. Also muB sich die links stehende Linearform in den z,, . . ., z, 
durch die ersten n Linearformen von YW, namlich 3,,...,3, in der Form 
m3; + ----+ ™,3, mit ganzen rationalen m, darstellen lassen. In jedem 
Koeffizienten dieser Linearform geht a auf, da aber kein Primteiler von a 
in aller. Koeffizienten von 3, aufgeht, und 3,, die einzige Linearform ist, die 
z, enthalt, so mu8 a in m, aufgehen, etwa m,, = ar,. Ich kann diesen SchluB 
riickwarts fortsetzen und allgemein schlieBen, daB m, = ar, oder aber obige 
Linearform gleich a (r,3, + ...+ 7,3,). Damit ist Satz 3 vollstandig be- 
wiesen. 

Die Umkehrung, da8 zu einer primiren Gruppe eine Matrix gehért, die 
in der Hauptdiagonale nur die Potenzen einer Primzahl p stehen hat, folgt 
aus Satz 3, erster Teil ohne weiteres. Ich betrachte daher nur noch primaire 
Matrizen, d. h. Matrizen, die zu einer primairen Gruppe ehéren. Es sei jetzt 
also immer p die zu der Gruppe gehérige Primzahl, dann gilt: 

Satz 4. Eine primédre Matriz ist einer solchen primédren dquivalent, bei 
der a,,, = p fiir jedes n. 

Den Beweis fiihre ich in zwei Schritten; zuerst zeige ich, daB ich die in 
der Hauptdiagonale vorhandenen Elemente a,,,, = 1 beseitigen kann, so- 
dann, daB ich Elemente a,,, = p* mit k > 1 beseitigen kann. 

Beweis. 1. Ist a,,, = 1, so subtrahiere ich passende Vielfache der n-ten 
Spalte von den vorhergehenden, so da in der n-ten Zeile nur das Haupt- 
diagonalelement von Null verschieden ist. Ferner subtrahiere ich passende 
Vielfache der n-ten Zeile von den folgenden Zeilen, so daB in der n-ten Spalte 
nur das Hauptdiagonalelement von Null verschieden ist. Die zu dieser Um- 
formung gehdérige Matrix Q, hat bis auf die n-te Zeile nur Einheitszeilen. 
Fiihre ich also fiir jedes n, sofern a,,,, = 1 ist, das angegebene Verfahren 
durch, so existiert Q” nach Hilfssatz 5 und ist nach Hilfssatz 3 intakt. Wenn 
ich analog dem Begriff der Einheitszeile den der Einheitsspalie einfiihre, so 
hat $,, bis auf die n-te Spalte nur Einheitsspalten, ist regulir und intakt, 
also die n ersten Zeilen sind Einheitszeilen. Mithin existiert nach Hilfssatz 4 
Py und ist nach Hilfssatz 3 intakt. 

2. Ist a,, = p* mit k>1, so wird wie beim Beweis des Satzes 3 
hinter a,,,, eine (k — 1)-reihige Einheitsmatrix eingefiigt. Wird dies fiir jedes 
a,, = p* mit k > | gemacht, so ist die so entstandene Matrix der urspriing- 
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lichen aquivalent. Da aber nach der Elementarteilertheorie fiir endliche 
Matrizen‘*) 


poo. 0 p00. 0 
010. 0 lpo.o 
001 O}=Ar.wW=]01 p. Of, 
a Ok eta, 000. p 


wo U und W’ k-reihige Matrizen sind, so folgt wie bei Satz 3 durch Anwendung 
von Hilfssatz 2 die Behauptung. Damit ist Satz 4 vollstindig bewiesen. 
Satz 5. UW sei eine beliebige regulire, primdre Matriz, a,, =p fiir 
jedes n. Dann ist U dquivalent einer Matrix UU’ von der gleichen Art, bei der 
iiberdies in jeder Zeile und Spalte héchstens ein zu p teilerfremdes Element stelit. 
Beweis. Ich nehme die oberste Zeile, in der iiberhaupt ein zu p teiler- 
fremdes Element steht, dann in dieser Zeile das am meisten rechts stehende 
Element. Durch Addition passender Vielfache der durch dieses Element 
bezeichneten Spalte zu den links davon stehenden Spalten laBt sich erreichen, 
daB in der betrachteten Zeile keine weiteren zu p teilerfremden Elemente 
vorkommen; durch Addition passender Vielfache der durch dieses Element 
bezeichneten Zeile zu den folgenden Zeilen l4Bt sich erreichen, daB in der 
Spalte, der dieses Element angehért, keine weiteren zu p teilerfremden 
Elemente vorkommen. Die so benutzte Q-Matrix hat bis auf eine Zeile nur 
Einheitszeilen, die so verwendete $-Matrix hat bis auf eine Spalte nur Einheits- 
spalten. Beide sind regular und intakt. Wie bei Satz 4 wende ich wieder die 
Hilfssitze 3, 4, 5 an und ersehe, daB die durch Fortsetzung des eben be- 
gonnenen Verfahrens erzielte Matrix WM’ der Matrix & aquivalent ist. 


§ 4. 
Gruppen, die nur Elemente von unendlichem Héhenexponenten enthalten. 

Ist x ein Element einer primaren Gruppe G, und gibt es ein Element y 
in dieser Gruppe mit py = z, aber kein y mit p*+!y = 2, so sagt Priifer®), 
das Element xz habe den Héhenexponenten k. Gibt es fiir ein Element z 
fiir jedes noch so groBe k ein y mit p'y = z, so sagt er, das Element z habe 
den Héhenexponenten oo in &. Ich will also in diesem Paragraphen nur 
solche Gruppen betrachten, die ausschlieBlich Elemente von unendlichem 
Héhenexponenten enthalten. 

Bevor ich mit diesem eigentlichen Thema des Paragraphen beginne, 
will ich ein spezielles Beispiel vorwegnehmen und zwar eine Matrix betrachten, 
bei der in der Form des Satzes 5 alle a, ,_, (n = 2,3,...) zu p teilerfremd 
sind. Dann gilt: 
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Satz 6. Ist U eine Matriz, die durch Satz 5 gegeben ist, und ist 
(@,, »-1» P) = 1 fiir jedes n, so ist U dquivalent der Matrix (p*), wo 


/p 0 0 
ae ie 1 p 0 


Beweis. Aus der Elementarteilertheorie endlicher Matrizen ist bekannt, 
daB es Matrizen ¥ und Y gibt, so daB 


411 %9 0 05 : ’ 
= (2008) = (09) ge) = m8 
und det (z,,) = 1 ist. Ich will zeigen, daB diese Beziehung auch noch méglich 
ist, wenn ich z,, = ¢ setze, wo c irgendeine zu p teilerfremde Zahl ist. Dann 
geben namlich folgende z,, ein Lésungssystem ab: 
Ty =C, M_g= p(c?-*—car-*+ p), Tq = cP-*+ rp, 
wo r so zu bestimmen ist, daB z,, in 
! —~* a Cr — Lo, (c? 2__ ¢qp—2+ p) 

ganzzahlig gewahlt werden kann. Dann sind die y,, ganzzahlig und es ist 
det (z,,) = 1. 

Dies wende ich nun folgendermaBen an. Ist a, ,_, das erste der a, ,_, 
(n = 2,3, ...), welches inkongruent 1 mod p, so wende ich obige Umformung 
auf die Matrix 


G=—_( 7? ° 
; 44414 P 
an und bestimme dann c so, daB ca, ,., = 1 modp wird. Namlich bei 


der vorderen Multiplikation der Matrix U mit X geht a, ,_, mod p iiber in 
Ca, ;-;, da 2, durch p teilbar ist. Die Multiplikation mit 2)—* andert 
das Element nicht. Ist nun a, _, das nichste der a, ,_,, die jetzt noch 
inkongruent 1 mod p sind, so mache ich dort das gleiche. Da hierbei nur die 
k-ten und (k + 1)-ten Zeilen und Spalten verindert werden und k >1+ 1 
ist, so werden die Elemente, die einmal kongruent 1 gemacht sind, diese 
Eigenschaft nicht mehr verlieren. Setze ich dies nun fort, so geht UM durch 
Multiplikation mit Matrizen des Hilfssatzes 2 in eine Matrix iiber, in der bei 
gleicher Bezeichnungsweise alle a, ,_, kongruent 1 med p sind. 

Nun denke ich mir, daB bis zur n-ten Zeile die jetzt vorliegende Matrix 
schon mit (p*) iibereinstimmt. Kommen in der (n + 1)-ten Zeile auBer a, ,;, 
weitere zu p teilerfremde Elemente vor, so kann ich diese durch p teilbar 
machen, indem ich passende Vielfache der n ersten Zeilen addiere. Durch 
Addition der (m + 1)-ten Spalte zur ersten bis n-ten erreiche ich, da die 
(n-+ 1)-te Zeile die in (p™) gewiinschte Form hat. Die verwendeten 
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Matrizen %,,, und Q,,, haben bis auf die (nm + 1)-te Zeile nur Einheits- 
zeilen, sind regular, also nach Hilfssatz 4 und 5 existieren $% und Q, und nach 
Hilfssatz 3 sind diese Matrizen intakt. 

Nun kehre ich zum eigentlichen Thema zuriick und beweise folgenden 
Satz: 

Satz 7. Hat die Matrix U die durch Satz 5 gewonnene Gestalt, so enthdlt 
U dann und nur dann in jeder Spalte ein zu p teilerfremdes Element, wenn die 
zugehorige Gruppe nur Elemente von unendlichem Héhenexponenten enthiilt. 
Dann ist U dquivalent A’, wo 


(p™) 0 0 
: 0 (p*) O 
W=l 0 0 (p*) 


Die Anzahl der Matrizen (p=) in UW ist gleich der Anzahl der Zeilen von U, 
die kein zu p teilerfremdes Element enthalten. 
Ich will die Matrix MU zunichst in eine Matrix 


/M%, O O 
= YM, Ue 9 
“— Ms, Ase Ass 


umformen, die je nachdem ob & » oder unendlich viele Zeilen enthilt, in 
denen kein zu p teilerfremdes Element steht, aus Matrizen U,, aufgebaut ist, 
bei denen die Indizes i, k die Zahlen 1, ...,” oder 1,2,3,... durchlaufen 
und wo die U,,; die Gestalt der Matrix & von Satz 6 haben. Von dort kommt 
man dann leicht zu der Matrix UM’ des Satzes 7. 

Beweis. Enthalt M in jeder Spalte ein zu p teilerfremdes Element, 
so geht daraus hervor, da8 fiir jedes Basiselement die Gleichung z, = py 
lésbar ist. Also hat jedes Element der Gruppe den Héhenexponenten oc. 
Wiirde andererseits eine Matrix in der Gestalt von Satz5 eine Spalte ent- 
halten, die kein zu p teilerfremdes Element enthilt, so enthielte die Gruppe 
nicht nur Elemente vom Héhenexponenten cc; denn ist k der Index einer 
Spalte, die nur durch p teilbare Elemente enthilt, so ist fiir x, die Gleichung 
t = py in © nicht lésbar, da sich eine solche Relation aus den in der 
Matrix vorgegebenen nicht komponieren |iBt. 

Dem vorhin angedeuteten Beweisgang entsprechend werde ich nun eine 
Verteilung der Zeilen von & auf die verschiedenen Matrizen W;, (i = 1, 2,. . .) 
vornehmen. Ich muB das so machen, da iiber der Hauptdiagonale von Y 
nur Nullen stehen und in &,,; die Elemente a, ,_, zu p teilerfremd sind. 
Angenommen bis zur (n — 1)-ten Zeile von U rei eine derartige Kinteilung 
schon vorgenommen, und zwar will ich sagen, daB eine Zeile, die vermége 
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dieser Einteilung zu U,, kommt, zum i-ten ,,System“ gehért. Dann unter- 
scheide ich zwischen den teilerfremden Elementen der n-ten Zeile folgende: 

1. solche, die unter dem Hauptdiagonalelement der letzten so bereits 
in ein bestimmtes System eingereihten Zeile stehen; 

2. solche, die unter dem Hauptdiagonalelement einer Zeile stehen, welche 
nicht die letzte der irgendeinem System zugeordneten Zeilen ist. 

Alle zu p teilerfremden Elemente, die zu 2. gehéren, kann ich durch 
Addition passender Vielfache von Zeilen von einem Index < n zu der n-ten 
Zeile in durch p teilbare Elemente umwandeln. Sodann kann ich durch 
Addition der n-ten Spalte erreichen, daB alle durch p teilbaren Elemente 
dieser Zeile gleich Null werden. Dies fiihre ich fiir alle Zeilen durch, die 
verwendeten Matrizen %,, und Q, sind intakt, regulér und haben auBer der 
n-ten Zeile nur Einheitszeilen. Also nach den Hilfssitzen 3—5 sind die aus 
ihnen gebildeten Matrizenprodukte % und Q intakte Matrizen. Denke ich 
mir & in dieser Weise umgeformt, so kann ich leicht eine Einteilung angeben, 
die zu & fiihrt. Ist naimlich in der n-ten Zeile kein zu 7: teilerfremdes Element 
enthalten, so beginne ich mit dieser Zeile ein neues System. Ist ein zu p 
teilerfremdes Element enthalten, und ist das k-te System das mit gréBtem k, 
welches in der n-ten Zeile noch ein zu p teilerfremdes Element hat, so fiige 
ich diese Zeile zum k-ten System hinzu. Ordne ich nun so um, daB erst die 
Zeilen des ersten, dann die des zweiten Systems usw. kommen, und ordne 
ich die Spalten analog an, so sind offenbar alle Teilmatrizen U;, der so er- 
haltenen Matrix gleich Null, wenn i < k ist. Ferner sind in U,;; die Elemente 
Gy, »-, Zu p teilerfremd. Ich muB jedoch noch zeigen, daB die U, ; nicht endlich 
sind; ware namlich ein U,, endlich, so lieBe sich durch Addition von Spalten, 
die rechts von U,, stehen, zu der letzten Spalte von U,, erreichen, daB in 
dieser Spalte in der ganzen Matrix & nur durch p teilbare Elemente vor- 
kommen, also das zu dieser Spalte gehérige Basiselement hat sicher nicht den 
Hoéhenexponenten oo. 

Ich will jetzt zunichst zeigen, daB alle U;, mit 1 >&k gleich Null an- 
genommen werden kénnen. Ich nehme an, da alle Elemente der U,, (i + k), 
die iiber der n-ten Zeile der U,,, (m fest, k = 1, 2,..., m— 1) liegen, bereits 
gleich Null sind. Ich zeige, daB dann Matrizen $,, und Q,, existieren, durch 
deren Multiplikation alle U,,, (k < m) gleich Null gemacht werden; ferner, 
daG& die aus diesen Matrizen gebildeten Produkte $ und Q existieren. Durch 
Addition von Zeilen, die iiber der n-ten Zeile von U,,, liegen, kann ich er- 
reichen, daB alle Elemente dieser Zeile durch p teilbar werden, durch Addition 
der n-ten Spalte von Y,,,,, daB alle Elemente dieser Zeile in U,,, gleich Null 
werden. Also $,, Q, sind regular, intakt und haben bis auf die n-te Zeile 
nur Einheitszeilen, also existieren $,, = Pr und OQ, = OQ» nach Hilfs- 
satz 3—5 fiir jedes m. Die Existenz von $ und Q folgt ebenso nach Hilfs- 
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satz 3—5. Wende ich nun auf jedes U,, den Satz 6 an, so erhalte ich unter 
Benutzung des Hilfssatzes 2 die Matrix YM’ des Satzes 7%). 

DaB schlieBlich zwei Matrizen in der durch Satz7 gegebenen Gestalt 
nur aquivalent sind, wenn die Anzahl der Matrizen (p~) darin gleich ist, 
folgt etwa so: man verlangt fiir die Matrizen & und $ nur Aquivalenz mod p 
und benutzt das Ergebnis der unter 6) zitierten Arbeit. Mindestens ebenso 
einfach l4Bt sich dies aber auch gruppentheoretisch einsehen *). 


§ 5. 
Gruppen, die nur Elemente von endlichem Héhenexponenten enthalten. 

In diesem Paragraphen will ich Matrizen betrachten, die zu einer Gruppe 
gehéren, in der jedes Element bis auf das Nullelement nur endlichen Héhen- 
exponenten hat. Diese Gruppen sind bekanntlich direkte Summe von Gruppen 
vom Typus (p")*). Man wird daher erwarten, daB die zugehérigen Matrizen 
Diagonalmatrizen aquivalent sind. Ist 6 eine solche Gruppe, so bilden die 
Elemente vom Héhenexponenten >n eine Untergruppe §,, die Elemente 
vom Ordnungsexponenten < » eine Untergruppe ©,. Im folgenden sei nun 
U die zu G gehdrige Matrix. Dann gilt: 

Satz 8. Gehért zu der Gruppe G, in der jedes von Null verschiedene 
Element endlichen Héhenexponenten hat, die Matrix U mit der Basis z,,, 80 
gibt es zu U dquivalente Matrizen B und B’ mit den Basen y{, y{”,..., 
y, yf, ... und 2, 2, ..., 2@, 2, ..., wo die Basiselemente im all- 
gemeinen eine wohlgeordnete Menge von der Ordnungszahl w* bilden. B und B’ 
haben die Gestalt 


lian le a a ae 
ia 0 ,__ | Ber Baa 0 
os - Bye B, O 7’ ee B;, Bss Bss 


u™ Boo Bor Boo 


Die Basis y® (m = 1, 2,..., += 0,1, 2,...) tst so gewthlt, dap die y® mit 
i >n eine Basis von §,, bilden, die Basis z (m = 1,2,...,4 = 1, 2, aon 
daf die z mit i<n eine Basis von ©, bilden. Die Matrizen B,, und B;, 
sind gleich p€. Eine zu §, gehérige Matriz erhdlt man aus B, wenn man alle 
Bi, wo wenigstens ein Index kleiner als n ist, streicht, eine zu D,, gehdrige 
Matrix, wenn man alle B;,, wo wenigstens ein Index gréfer als n ist, streicht. 

Beweis. Ich fihre den Beweis fiir die Untergruppen §, und die 
Basis y®. Fiir die Untergruppen ©, und die Basis 2 verlaiuft er genau so, 


18) Der Beweis von Satz 7 14B8t sich auch leicht unter Benutzung des Satzes 8 
fiihren. 
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wenn man §, durch ©,, gréBer durch kleiner ersetzt. Hat x, den Héhen- 
exponenten t,, so bezeichne ich es mit y. Dann gehe ich zu z, und betrachte 
alle Elemente c,,z, + 2. Es gibt dann nur endlich viele verschiedene darunter, 
ich kann also c,, so wahlen, daB c,, 2, + z, den héchst méglichen Héhen- 
exponenten hat. Dieser sei1,. Dann bezeichne ich ¢,,z, + 2, mit yf). Nach 
n Schritten betrachte ich 
Cn41,1% Tt Cn41,2%2 t+ - +> + Cnai, un Tn + In4r- 

Unter allen méglichen Systemen c,,,,, 5, - . -; na, » gibt es nur endlich viele, 
die der obigen Summe untereinander verschiedene Werte erteilen. Unter 
diesen wihle ich eine mit gréBtem Héhenexponenten aus, dieser sci 7, ,,. 
Ich bezeichne dann die obige Summe mit y“"+"”. Die Matrix M mit der 
Basis z,, geht dabei iiber in eine einfach geordnete Matrix M’ mit der Bagis y,’” , 
wobei man %’ aus M durch hintere Multiplikation mit Q = Q)’ erhalt. Hierin ist 


1 0 ; 0 0 0 

0 1 ; 0 0 0 

Qo, '=| 0 0 l 0 0 
Cn Cre ° Cn, n—) 1 0 

0 0 ; 0 0 ] 








und & existiert also nach den Hilfssitzen 3 und 5 und ist intakt. Ich zeige 
nun, daB die y,,” mit i,, > n eine Basis von §, bilden. Ist namlich 
e=ayi’+...+a,y%" 

ein Element, welches zu §, gehért, so kann ich annehmen, dab 0 < a; < p 
fiir i = 1,...,8 ist. Dies erreiche ich durch Subtraktion passender Vielfache 
der ersten s Zeilen von M’. Ich beweise durch vollstindige Induktion und 
nehme an, da die Behauptung schon fiir alle z, die aus den (s — 1) ersten 
Basiselementen darstellbar sind, bewiesen ist. Es kénnen zwei Fille eintreten. 

a) i, >n. Dann ist schon alles bewiesen, da zs —a,y;*? = a,y# +... 
+ 6. Ws" auch in §, liegt 

b) t,.<.". Dann liegt auch 2’ = 6, y+ ...4 bts? + yf? fiir 
geeignet gewiahlte b, in §, und es ergibe sich ein Widerspruch, da z’ an Stelle 
von ys) an der s-ten Stelle ein Basiselement von héherem Hoéhen- 
exponenten ware. 

Ist ferner a, yi) + ...+ a, ys) = 0, a, = p die s-te Zeile der Matrix X’, 
so behaupte ich, daB alle i, > 1, angenommen werden kénnen, wo j < s ist. 
Ich nehme an, daB alle a; durch Subtraktion der ersten bis (s — 1)-ten Zeile 
kleiner als p gemacht sind. Die verwendete regulire Transformationsmatrix f,, 
hat bis auf die s-te Zeile nur Einheitszeilen; das Produkt $ existiert also 


nach Hilfssatz 4 und ist nach Hilfssatz 3 intakt. Ware nun ys” das Element 








all: 


tr 


—meir nee wee a 


Qo ams ee 
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mit maximalem r, fiir welches a, > 0 und i, < i, ist, so wiirde a, y/) +... 


+ a, yr) = —a,, yir+? —...—a,y/? wegen a,=p ein Element vom 
Héhenexponenten 1,-+ 1 > 4, sein, und es ergibt sich wie oben ein Wider- 
spruch. 

Wenn ich jetzt umordne, so daQ ich alle Zeilen und Spalten, zu denen 
ein y“” mit i,, > 0 gehért, nach oben und links nehme, von diesen sodann 
alle Zeilen und Spalten mit 7,, > 1 wieder nach oben und links nehme und 
so fortfahre, so erhalte ich die Matrix 8; denn die obige Konstruktion ist 
so eingerichtet, da8 % eine regulire Matrix und §%,, gleich p€ wird. Die 
Basis des obigen Satzes erhalte ich dadurch, daB ich fiir jedes feste i,, alle 
Basiselemente y“” fortlaufend (nicht nur wie bei der obigen Konstruktion 
durch eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen hindurch) numeriere. Wie schon 
oben erwihnt, verliuft der Beweis fiir die Matrix 8’ und die Basis aio analog. 
Den weiteren Untersuchungen werde ich nun diesen Teil des Satzes8 zu- 
grunde legen. Dies geschieht zur Vereinfachung einiger Schliisse, da die 
Matrix 8’ wohlgeordnet ist, 8 dagegen nicht. Den anderen Teil des Satzes 
werde ich in passender Verallgemeinerung im nichsten Paragraphen ge- 
brauchen miissen. Ich beweise jetzt folgenden Satz: 

Satz 9. Ist U eine regulire und primaire Matriz und enthdlt die zu- 
gehériye Gruppe © vom Nullelement abgesehen nur Elemente von endlichem 
Hoéhenexponenten, so ist U einer Diagonalmatrix dquivalent. 

Beweis. Ich gehe also von der Matrix $’ des Satzes8 aus und be- 
trachte zunachst die aus B;, mit i, k < 2 gebildete Teilmatrix. Auf diese 
wende ich Satz 5 an, dabei gehen %,, und %), in regulire Nichtdiagonal- 
matrizen tiber, deren Elemente aber durchweg durch p teilbar sind, wo also 
%,, durch vordere, B,, durch hintere Multiplikation mit intakten Matrizen 
auf Diagonalmatrizen transformiert werden kénnen. Denn setze ich etwa 
Bi, = pPii, so gilt P|’ Bi, = pE. B,, enthalt jetzt aber auch in jeder 
Zeile ein zu p teilerfremdes Element, da sonst das zu dieser Zeile gehérige 
Basiselement von 8;, den Ordnungsexponenten | hatte, aber nach der obigen 
Minimalforderung den Ordnungsexponenten 2 haben mu8. Ich vertausche 
jetzt in B;, die Zeilen, so daB die erste Spalte, die ein zu p teilerfremdes 
Element in %,, hat, es in der ersten Zeile hat, die zweite Spalte, die ein zu p 
teilerfremdes Element hat, es in der zweiten Zeile hat, usw. 3, ist durch 
Umordnen der Spalten wieder auf Diagonalform zu bringen. Hierbei haben 
nun die allen diesen Umformungen entsprechenden Matrizen $, und Q, 
die Form 

3.9 0 «' 
¥,= : “ : \ analog Q. 


/ 
o/ 
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$11, Q:;, Bey, Qy; sind intakte Matrizen, P,, und Q,, sogar regular intakt. 
Ich wende jetzt ebenso den Satz5 auf die Matrix 


( Bs: 0 ) 

B;2 Bs; 

an und bringe 8,, und %;, dann wieder wie oben auf Diagonalform. Dabei 
entstehen aber in B,, weitere zu p teilerfremde Elemente, die sich aber in 
den einzelnen Spalten unter den schon vorhandenen befinden und durch 
Addition von Spalten beseitigt werden kénnen. Dabei geht %,, in eine 
Nichtdiagonalmatrix iiber, die durch Zeilenaddition in eine Diagonalmatrix 
zuriickverwandelt wird. Ordne ich schlieBlich noch die Zeilen von %;, in 
gleicher Weise um, wie ich es in $,, getan habe, so erhalte ich als Gesamt- 
ergebnis der Umformungen Matrizen $, und Q,, wo 


i 0 0 
0 B.. 0 0 , 

ZS, =| 0 0 Ps- 0 . | ist, OQ, analog. 
0 0 0 € 


Bis auf $,, und Q,, sind alle Matrizen regulaér und intakt, diese dagegen 
nur intakt. Allgemein ergeben sich beim n-ten Schritt Matrizen 


$2 ; 0 0 0 

a = 0 - Bin 0 0 . , ) > analog. 
ene. ar eee 
0 ‘ 0 0 € 








wo wieder auBer $,,,,,, und O,,,, alle P,,, OQ,, regular und intakt sind, 
erstere nur intakt sind. Ich denke mir diesen ProzeB durchgefiihrt und 
nehme einstweilen an, daB intakte Matrizen $ und Q als Produkte der §,, 
bzw. Q,, existieren, die 8’ in eine Matrix & iiberfiihren, so daB bei analoger 
Bezeichnungsweise in 8,,,,; die zu p teilerfremden Elemente ad sind. Die 
Indizes i + 1 und é bedeuten, daB das Element in %,,,,,; liegt. m durch- 
lauft die natiirlichen Zahlen, n,, eine Teilfolge davon. 

Ich fiihre jetzt ein Hilfsmittel ein, welches ich noch haufiger gebrauchen 
werde. Gehe ich von einem Diagonalelement von $,, in 8 aus bis zu dem 
zu p teilerfremden Element dieser Spalte, welches 63; ,,, sein mége, dann nach 


rechts bis zu dem Diagonalelement dieser Zeile in 8,,, von dort nach unten 
bis zu dem zu p teilerfremden Element dieser Spalte in der Matrix 8,, und 
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so weiter fort, so will ich die so beriihrten Zeilen und Spalten, d. h. die Zeilen 
und Spalten, in denen eins der eben erwahnten zu p teilerfremden Elemente 
steht, eine ,,Treppe“ nennen. Habe ich so e zu p teilerfremde Elemente 
beriihrt und steht dann in der Matrix 8,,,,,,, in der fraglichen Spalte kein 
zu p teilerfremdes Element mehr, so sage ich, diese Treppe hat die Lange e + 1. 
Ich will nun annehmen, da8 in der Matrix 8 jede Treppe endliche Linge hat. 
Die Richtigkeit dieser Annahme werde ich spater zeigen. 

Unter diesen Voraussetzungen la6t sich leicht einsehen, daB $ und Q 
existieren. Denn hat eine Treppe die Lange e, so wiirden durch die Matrizen 
¥..,, Beg, ... zu den Zeilen dieser Treppe keine Zeilen mehr addiert werden, 
d. h. in diesen Matrizen sind die den Zeilen dieser Treppe entsprechenden 
Zeilen Einheitszeilen. Ebenso wird durch Q,.,,, Q,,», . . . eine zu einer Treppe 
von der Linge e gehérige Spalte nicht mehr zu weiteren Spalten addiert. Also 
auch Q,,,, Q.49,-.. haben in den Zeilen dieser Treppe nur Einheitszeilen. 
Statt die Intaktheit von $ zu zeigen, geniigt es, die von $,,,... B,; PBy;_, --. 
fiir jedes i zu zeigen (P,, = €). Hierin ist $,,_, nur intakt, die iibrigen 
regular intakt. Das Produkt ...,,...%,,; existiert aber, weil jede Zeile 
héchstens so oft nicht Eimheitszeile ist, wie die Lange der Treppe angibt. 
Also nach den Hilfssaitzen 3 und 4 folgt, dab $’ = ... P,,,.. . P,, intakt ist. 
Bei Q’ schlieSt man ahnlich. Denn ist m der Index einer Zeile aus B,,, und 
ist j die maximale Treppenlange der ersten m Zeilen von B;,, 80 haben Q, ,,, 
Q,,2 in den Zeilen, die den Spalten von Q,;_;, . . -, Q,;; entsprechen, die in 
der betrachteten m-ten Zeile von Null verschiedene Elemente enthalten, nur 
Einheitszeilen. Also sind die Bedingungen von Hilfssatz 5 erfiillt. 

Bei dieser Umformung ist die Matrix %,, hinten nur mit regularen 
Matrizen, die auBerdem intakt waren, multipliziert worden. Also das m-te 
Basiselement 2) ist hierdurch durch Basiselemente a, z{” + a,2{? + ...+ 2 
ersetzt worden. Da unter diesen nur endlich viele verschiedene vorkommen, 
gibt es eine maximale Grenze M, iiber die der Héhenexponent des m-ten 
Gliedes itiberhaupt nicht anwachsen kann. Ist nun aber By, die Matrix, 
die aus 8 hervorgeht, wenn man alle Teilmatrizen mit wenigstens einem 
Index gréBer als M + 2 streicht, so ist diese Matrix einer solchen By, 
aiquivalent, die regular ist und gleiche Hauptdiagonale hat, die an gleichen 
Stellen in B,,,,; zu p teilerfremde Elemente hat und bei der alle iibrigen 
Elemente gleich Null sind. Angenommen fiir M + 1 sei es schon bewiesen. 
Dann addiere ich zu By+o,4+, Zeilen von By+i,u4+1, 80 daB Byres wis 
die gewiinschte Form hat. Dann addiere ich zu B u+e,m Spalten von 
Bu+s,us1 so daB alle Elemente von 8y+0,4 durch p teilbar werden, und 
durch Addition von Zeilen von Byy erreiche ich, da8 alle Elemente gleich 
Null werden, usw. Dadurch verliert By, bei analoger Bezeichnungsweise 
die gewiinschte Gestalt, aber dort galt der Satz ja schon als bewiesen. Hitte 

Mathematische Annalen. 107. 52 
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nun die von dem Element z‘)’ ausgehende Treppe eine gréBere Lange als M +1, 
so wiirde dieses Element schon in der Untergruppe Dy,, einen Héhen- 
exponenten > M haben, da sich ja dort eine Gleichung der Form 2) = p¥+1z 
lésen lieBe. 

Ich nenne nun die Matrizen, die der Umformung der By , 2, entsprechen: 
Bi.. und Qy,,. Dann war die Matrix 8,,, wieder in eine Matrix By,, 
iibergegangen. Um $,,,, wieder auf die Gestalt 8,,, zu bringen, mégen 
die intakten Matrizen $y... und Qy4>. vorhanden sein. Dann werden die 
Matrizen By. = Byse Buse und Qy.. = Dye Qyse die Matrix B,,, 
in By+> tiberfiihren, da es ja fir M = 0 Matrizen dieser Eigenschaft gibt. 
Die Matrizen $%y,>. und Qy,, sind nach Hilfssatz 3 intakt. Ferner werden 
die Produkte P=... ,...B,P,, U=—...0,'...O;'O;" nach Hilfs- 
satz 4 existieren und nach Hilfssatz 3 intakt sein. Hilfssatz 4 lieB sich deshalb 
anwenden, da zu einer Zeile, die in $ zu einer Treppe von der Lange e gehért, 
durch $,,,, B.42,... nichts mehr addiert wird, also %,,,, B..2,... in den 
Zeilen dieser Treppe nur Einheitszeilen haben. Das gleiche gilt fiir Q,,,, 
Q..2,--.-, also auch fiir O7},, Qri»,... Weiterhin gilt PS = BG" U, wo 
%” die Matrix ist, die aus 8 hervorgeht, wenn man alle Elemente bis auf die 
Hauptdiagonalelemente um die zu p teilerfremden Elemente von 8,,,,; 
gleich Null setzt. Ware niamlich diese Gleichung in irgendeiner Zeile falsch, 
so kénnte man ein n angeben, so daB $"B = Bi U" in dieser Zeile auch 
bereits falsch wire, was aber nicht sein kann, wegen $"$Q" = 8, 
OQ us = Uh" = E. BG; ist hier eine Matrix, in der die B,, mit i<n 
schon mit den entsprechenden Teilmatrizen in 8” iibereinstimmen. Also 
gilt $B—=—B"U. Nach Hilfssatz 3 hat U eine eindeutige Reziproke 
QU=UQ=E. Also git B~ HB”. 

Die Matrix 8” geht durch Umordnen in eine Matrix 8% iiber, die sich 
nach (2) aus Matrizen 8, zusammensetzt, wo 8, endliche Matrizen der Form 








p oO 0 . 0 0 
6 pp 0 , 0 0 
0 0 : le 
8, = * 
0 0 0 ‘ p 0 
0 0 0 + Gay 92 
sind und a,,...,@,_, zu p teilerfremd sind. Also ist 8, aquivalent der ein- 


reihigen Matrix (p"), also auch die Matrix 8 einer Diagonalmatrix 8 unter 
Benutzung der Hilfssitze 1 und 2. Damit ist Satz 9 bewiesen. 

Nach einfachen gruppentheoretischen Uberlegungen — siehe etwa die 
unter 9) zitierten Arbeiten — folgt, daB zwei solche Diagonalmatrizen U 
und $ nur dann aquivalent sind, wenn die Anzahl der Elemente p" fiir jedes n 
dieselbe ist. 
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§ 6. 
Allgemeine primaire Matrizen und Gruppen. 

In diesem letzten und wichtigsten Paragraphen werde ich nun Matrizen 
betrachten, die zu einer beliebigen primaren abelschen Gruppe mit abzahlbar 
vielen Elementen gehéren. Ich wei8 also von einer zu einer derartigen Gruppe 
gehorigen Matrix nur, daB alle Hauptdiagonalelemente Potenzen von p oder 
(unter Anwendung des Satzes 4) gleich p selbst sind. Die Elemente mit dem 
Héhenexponenten oo bilden eine Untergruppe $2’ von G. Die Elemente 
vom Héhenexponenten co in $2’ bilden eine Untergruppe $2’ in 2’. Diesem 
Sachverhalt entsprechend definiere ich §‘’ durch transfinite Induktion fiir 
eine beliebige Ordnungszahl «: 

Definition. Es sei $2? gleich G. Ist « keine Limeszahl, so sei §° 
die Untergruppe aller Elemente vom Héhenexponenten oo in §£~”. Ist 
a Limeszahl, so sei §{° der Durchschnitt aller §2 mit B < «. 

Ist $2’ + §£*”, so gibt es mindestens ein Element, welches zu $<’, aber 
nicht.zu §£*” gehért. Daraus folgt, da8 die Ordnungszahl r, fiir die erst- 
malig §£’ = $£*” wird, zu einer Menge abzihlbarer Miachtigkeit gehért. 
Fiir jedes o > 1 gilt dann §©’ = $2’. Ich sage dann, die Gruppe © hat die 
Ordnungszahl rt. 

Ich will jetzt einige Beispiele fiir die Ordnungszahl t angeben. Die Gruppen 
des § 4 enthalten nur Elemente vom Héhenexponenten oo, also gilt §2’ = 52 
= @. Also eine solche Gruppe hat die Ordnungszahl rt = 0. 

Ist G eine Gruppe des §5, so enthilt sie kein von Null verschiedenes 
Element vom Héhenexponenten co, also 52 = g> = €, und somit ist r = 1. 

SchlieBlich hat Priifer in den oben zitierten Arbeiten eine Gruppe an- 
gegeben, die nicht in Zyklen zerlegbar ist. Fiir diese Gruppe ist tr = 2. 

t ist Invariante der Gruppe, d. h. alle isomorphen Gruppen haben gleiches 
t, weil t eben fiir jede Gruppe lediglich durch die Additionsvorschrift definiert 
st. Jetzt gilt der Satz: 

Satz 10. © sei eine primdre Gruppe, x, die Basis und U die der Gruppe 
zugeordnete Matriz. Dann gibt es eine zu U dquivalente Matrix B mit der 
Basis yx”, so dap die yS mit « >A eine Basis von $2 bilden. ®B hat 
die Gestalt 

. Be 0 0 
, - Be By, 0 }’ 
Bor Bor Boo 
wo man durch Streichen der Matrizen B,,, wo wenigstens ein Index kleiner 
als 4 ist, eine Matrix erhdlt, die zu 5% gehért. Ferner sollen die B,, fiir 
a <_ t Diagonalmatrizen sein, in denen die Hawptdiagonalelemente iiber jede 


52° 











796 H. Ulm. 


noch so hohe Schranke p" anwachsen. (Wenn t nicht Limeszahl ist, so braucht 
diese letzte Bemerkung fiir « = t —1 nicht richtig zu sein.) 

Beweis. Der Beweis erfolgt bis auf die letzten Bemerkungen genau 
so wie bei Satz 8. An Stelle von §, steht jetzt §®, wo 4 nun nicht nur eine 
Menge vom Ordnungstypus w, wie das n in §,, sondern eine beliebige abzahl- 
bare, wohlgeordnete Menge durchlaufen kann. “Das andert jedoch nichts 
am Beweis von Satz8. Da8 %,, als Diagonalmatrix angenommen werden 
kann, folgt schlieBlich aus Satz 9. Wiirden ferner fiir irgendein « die Elemente 
von %,, nicht iiber alle Grenzen wachsen, sondern alle unter p” liegen, so 
giibe es in §©@ kein Element, dessen p’-faches gleich einem Basiselement 
von $+» wire im Widerspruch zur Definition von §“*+»”. Damit ist Satz 10 
vollstindig bewiesen. 

Ich kann hier schlieBlich noch verlangen, daB die Elemente von 8,, 
nach steigenden Potenzen von p angeordnet sind. Dann wird %,, im all- 
gemeinen den Ordnungstypus w* haben. Es gilt nun: 

Satzll. Zu der Matriz B des Satzes 10 gibt es eine dquivalente €, die 
sich analog aus ©, aufbaut und folgende Eigenschaften hat. € ist reguliir, 
und es gilt fiir jedes « Cua = Bae (Oa <1). C,, hat die Gestalt von UY 
des Satzes7. Alle€,. mita < 1 sind gleich Null. Auferhalb der Hauptdiagonale 
enthilt € in jeder Zeile héchstens eine 1, sonst lauter Nullen. Ferner kommen 
in jeder Spalte vom Index (B, v) von €,5 mit a < B < t unendlich viele Einsen 
vor, und zwar noch beliebig tief in ©... Die zu der Matrix € gehdrige Basis ist 
2), wo her OS ast und 1 = p< ow ist, und t die Ordnungszahl der 
Gruppe ist. 

Ich will zunachst einige Bezeichnungen erklaren. Das Element der 
p-ten Zeile, v-ten Spalte von B,, werde mit b<" bezeichnet. Die zu diesem 
Element gehérige Zeile erhalt den Index (a, 4), die zu diesem Element ge- 
hérige Spalte den Index (f, »). 

Dem Beweis seien nun folgende Bemerkungen vorausgeschickt. An- 
genommen der Satz sei bewiesen, so kann ich von irgendeinem Diagonal- 
element von %,, wieder Treppen abnlich wie oben definieren. Ist aber etwa 
b°° die Kins dieser Zeile, so stehen in der Spalte vom Index (8, v) noch weitere 
Einsen. Dies verhindert nicht die Definition der Treppen, sondern wird viel- 
mehr zu einer weiteren Begriffsbildung Anla8 geben. Da8 nun auch hier jede 
Treppe endliche Lange hat, folgt genau wie oben aus der endlichen Ordnung 
des Basiselements, von dem ich ausgehe. Ist nun aber bi irgendein Diagonal- 
element und « + 0, so mége irgendeine Treppe, die von So. ausgeht und 
zu der bi gehdrt, fixiert sein. Dann gibt es aber noch weitere derartige 
Treppen, zu denen bi auf die gleiche Weise gehért, da unter bi; in 8 un- 
endlich. viele Einsen stehen. In der Matrix 8 des Beweises von Satz 9 war 
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das anders als hier, wo also zwei Treppen, die von verschiedenen Elementen 
von By, ausgehen, gemeinsame Elemente haben kénnen. Ich fasse nun alle 
Treppen, die von Null verschiedene gemeinsame Elemente haben, unter dem 
Begriff ,,Treppensysteme“ oder kurz ,,Systeme“ zusammen. Dann war in 
§5 jede Treppe auch schon System; das ist jetzt anders, denn es gehéren 
zu jedem System sicher unendlich viele Treppen. Wenn ich jetzt auch wieder 
wie in §5 die Lange einer Treppe definiere, so wird, wie schon bemerkt, jede 
Treppe endliche Lange haben. Die Langen aller zu einem System gehériger 
Treppen werden dagegen im allgemeinen nicht beschrinkt sein. 

Die Konstruktion der Matrix € wird dadurch erleichtert werden, da8 wir 
diese Treppen und Systeme ins Auge fassen. Ich werde jedoch die Matrix © 
nicht direkt aus 8 konstruieren, sondern ich werde erst zu einer Matrix 8 
iibergehen, welche aus $ dadurch entsteht, daB der linke und obere Rand, 
d. h. alle Matrizen B,, weggestrichen sind, wo wenigstens ein Index gleich 1 
ist. Aus dieser Matrix 8 wird eine Matrix €’ konstruiert, die sich erstens 
dadurch von € unterscheidet, daB ihr ebenfalls der linke und obere Rand 
fehlt, zweitens dadurch, da8 unter der Hauptdiagonalen in gewissen aus- 
gezeichneten Zeilen statt der Nullen Vielfache von p in B,, mit «< B 
stehen und die iibrigen Zeilen sich von 8 noch nicht wesentlich unterscheiden. 
Ich werde aber ©’ so konstruieren, da8 in ihr bereits Treppen definiert werden 
kénnen und diese Treppen endliche Lange haben. Darin liegt iibrigens eine ge- 
wisse Willkiir, da ich fir €’ eine Normierung treffen muB, die ich ebensogut 
durch eine andere ersetzen kénnte. Jedenfalls ist es nicht méglich, wie im Falle 
endlicher Matrizen oder auch bei denen von §4 und § 5, diese Normierung 
so einzurichten, da8 fiquivalente Matrizen der erzielten Normalform gleich 
sind. Unter Festhaltung der Treppen werde ich dann von ©’ zu der aqui- 
valenten Matrix € iibergehen, die schon bis auf den linken und oberen Rand 
mit € iibereinstimmt. Es wird sich dann zeigen, daB die willkiirlich vor- 
gegebenen endlichen Treppen durch irgendwelche andere, aber ebenfalls 
endliche Treppen ersetzt werden kénnen. Bevor ich Satz 11 beweise, will 
ich erst zwei Hilfssiitze beweisen. 

Sind «, 6 Ordnungszahlen mit «< $< 1, dann haben die Basis- 
elemente y mit 0 << »< w* den Héhenexponenten oo in §@). Also muB 
fiir jedes solche y” die Gleichung y” = p* y fiir jedes beliebige k durch ein 
Element y aus § lésbar sein. Ich beweise den weitergehenden Hilfssatz: 

Hilfssatz 7. Ist («, «) der Index einer festen Zeile von 8, >, 
die Elemente 6% = p’, 65 = p*+’, so kann ich durch Addition von Zeilen 
von 8 mit den (a,, uy) («= 1,2, ..., m), wo entweder a, >a, oder wenn 
% =a, sodann uw, > u ist, zu der (a, u)-ten Zeile erreichen, daB fiir will- 
kiirliche Indizes £, » alle Elemente dieser Zeile bis auf b%% durch p teilbar 
sind, alle Elemente dieser Zeile, die zu 8,,, gehéren, sogar durch p* +” *! teilbar 
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sind, bis auf das Element bi; = p*. Hierdurch wird natiirlich die Regularitat 
der Matrix B gestért. 

Beweis. Sind (f,, »,) die Indizes der zu p teilerfremden Elemente der 
(a, 4)-ten Zeile, wo k = 1, 2,...,, so kann ich nach obigem die Gleichungen 
y" ©) — pt+r+ly in §© durch Kombination endlich vieler Zeilen von B lésen. 
Ebenso natiirlich die Gleichung y{” = p*+"+1 y. Wenn ich nun passende Viel- 
fache dieser Gleichungen zu der (a, 4)-ten Zeile addiere, so ergibt sich der 
Hilfssatz, wenn ich nachweisen kann, daB die dabei benutzten Zeilen so aus- 
gewahit werden kénnen, wie es der obige Hilfssatz verlangt. Da ich dabei 
keine Zeile mit dem Index (a’, u’) und a’ < « gebrauche, ist klar, da ich die 
ganze Betrachtung in $< anstellen kann. Ich brauche also nur noch zu 
zeigen, daB fiir «’ = « hingegen » < yv’ gewahlt werden kann. Wiirde namlich 
uz >’ sein, so kénnten zwei Fille eintreten: 

1. Eine solche Zeile geht mit einem zu p teilerfremden Faktor c multi- 
pliziert in eine der obigen Relationen ein, dann stande aber in der («, ’)-ten 
Spalte dieser Linearform das Glied cp’ mitt < s+ r. Da alle iibrigen Zeilen 
an dieser Stelle nur Nullen haben, also der Fehler durch Addition weiterer 
Zeilen nicht beseitigt werden kann, so ergibt sich ein Widerspruch. 

2. Eine solche Zeile geht mit einem durch p teilbaren Koeffizienten 
multipliziert in eine der obigen Relationen ein. Dann kann ich auf Hinzu- 
nahme dieser Zeile verzichten, da ja bei Addition dieser Linearform, die durch- 
weg durch p teilbare Elemente enthilt, die im Hilfssatz geforderte Eigen- 
schaft der Gleichungen sich nicht andert.. Ich erhalte also in diesem Falle 
Gleichungen: a," = py + pr'ty,, ay = px+ p*t’tly, wo x aus den 
y¥? mit B’ >a, y aus den y*) mit #’ = a sich zusammensetzt; das gleiche 
gilt fir 2, bzw. y,. «a, a sind ganze rationale Zahlen, die kongruent 
1 mod p sind. 

Hilfssatz 8. Hilfssatz 7 gilt auch dann, wenn ich beliebige, aber endlich 
viele Zeilen zur Addition nicht benutzen darf. 

Beweis. (7, 0;), ---, (Yn: Qn) seien die Indizes dieser Zeilen. Sind unter 
den y, einige, die gleich « sind, so wihle ich u so, daB die zugehérigen 9, < u 
sind. Dann werden diese (y,, ;) schon ausgeschlossen. Kommen unter den 
zur (a, 44)-ten Zeile addierten Zeilen noch einige der ,,verbotenen“ Zeilen mit 
den Indizes (y,, 0,) vor, so gilt y; > a. Bei diesen Zeilen kommt es lediglich 
auf ihre Eigenschaften mod p an. Stelle ich sie aber mod p vermége Hilfs- 
satz 7 dar und nehme ich das kleinste y,, welches gleich 6 sei, wahle eine 
Zahl analog ji, so daB alle (y,, o,) mit y, = 4 solche o, haben, daB u > o, 
ist, dann haben alle ,,verbotenen“ Zeilen, die zur (a, )-ten Zeile addiert 
worden sind, Indizes (y,, 9;) mit y, > 6. Setze ich dieses fort, so mu8, da nur 
endlich viele Zeilen mit den Indizes (y,, 0,) existieren, dieser ProzeB ab- 
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brechen, und es folgt, daB Hilfssatz 7 auch noch gilt, wenn ich endlich viele 
Zeilen nicht zur Konkurrenz zulasse. 

Ich will jetzt unter Benutzung dieses Hilfssatzes eine Umformung der 
Zeilen von 8 vornehmen. Ich greife irgendeine, etwa die (a, ,)-te Zeile 
heraus und wende darauf Hilfssatz8 an. Sodann wihle ich eine Zeile mit 
dem Index (a, 4.), die eben nicht benutzt worden ist, und addiere auch 
nur solche Zeilen, die eben zur Addition nicht verwendet worden sind. Dies 
geht nach Hilfssatz 8. Dies Verfahren setze ich so fort und treffe noch folgende 
Einschrankung, wenn fiir 7 >% der Index a, =a, wird, so bestimme ich 


pty 80, daB by! : mindestens durch eine um Eins héhere Potenz von p teilbar 


. a; a; 
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Nun verteile ich die «, so iiber die Matrix $, daB unter den «, 
jede Ordnungszahl < rt unendlich oft vorkommt. Ich habe oben schon 
gesagt, daB der Index (8, v) willkiirlich war. Ist nun «, dic Teilfolge derjenigen 
Elemente von der Folge «,, die gleich « sind, so bestimme ich fiir jedes a, 
die 8; und v, so, daB in jeder Spalte von %,, unendlich viele Elemente fiir 
jedes 8 in den so umgeformten Zeilen stehen, die zu p teilerfremd sind. Da 
jedesmal bei der Umformung der («,, ,;)-ten Zeile nur endlich viele Zeilen 
addiert worden sind und die Mengen der bei verschiedenen Umformungen 
verwendeten Zeilen disjunkt sind, so entspricht der ganzen Umformung eine 
Matrix $ wie in Hilfssatz 2. Bei diesen Umformungen sind nun aber 8,, nicht 
Diagonalmatrizen geblieben, sondern es sind in den (a,, z,)-ten Zeilen, wenn 
das Hauptdiagonalelement gleich p* ist, weitere, aber sicher durch p**? teilbare 
Elemente entstanden. Diese lassen sich durch Addition des Diagonalelementes 
beseitigen, und das allen diesen Umformungen entsprechende Matrizenprodukt 
ist wie f nach Hilfssatz 2 eine intakte Matrix OQ. Da bei der der Matrix Q 
entsprechenden Umformung immer p-fache einer Spalte zu einer anderen 
addiert worden sind, so verlieren die («,, 4,)-ten Zeilen die einmal erzielte 
Gestalt nicht. 

Beziiglich der Wahl der Spaltenindizes », will ich noch eine Zusatz- 
forderung stellen. Ist a, das durch obige Umformungen erzeugte zu p 
teilerfremde Element der (a, ,)-ten Zeile, so soll gelten: »; < py. 

Die Matrix % ist nun in eine Matrix iibergegangen, die in jeder Zeile 
héchstens ein zu : teilerfremdes Element, sofern es sich um die ausgezeichneten 
Zeilen handelt, in jeder Spalte mit dem Index (8, v) in B,, fiir jedes « un- 
endlich viele solche Elemente in den ausgezeichneten Zeilen enthalt. Ich 
behaupte, die so entstandene Matrix ist schon €’. Ich muB also zeigen, daB 
jede Treppe endliche Lange hat. Sind namlich (f,, ¥,), (82, ¥), . . . die Spalten- 
indizes der zu p teilerfremden Elemente einer Treppe, so gilt wegen », < pu, 
= %_3, %) > % > ¥3 >...; also diese Reihe bricht nach endlich vielen 
Schritten ab. 
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Nun komme ich zu dem Ubergang von €’ zu €. Ich betrachte zunichst 
die Zeilen mit den Indizes (0, ;). Diese stellen eine einfach geordnete Folge 
dar. Nehme ich etwa die n, ersten von ihnen, so kann ich durch Addition 
von weiteren, es mégen mn, sein, erreichen, daB in den n, ersten Zeilen das 
teilerfremde Element Oe, kongruent 1 mod p’*? ist, die iibrigen Elemente 
kongruent 0 mod p**+', wo unter p* das Hauptdiagonalelement dieser Zeile 
verstanden sei. Dies geschieht so, daB ich zunachst, wenn a irgendein Element 
dieser Zeile ist, welches genau durch p teilbar ist, eine Zeile hinzuaddiere, 
in der das zu p teilerfremde Element gerade unter a steht, und zwar ein solches 
durch p teilbares Vielfaches dieser Zeile, da8 das neue Element a + kp durch 
p* teilbar wird. Mache ich dies fiir alle Elemente, die gleich a genau durch p 
teilbar sind, so geht die betrachtete Zeile in eine solche iiber, die auBer dem 
zu p teilerfremden Element nur durch p? teilbare Elemente enthalt. Dieses 
Verfahren kann ich fortsetzen, bis alle Elemente der betrachteten Zeile durch 
p’** teilbar sind. In gleicher Weise wird erreicht, daB bi? ,, kongruent 1 mod 
p**' wird. Um die ersten n, Zeilen auf die gewiinschte Form bringen zu 
kénnen, seien, wie schon gesagt, n, weitere Zeilen benutzt worden. Ich be- 
stimme jetzt n, so, daB die auf die n, folgenden n, Zeilen in jeder Spalte ein 
zu p teilerfremdes Element enthalten, in der die n, Zeilen iiberhaupt ein 
von Null verschiedenes Element enthalten. Um die n, Zeilen auf die ge- 
wiinschte Gestalt bringen zu kénnen, brauche ich etwa n, weitere Zeilen, usw. 
Betrachte ich jetzt die Umformung der Matrix €’, die den Additionen der 
Ng, Ny, Ng, ... Zeilen entspricht, so kann ich diese durch Multiplikation mit einer 
Matrix $’ erreichen, die nach (2) aus endlichen intakten Matrizen aufgebaut 
ist und also nach Hilfssatz 2 intakt ist. Durch Addition der ng, n;,.. . Zeilen 
zu den jeweils vorhergehenden kénnen die restlichen Zeilen auf die gewiinschte 
Gestalt gebracht werden, und die dieser Umformung entsprechende Matrix 
heiBe ’’. YP" ist nach (2) aus endlichen Matrizen aufgebaut und nach Hilfssatz 2 
intakt. Ich will nun noch die eben nicht behandelten Zeilen, d.h. die Zeilen, die 
nicht zu der Teilfolge der Zeilen mit dem Index (0, u,) gehéren, so umformen, 
da8, wenn p* das Hauptdiagonalelement einer solchen Zeile ist, alle Elemente 
durch p**! teilbar werden. Dies laBt sich einfach durch Addition der Zeilen 
mit dem Index (0, u,;) machen (die Einzelheiten wie oben), und wenn € + BW 
die dieser Umformung entsprechende Matrix ist, so ist, da immer nur aus- 
gezeichnete Zeilen zu nicht ausgezeichneten addiert werden, ihre zeilenfinite 
Reziproke die Matrix €— YW. Mache ich das Entsprechende fiir jedes « 
nicht nur fiir «0, so gibt es analog fiir jedesa eine intakte Matrix §,, 
und aus diesen setzt sich die allen diesen Umformungen entsprechende 
Matrix $ nach (2) zusammen und ist also nach Hilfssatz 2 ebenfalls intakt. 
Die der Matrix $ entsprechende Umformung will ich nun den ,,P-ProzeB“ 
nennen. 
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Ich werde nun analog dem ,,P-ProzeB“ einen ,,Q-ProzeB“ definieren. 
Bei diesem werden Vielfache einer einzigen Spalte zu weiteren Spalten addiert. 
Ist nimlich PC’ die Matrix, in die €’ durch Anwendung des P-Prozesses 
iibergegangen ist, so kann ich durch Addition passender Vielfache der («, )-ten 
Spalte zu denjenigen Spalten, die in der («, «)-ten Zeile von Null verschiedene 
Elemente enthalten, erreichen, da in der («, )-ten Zeile alle Elemente gleich 
Null sind bis auf bf; = p* und eventuell ein Element be welches dann gleich 
Eins ist. Die Matrix SC'OQ stimmt nun in der («, jz)-ten Zeile mit € iiberein. 
Um dieses nun auch fiir alle anderen Zeilen zu erreichen, gehe ich so vor: 
Ich treffe zunachst eine Vorschrift dariiber, in welcher Reihenfolge die Um- 
formung der Zeilen von €’ vorgenommen werden soll. Dies geschieht nicht 
vollig willkiirlich, sondern ich werde die Vorschrift so treffen, daB, wenn 
3, und 3, Zeilen sind, die zu der gleichen Treppe gehéren, und 3, einen gréBeren 
ersten Index « hat als 3., daB erst 3, und dann 3, umgeformt wird. Ferner soll 
die Vorschrift so beschaffen sein, daB eine bestimmte Zeile immer nach endlich 
vielen Schritten umgeformt wird. Es seien nun also 3,, 39, 33, ... die Zeilen 
von ©’ in dieser Anordnung. Wende ich nun auf 3, den Q-ProzeB an, so wird 
die durch den P-ProzeB hergestellte Form in vielen Zeilen wieder gestért. 
Ich muB also auf die Matrix $,€’ Q, = €, nochmals den P-Proze8 anwenden. 
Dabei wird aber die Zeile 3, nicht mehr geaindert. Wende ich dann auf 
P, $, CQ, = P,C, den Q-ProzeB an, so wird in P,C€,Q, = C, sowohl 3, 
wie 3, mit den entsprechenden Zeilen von € iibereinstimmen. Denn selbst 
wenn 3, zur gleichen Treppe wie 3, gehort, so liegt ja 3, iiber 32, und 3, kann 
durch Q, nicht mehr geindert werden. Denke ich mir nun diesen ProzeB 
durch alle Zeilen 3, 39,... durchgefiihrt, so ist sofort klar, dab P=... 
%,... P,P, und U=...O,'...Q;' Oy" existieren. Ich will nun zeigen, 
daB unter gewissen weiteren Voraussetzungen auch 8 = $B, 'P,'...P,'... 
existiert. 

Ist namlich 3,, die beim m-ten Schritt behandelte Zeile, und sind 3,,,, . . ., 
3m, die Zeilen von €,,, deren homologe Spalten in P;'... B,,' in der Zeile 3,, 
von Null verschiedene Elemente (das Hauptdiagonalelement ist ausgenommen) 
haben, so wird sich die Zeile 3,, von $;'...B,,' nicht mehr andern, wenn 
auf die Zeilen 3,,,, .. ., 3m, Von €,, der P-ProzeB nicht mehr angewandt wird. 
Dies kann ich aber erreichen. Denn es kénnte sich nur dann die Notwendigkeit 
ergeben, auf eine dieser Zeilen den P-ProzeB anzuwenden, wenn auf eine 
Zeile 3’, die iiber 3,,, in der gleichen Treppe liegt, der Q-ProzeB angewandt 
wird. Dann kann ich aber vermeiden, da8 auf 3,,, der P-ProzeB angewandt 
wird, wenn ich durch den P-ProzeB die Zeile 3’ so umforme, daB bis auf das 
Hauptdiagonalelement alle Elemente durch p*+**! teilbar sind, auBerdem 
ein Element kongruent 1 mod p*+* +? ist. Wenn ich dann nimlich den Q-Prozef 
anwende, so werden in der Zeile 3,,, alle Elemente durch p’*+* teilbar, das zu 
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p teilerfremde wird gewi8 kongruent 1 mod p*+!. Wenn ich dann r so wahle, 
daB p” gréBer als das Hauptdiagonalelement der Zeile 3,,, ist, und ich das 
gleiche fiir alle weiteren Zeilen 3’ tue, so braucht auf die Zeilen 3,,, der 
P-ProzeB nicht mehr angewandt zu werden. Fiihre ich nun den P- und 
Q-ProzeB auf alle Zeilen 3,, . . ., 3;, aus, wo ¢, so gewahlt ist, daB unter den 
Zeilen 3, ---, 3+, die Zeilen 3,,,,.-- 3m, Vorkommen, so wird die Zeile 3,, 
in P;'... Bj,’ sicher nicht mehr geindert, gleichgiiltig, wie ich ;,',,, 
P;,2,... bilde. Ich wahle dann eine weitere Zeile 3,,: unter den 3, . . ., 34, 
aus und bestimme analog eine Zahl t,, so daB in Pz’... P;,', gleichgiiltig, 
wie die weiteren Matrizen aussehen, die Zeile 3,,, nicht mehr geandert wird. 
Wihle ich nun die Zahlen m, m’, m’”,...s0, daB alle 3,, 3, . . . drankommen, 
so wird fiir eine beliebige Zeile 3, in Py'... Bz’... ein Index N existieren, 
so daB in $,;'... Py' diese Zeile durch Multiplikation mit Py',,, By +o, -.. 
nicht mehr geandert wird. Also existiert B = P,'...P,'... Nach Hilfs- 
satz 6 folgt nun, daB B vordere und hintere Reziproke von $ ist. 

Ich behaupte zunichst, daB PC’ = CU ist. Ware nimlich diese Gleichung 
in der «-ten Zeile nicht richtig, so lieBe sich ein m bestimmen, daB fiir jedes 
n > m die a-te Zeile von $" €’ von der a-ten Zeile von PC’ nicht verschieden 
ist, und daB die a-te Zeile von €, U* von der a-ten Zeile von € U nicht ver- 
schieden ist. Wegen $"€’ = €, U” ergibt sich dann aber ein Widerspruch. 
Da aber ©’ einer reguliren Matrix vom Ordnungstypus « dquivalent ist, 
besitzt es eine eindeutige Reziproke im Kérper der rationalen Zahlen. Mithin 
gilt in diesem Kérper €’-' B-1C U = U'U = E. U’ ist zeilenfinit und ein- 
deutig, weil U in eine Matrix U* umgeordnet werden kann, die nur in und unter 
der Hauptdiagonale von Null verschiedene Elemente besitzt (die Haupt- 
diagonalelemente sind alle ungleich Null). Es kann also keine zweite vordere 
Reziproke existieren, da sonst zwischen endlich vielen Zeilen von U Depen- 
denzen bestanden, was wegen der Regularitét nicht méglich ist. Da die so 
umgeordnete Matrix in der Hauptdiagonale nur Einsen hat, ist U’ auch ganz- 
zahlig. 

Nach dem Satz 7 ist nun aber %,, aquivalent €,,, und ich brauche also 
nur noch zu zeigen, daB die 8,, gleich Null angenommen werden kénnen. 
Dies geschieht durch Addition von Zeilen von €,, und Spalten von %,, mit 
a< t. Die Matrizen $ und Q, die diesen Umformungen entsprechen, lassen 
sich so umformen, daB sie Hilfssatz 3 geniigen. Damit ist Satz 11 bewiesen. 

Da ferner die Konstruktion und Verteilung der ausgezeichneten, zu p 
teilerfremden Elemente mittels Hilfssatz 8 bis auf die angegebenen Neben- 
bedingungen willkirlich war, so kénnen aquivalente Matrizen eine durchaus 
verschiedene Verteilung der Einsen des Satzes 11 haben, und es laBt sich 
immer eine vorgegebene, den Nebenbedingungen geniigende Verteilung er- 
zielen. 
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Es gilt vielmehr genauer gesagt, wenn ich unter ®,, (0 << 1) die 
Anzahl der Elemente p" in €,,, unter ®, die Anzahl der Elemente (p~) in 
€,, verstehe, der folgende Satz: 

Satz 12. Sind G, G’ zwei primiire, abzihlbare abelsche Gruppen, U 
und UM’ zugehdrige Matrizen, so ist fiir den Isomorphismus der Gruppen oder 
die Aquivalenz der Matrizen die gliedweise Ubereinstimmung der Anzahlen ®,, 
und ®, fiir die Matrizen U und U' notwendig und hinreichend. 

Beweis. a) Notwendigkeit. Zu der Faktorgruppe §/§*+” gehért die 
Diagonalmatrix €,,, und die Behauptung folgt dann aus dem letzten Satz 
des §5 und aus dem SchluB von §4. 

b) Da8 die nach a) notwendigen gruppentheoretischen Invarianten auch 
hinreichend sind, folgt, wie oben schon gezeigt, aus Satz 11 und der letzten 
Bemerkung vor Satz 12. 

Es gilt ferner: 

Satz 13. Zu zwei isomorphen primdren Gruppen gehdren auch dqui- 
valente Matrizen. 


(Eingegangen am 10. 3. 1932.) 





Alfred Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis. 


Der von Herrn Domherrn Dr. Dr. Ing. Alfred Ackermann-Teubner in 
Leipzig im Jahre 1912 bei der Universitét Leipzig gestiftete ,,Alfred 
Ackermann - Teubner -Gedachtnispreis zur Férderung der Mathematischen 
Wissenschaften“ in Héhe von RM. 500.— ist fiir das Jahr 1932 durch 
das Preisgericht je zur Hialfte Herrn Prof. Dr. Emil Artin in Hamburg 
und Fri. Prof. Dr. Emmy Noether in Gottingen fiir ihre gesamten wissen- 
schaftlichen Leistungen zuerkannt worden. 








Vereinfachung 


im Beweis eines Hilfssatzes aus meiner Arbeit: ,,Zur ersten Randwert- 
aufgabe bei Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus‘, dieser Band, 8. 505—513. 


Wie mir Herr van der Waerden freundlicherweise mitteilte, l4Bt sich der 
Beweis des Hilfssatzes in §3 meiner im Titel genannten Arbeit folgendermaBen 
abkiirzen: Man addiere Gleichung (10) und (11). Dann geniigt w der Gleichung 


(a+a)o,, + 2(b6+b) + (e+ 2)o, + 0+fo,+(9+9)o, = 0. 
Aus (9) folgt 
ata>0, c+@#>0, (a+ 4) (e+%)—(b+b)" > 0. 
Aus dem Eindeutigkeitstheorem fiir elliptische, lineare Differentialgleichungen 
schlieBt man dann » = 0 in G, womit der genannte Hilfssatz schon bewiesen ist. 
Allerdings liegt ein Beweis dieses Eindeutigkeitstheorems bei den schwachen Vor- 
aussetzungen iiber die Koeffizienten a, a, ..., wie ich sie in Voraussetzung 2 for- 
muliert habe, meines Wissens in der Literatur nicht explizit vor. Jedoch abt 
sich etwa der Beweis von E. Hopf: ,,Elementare Bemerkungen iiber die Lésungen 
partieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typus‘ [Sitzber. Preuss. Akad. 
Wiss., Phys.- math. Kl., (1927), 8.147] ohne Schwierigkeit auch in diesem Fall 
durchfithren. 
Franz Rellich. 


Berichtigung 


zu den Arbeiten von Hans Lewy: ,,Neuer Beweis des analytischen Charakters 

der Lésungen elliptischer Differentialgleichungen“, Math. Annalen 101, 

8. 609—-619, und ,,Eindeutigkeit der Lésung des Anfangsproblems einer 

elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei Verinderlichen“, 
104, 8. 325—339. 


Herr J. Hadamard hatte die Liebenswiirdigkeit, mich in einem Brief vom 
25. 10. 1931 auf eine Liicke hinzuweisen, die sich in meiner Arbeit tiber den ana- 
lytischen Charakter Math. Annalen 101, 8.618 und in einer darauf beziiglichen 
Stelle Math. Annalen 104, 8.335 vorfindet; ich konnte diese Liicke in einer Ant- 
wort an Herrn Hadamard ausfiillen. Von einer ausfiihrlicheren Berichtigung in 
den Math. Annalen durfte ich zu meiner Freude absehen, da Herr Hadamard in 
seinem inzwischen erschienenen Buche ,,Le Probléme de Cauchy“, Paris, Herrmann, 
1932, die genannten Arbeiten im Zusammenhang dargestellt hat; man findet die 
vorzunehmende Veranderung dort auf 8. 519—522 abgedruckt. 


Hans Lewy. 


721/7/57 — V/12/6 
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